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ТЬ1К 1К  а  (31§1[а1  сору  оГ  а  Ьоок  [Ьа[  вдак  ргсксгуо(3  Гог  §спсга[10пк  оп  ИЬгагу  кЬс1уск  ЬсГогс  1[  вдак  сагсГиИу  ксаппо(3  Ьу  Соо§1с  ак  рал  оГ  а  рго]сс[ 

10  таке  Ше  адогШ'в  Ьоокв  и15С0УегаЫс  опПпс. 

11  Ьав  вигу1уеи  \ощ  епои^  Гог  Ше  соругх^Ы  ю  схршс  атЗ  (Ьс  Ьоок  (о  сШсг  (Ьс  риЬИс  иота1п.  А  риЬИс  иота1п  Ьоок  1в  опе  (Ьа!  адав  пеуег  5иЬ]сс[ 
(о  соруг1§111  ОГ  щЬове  1е§а1  соругх^Ы  1епп  Ьав  ехршЫ.  \\'Ьс1Ьсг  а  Ьоок  15 111  (Ьс  риЬПс  йотат  тау  уагу  соип(гу  Ю  соип(гу.  РиЬИс  (Зотахп  Ьоокк 
аге  оиг  §а1е'А'аув  Ю  (Ье  рав1,  гергевепНп^  а  адеаКЬ  оГ  Ьхвйгу,  сиИиге  апи  кпо'А'1еи§е  (ЬаГв  оЛеп  и1Й1сии  Ю  и15соусг. 

Магкв,  поиНопв  апи  оШег  та1§1паИа  ргевеШ  1п  (Ье  0Г1§1па1  Уо1ите  'А'111  арреаг  т  (1115  Й1е  -  а  гетхпиег  оГ  1Ь15  Ьоок'к  1оп§  |оигпсу  Ггот  [Ьс 
риЬПкЬсг  1о  а  ПЬгагу  атЗ  ГтаИу  1о  уои. 

Соо§1с  15  ртоиб  1о  рагШсг  \У11Ь  ПЬгапев  Ю  (И^Шге  риЬИс  иота1п  та1ег1а1в  апи  таке  Лет  'А'1ие1у  ассе551Ые.  РиЬИс  йотат  Ьоокк  Ье1оп§  ю  [Ьс 
риЬИс  апб  \ус  агс  тсгс1у  [Ьс1г  сикюйхапв.  Кеуег(]1е1е55,  О115  адогк  1в  ехрепв1Уе,  во  1п  ог»Зег  (о  кеер  ргоУ1Шп§  1Ыв  гевоигсе,  'Л'е  Ьауе  (акеп  в1срв  [о 
ргс\'сп[  аЬикс  Ьу  соттсгс1а1  раг[1ск,  1пс1и(31п§  р1ас1п§  (ссЬпхса!  гск[г1с[ю11к  он  аи[ота[С(3  ^ис^у^11§. 
\\'с  а1во  авк  [Ьа[  уои: 

+  Маке  поп-соттегс1а1  изе  о/1ке_(Ие5  \\'с  (Зск1§пс(^  Соо§1с  Воок  ЗсагсЬ  Гог  икс  Ьу  1П(31У1(Зиа1в,  атЗ  \ус  гс^исв[  1Ьа[  уои  иве  [Ьсвс  Шсв  Гог 
регвопа!,  поп-соттегс1а1  ршровев. 

+  Ке/гтпрХ)т  ашотшей  ^иегут§  IX)  по1  вепи  аи1ота[С(3  ^исг^св  оГ  апу  вог[  [о  Соо§1с'в  вув[ст:  1Г  уои  агс  со11(Зис[111§  гсвсагсЬ  оп  тасЫпс 
[гапв1айоп,  орНса!  сЬагасйг  гесо§п1Йоп  ог  оШег  агеав  адЬеге  ассевв  (о  а  1а1§е  атои11[  оГ  [сх[  1в  Ьс1рГи1,  р1савс  со11[ас[  ив.  \\'с  спсоига^с  [Ьс 
иве  оГ  риЬИс  иота1п  та(ег1а1в  Гог  Леве  ригровев  апи  тау  Ье  аЫе  Ю  11е1р. 

+  Мтттп  аипЬшюпТЪе  Ооо§,\е  "'А'а1егтагк"  уои  вее  оп  еасЬ  Й1е  1В еввеп[1а1  Гог1пГогт1П§рсор1саЬои[  [Ыврго]сс[  ат^  Ьс1р1П§  [Ьст  Ит^ 
а(Зи1иопа1  та1ег1а1в  (Ьгои^Ь  Ооо§1е  Воок  ЗеагсЬ.  Р1еаве  йо  по1  гетоуе  1(- 

+  Кеер  и  1е^а1  \\'Ьа[сусг  уоиг  иве,  гететЬег  (Ьа!  уои  аге  гевропв1Ые  Гог  епвиг1п§  [Ьа[  \уЬа[  уои  аге  ио1п§  1в  1е§а1.  IX)  по1  аввите  (11а[  ]ив[ 
Ьссаивс  \ус  ЬсИсус  а  Ьоок  1в  111  [Ьс  риЬПс  йотат  Гог  ивегв  1п  (Ье  Ш11еи  8(а(ев,  (Ьа!  (Ье  адогк  1в  а1во  т  Ше  риЬИс  йотайп  Гог  ивегв  1п  о(Ьег 
сои]1[псв.  \\'Ьс[Ьсг  а  Ьоок  1в  в[1И  т  соруг1§Ь(  уаг1ев  Ггот  соип(гу  (о  соип(гу,  ап(3  аде  сап'(  оГГег  §и1(1апсе  оп  'А'Ье(Ьег  апу  врес1Йс  иве  оГ 
апу  врес1Йс  Ьоок  1в  аИо'Л'еи.  Р1еаве  йо  по(  аввите  (Ьа(  а  Ьоок'в  арреагапсс  1П  Соо§1с  Воок  ЗсагсЬ  тсапв ![  сап  Ьс  ивоЗ  1П  апу  таппсг 
апу^Ьеге  1п  (Ье  адогШ.  Соруг1§Ь(  1пГг1п§етеп(  ИаЬ1И^  сап  Ье  ^и^(е  веуеге. 

АЬои(  Ооо^е  Воок  ^агсЬ 

Соо§1с'в  т1ВВ10п  1В  [о  ог§ап1^:с  [Ьс  №Ог1(^'в  1пГогта[10п  ат^  [о  такс  ![  ип1усгва11у  асссвв1Ыс  ат^  ивсГи1.  Соо§1с  Воок  ЗсагсЬ  Ьс1рв  п;а(^сгв 
(31ВСОУСГ  [Ьс  вдогИ'в  Ьоокв  \уЬ11с  Ьс1рт§  аи[Ьогв  ап(3  риЬИвЬсгв  гсасЬ  ПС№  аи(^1спссв.  Уои  сап  всагсЬ  [Ьгои§Ь  [Ьс  Ги11  1сх1  оГ  |Ыв  Ьоок  оп  [Ьс  №сЬ 
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Это  цифровая  коиия  книги,  хранящейся  для  потомков  на  библиотечных  полках,  прежде  чем  ее  отсканировали  сотрудники 

компании  Соо^1е  в  рамках  ироекта,  цель  которого  -  сделать  книги  со  всего  мира  доступными  через  Интернет. 

Прошло  достаточно  много  времени  для  того,  чтобы  срок  действия  авторских  ирав  на  эту  книгу  истек,  и  она  иерешла  в  свободный 

доступ.  Книга  переходит  в  свободный  доступ,  если  на  нее  не  были  поданы  авторские  ирава  или  срок  действия  авторских  ирав 

истек.  Переход  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  осуществляется  ио-разному.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ, 

это  наш  ключ  к  прошлому,  к  богатствам  истории  и  культуры,  а  также  к  знаниям,  которые  часто  трудно  найти. 

В  зтом  файле  сохранятся  все  пометки,  примечания  и  другие  записи,  существующие  в  оригинальном  издании,  как  ттаиомиттапис 

о  том  долгом  пути,  который  книга  прошла  от  издателя  до  библиотеки  и  в  конечном  итоге  до  Вас. 

Правила  использовапия 

Компания  Соо§1о  гордится  том,  что  сотрудничает  с  библиотеками,  чтобы  иоровссти  книги,  исрсшодн1ио  в  свободный  доступ,  в 
цифровой  формат  и  сделать  их  широкодоступными.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  принадлежат  обществу,  а  мы  лишь 
хранители  этого  достояния.  Тем  не  менее,  эти  книги  достаточно  дорого  стоят,  поэтому,  чтобы  и  в  дальнейшем  предоставлять 
этот  ресурс,  мы  иредириняли  некоторые  действия,  иредотвраш^1юпще  коммерческое  использование  книг,  в  том  числе  установив 
технические  ограничения  на  автоматические  запросы. 
Мы  такж:е  иросим  Вас  о  следующем. 

•  Не  исиользуйте  файлы  в  коммерческих  целях. 

Мы  разработали  программу  Поиск  книг  Ооо§1е  для  всех  иа'шзователей,  иоэтому  исиользуйте  эти  файлы  только  в  личных, 
некоммерческих  целях. 

•  Но  отправляйте  автоматические  запросы. 

Не  отправляйте  в  систему  Соо§1е  автоматп^1еские  запросы  любого  вида.  Если  Вы  занимаетесь  изучением  систем  матнинного 
перевода,  оптического  распознавания  символов  или  других  областей,  где  доступ  к  болыному  количеству  текста  может 
оказаться  полезным,  свяжитесь  с  нами.  Для  этих  целей  мы  рекомендуем  использовать  материалы,  перешедшие  в  свободный 
доступ. 

•  Не  удаляйте  атрибуты  Соо§1е. 

В  каждом  файле  есть  "водяной  знак"  Соо§1е.  Он  иозволяет  пользователям  узнать  об  этом  проекте  и  иомо1ает  им  найти 
дополнительные  материалы  ири  помощи  программы  Поиск  книг  Сооё1с.  Не  удаляйте  его. 

•  Делайте  это  законно. 

Независимо  от  того,  что  Вы  исиользуйте,  не  забудьте  проверить  :1ак01Н10Сть  своих  действий,  за  которые  Вы  несете  полную 
ответственность.  Не  думайте,  что  если  книга  иерешла  в  свободный  доступ  в  США,  то  ее  на  этом  основании  могут 
исиользовать  читатели  из  других  стран.  Условия  для  перехода  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  различны, 
иоэтому  нет  единых  правил,  иозволяюшдх  определить,  можно  ли  в  определенном  случае  исиользовать  определенную 
книгу.  Не  думайте,  что  если  книга  появилась  в  Поиске  книг  Соо§1е,  то  ее  можно  исиатьзовать  как  у10дно  и  1де  угодно. 
Наказание  за  нарушение  авторских  ирав  может  быть  очень  серьезным. 

О  программе  Поиск  кпиг  Сооё1е 

Миссия  Соо§1е  состоит  в  том,  чтобы  организовать  мировую  информацию  и  сделать  ее  всесторонне  доступной  и  полезной. 
Пр01-рамма  Поиск  книг  Соо§1е  иомохает  пользователям  найти  книги  со  всего  мира,  а  авторам  и  издателям  -  новых  читателей. 
Полиотекстовый  поиск  ио  этой  книге  молено  выполнить  иа  ст]>аиице [ЬЪЪр ;  //Ьоокв . §оо§1е .  сош/ 1 
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Ль  «мнъ  сопевши  Кй  яш^Ьршк  взяожпь  вршнБое  обов|ИЬше 
9лшвЛЛтихъ  открвтА,  бдап^щра  мтернмъ  чвстш  геометр1а  до- 
стл»  отеего  сарромнвАРО  раавати!,  и  {фешущ^етвенно  тЬкъ 
ваъ  шиЪу  ваторымв  бшя  похпкговявнн  ямЪвшю  метоАн. 

Нияе  будегь  упаат,  «аае  изъ  этшъ  методов^  важодятсд,  по 
ваяену  мнАщю^  въ  &|щжайщеЯ  свази  »  м«)гф!1нсдевн1шв  новшси 
туви&ш,  о<}огатавшв1ш  науву  въ  оосд^днее  время. 

Вь  |Бэ&Ц'Ь  мн  рааълондекъ  еущвоопь  а  фвдоеофсщй'хвраперъ 
двухъ  основныхъ  ге^жэтрвчееквх^  пргащвповг|  соствляпоцнхъ 
глиннй  предмеп  шцвшъ  мехупров^. 

Мн  рввд'Ьдвди  неторш  геохетрш  на  пять  воо».  Чяфвфоль  во 
я^очпакл  пеги  икщвтъ  судвтц  ояравднввевся  ш  вт»  разделе- 
ше  т1ш»  особсщя  ^!Ц^тв|0Ц  воторш  мы  тщтшА  тлпчтелъпыжи 
ллл  «^«^д^и  впвхв. 

Ка^  втоцу  л(ущ^ч^9^(ШЗ  о$9ару  орвбаменщ  хиот  цри|гЬчаа1я. 
Одкя  явь  яшкъ  щтмйши  для  <^д1Ье  цоАробюго  ра81вит1я  таявхъ 
воврооовь,  о  котсу[>ц|^^  въ  саноцъ  яэяомяш  '  говорятоя  только 
вцмщЬ^  друга  ^амючаютъ  въ  себ^Ь  вЪватерня  яеторячэевш  по- 
дробвоеш,  вох^^щАФь  вот^рня  ва  ряду  о^  вадитМтлув  фактами 
вввалось  вамъ  яеудИ^нмъ,  тавъ  какь  пъ  обммъ  могъ  бн  ва- 
трудвять  чтвн1е)  навовод'ь  хнопя  ваъ  врвмф^ишхй  суть  плоды  на- 
лшхъ  собственнихъ  нвсл^двваихй  о  разлвздр!»  вродмета^ъ,  отно- 
сявргогя  въ  раз^рматрцваемнмъ  аук^Ьсь  ге9М9трия1бовямъ  теор1Яхъ; 
втя  щримЪчангя  вред|{тавля1>1ъ  мохетъ  бцть  щ^^вот^ые  новые  ре- 
вульт&тн. 

Ихъ  не  было  бы  необходиности  помещать  зд^Ьсь»  еслнбы  въ 
этонъ  трудЪ  хы  нх{и[и  въ  ввду  только  одну  историческую  цЪль. 
Но,  говоря  о  ра8вит1в   геохетрхи  и  описывая    оФкрыт1Я   и   новыя 
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у^ешя,  возникающш  въ  ней,  мы  главнымъ  образомъ  -  жедади  на 
.  н'Ькоторыхъ  примЪрахъ  показать,  что  харавтеръ  этихъ  новыхъ 
учее1й  состоять  въ  стревиеши  вносить  новня  7прощен1Я  во  вс^^ 
части  науки  о  протяженхи  и  новыя  средства  для  достижен1Я  одно- 
го, досих$  1|о({г'ещв  Ьеу^вЪсшМО)  ^^вщенЦ  в^^  геометриче- 
сквхъ  истннъ;  это  же  стремленхе  было  свойственно  и  анализу,  бо1> 
да  онъ  прилагался  къ  геометрхи.  Изъ  нашего  обзора  мы  завлю- 
чаекъ,  что  могущественные  нрхецы,  нраобрАт^нные  геометр1е1>  въ 
посл'Ьдн1я  тридцать  л-бть,  во  многяхъ  ОФЯошея1ЯХъ  могутъ  сравниться 
съ  аналитичеевшга  способамв  и  что  они  оч'НынЪ  могутъ  сопервичать 
съ  ними  въ  весьма  многочисленныхъ  вонросахъ  нашей  нар^ви. 

Эта  мысль  будетъ  повторена  '**ин  желали  бы  сказать  подтвер- 
ждена—^во  многихъ  м*Ьстахъ,  потомучто  ею  собственно  и  вызвано 
самое  сочинен1е  и  она  постоянно  руководила  насъ  при  долгнхъ 
изысканихъ,  который  были  необходимы  и  для  исторической  части^ 
и  для  прим^чашй,  и  для  двухъ  мемуаровъ. 

Но  чтобы  устранить  всякое  несправедливое  толкованхе  нашихъ 
намЬрен1Й  и  мн'Ьней  относительно  обояхъ  методовъ,  прису1цихъ 
математическимъ  иаукамъ;,  мы  сп^швмь  заявить,  что  наше  удив- 
лен1е  къ  современному  могуществу  аналйтиче^каго  способа  не 
им'Ьетъ  границъ  и  что  мы  не  во  вс^хъ  вопросахъ  ставимъ  на  ря- 
ду съ  нимъ  способъ  геометрическ1й.  Во  мы  убеждены,  что  при 
изысБан1и  математичесвихъ  истинъ  не  можетъ  быть  избытка  въ 
средствахъ  и8сл^дован1я;  веб  истины  могутъ  сд'Ьлаться  одинаково 
простыми  и  наглядными,  если  только  мы  Ьайдемъ  къ  нимъ  пря- 
мой, свойственный  имъ  и  естественный  путь;  вотъ  почему  мц 
-  сч11талй '  не  безполезннмъ^  насколько  намъ  это  позволяли  Наши 
слабый  средства,  показать,  что  прхемы  чистой  ге(шетр1И  очень  ча- 
сто и  во  мйожеств^  1вЮпросовъ  представляю11ь  именно  этотъ  про- 
стой и  естественный  путь,  проннкающ1й  въ  самую  сущность  истинъ, 
обнаруживающ1Й  таинственныя  связи,  соединяющ1Я  ихъ  между  со- 
бою, — путь,  ведущ1й^  къ  самому  ясному  и  полному  понимашю  ихъ. 


тарвАя  ЭПОХА 


ГЛАВА  ПЕРВАЯ. 

•  « 

ПЕЛВАЯ  9П0ХА. 

1.  Геомурш :  пол |чиа  начало  у  Халдеевъ  и  Ёгвихяяъ. 
Фшшшшнъ -Оамю  (6$9*548  до  Р.  Х.)  'Ьдвлъ  учиться  въ  Бги- 
петь  и,  соседившись  иомиъ  въ  Милет^,  оеврвалъ  1ошйсвую  школу ,  въ 
которой  образовалась    гречост    философы   и  началось    первое 
ризввпе  геометрш. 

Ппагаръ  Самоссий  (род.  580  ^оР.  X.),  учшикъ  валеса,  подоб- 
досцг,  сперва  отц^вялея  въ  Бгяаегь,  а  потомъ  въ  Ивд11>;  возвра- 
тнвшвсь  въИтал1ю,  онъосжюалъздЪсь  свою  школу,  которая  сделалась 
юразда  зиамонит^Ье  той,  изъ  которой  онъ  произошел»  сахъ.  Этому 
фиософу,   сделавшему   изъ   геометрги    часть  своей  философхи,  и 
его  ученикамъ  преимущественно  принадлежатъ  первый  открыт1я  въ 
геометр1и;   самыя  важныя  изъ  нихъ:  теор1Я  несоиемгьргшости  нЪ- 
шорыхъ  лвн1в,  напр.   д{агодали   квадрата   съ  его  стороною,  и 
теор1я  праеилимхь  шалв.  Вярочемъ  шфвие  уси'Ьхи  науки  о  нротя- 
жетн   состояли   только  изъ  н'Ьсколькихъ   нросгЬйшигь   предло- 
гея1й  о  прямой   ливш  и  кругЪ.    Между  ними  наибол'Ье   заме- 
чательны: теорема  о  кеадратгь   гипотенузы   прямоугольнаго   тре- 
уго1ьника  (за  открытхе  которой^  по  сказанхю   исторги,  или  басня, 
Пвеагоръ  принесъ  въ  жертву   1:екатамбу)  н  то  свойство  круга  и 
пара,  что  овн  изъ  вв!Ькъ  4ягуръ  одннавоваго  периметра  или  оди- 
наковой  новерхности  суть  паибольтя;  эта  последняя  теорема  со- 
держитъ  въ  себе  первый   зачатокъ    ученхя  объ  иэопериметрахъ. 
2.  Геометр1я  оставалась  въ  такомъ  ограниченпомъ  виде  до  осно- 
вавши Платоновой .  шволы^   которое  было   эпозсою   более  важцнхъ 
опрыпй. 

Шштси»  (430^847  д.  Р«  X.).  "Чтобы  изучить  математику,  Пла- 
ТОНЬ,  подобно  своимъ  предшественяикамъ,  отправился  сперва  въ 
епшетскимъ  жрецанъ,  а  потомъ  въ  Итал1Ю  къ  ппеагорейцамъ. 
Возвратившись  въ  Аеины ,  онъ  сталъ  во  главе  новой  школы  и  ввелъ 
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въгеометрш  аналитиче€кгйметод9^),кониче€К1я  аьчешл  и  учен1е 
о  геаметри^еекихъ  млстахш.  Эти  заи^Ьчательння  открнти  сд^Ьдали 
В8ъ  геометрш  вакъ  1(1  тьуп  науЕу  вь  ер$внен1И  съ  существовав- 
шей до  этвхъ  поръ  элементарной  геометрхей,  науку  высшую,  кото- 
рая учениками  Платона  навмша  бщялщитецендентшою  $еометр%еч. 

Съ  этого  времени  стали  прихагать  съ  замЪчательннмъ  искус- 
твомъ  учам  о  ге«мвтрнчееких<ь  «Ьсгакъ  >)  п  р%шен1ю  знамени* 
тиъ  вадачъ  9бъ  ч^йФоент  Ц/ба^  о  двцт  ^реёлштш  пропцщкталь^ 
яы(п  и  о  дллти  ций  та  три  раеныл  чштш. 

0брвая  в«ь  этихъ  вада^чъ,  иа»Ьстная  по  €1юей  трудносп  в  но 
своему  баснословному  происхожден1ю,  занимала  гевметрюъ  еще 
нреаце  этого  в|1екев|1. 

Пшяифаягъ  Х|0оев1й  (овто450  доР.Х.),  метаточво  извЬтввй 
квадратуро^^  своихь  л^штекп ,  прнеем  вадму  о  удвоений  шуба  къ 
нахожден1ю  двухъ  ервдяихъ   проморщональяшъ   между  сФоротю 


1)  Вьетъ,  въ  начале  своего  соч1нен1а  л^9адоде  *п  аг1ет  апа1уисет»,  даетъ 
сд1кдующев  объяснен^  анализа  и  сшнт.'еза^вполнФхаранеризующее  оба  эти 
метода  древтг:  «Въ  матеватвгк  существуеть  сиособъ  взсл^дованФ!  ветйвы, 
■аоб|И^1>ев1е  ютораго  вршиеывае^сш  Плагову;  Теоп  ваавалъ  его  авалшюнъ 
в  о«|9вД'1лвлг сд^1У1МЦВмъ  ебрааовп!:  мыр|а8снатрвваемъ  всвоиое,  ввкъ 
нзвФствое^  в  оер«х)одвмъ  отъ€д11детв1а  въ  сл^Ьдств1ю  до  тФхъ 
аоръ,  оова  не  убфдвмся  вълствн'Ь  всюмаго.  Синтезъхе  срстовтъ 
вг  тоиъ,  что,  всходя  отъ  ■звФстваго,  вы,  путемъ  отъ  сл'Ъдств1а 
жъ  сл'Ьдств1ю,  прнюдвнъ  къ  от1рыт1ю  всюваго.» 

^  М4|СТомъ  въ  геомвтр1в  вавивается  восл^оватвдъвоств  точекъ,  взъ  во- 
торыхъ  вахдая  р1шветъ  цмдловюввую  задачу,  ила  каядаа  ойдвдавтъ  ихвВет- 
вивъ  еноВствокъ,  ве  врввадлехавцнъ  ввсаюй  вочвФ»  ыщЛ  ввФ  ат«го  шЪ- 
ста.  Древв{е  оодраздФладв  геокотр1чес11я  «"кета  ва  разлнчвые  роды.  Овв  ва- 
зывалв  прямую  Л1в1ю  и  вругъ  плоскими  мФотава,  аотомучто  ихъ  пряно 
чертили  ва  алоскоств;  т<клвввыви  выстави  назывались  коиическ1а  сФче- 
в1я,  вотоиучто  ояв  оолучалвеъ  на  гЪя-Ь  (ковус1к);  наконецъ  двве иными 
и'1Ьстаии  назывались  вс1к  жрввыя  высшвхъ  норядювъ,  вакъ ковховды,  ввоооа - 
ди,спв|1алв  а  авадратрвксы.  М^отвок»  теоремою  ваая1валввш  тмив  тео- 
рема, въ  которой  дожазызадось,  что  дослФдовательв^сть  точевъ  цряной  влм 
крввой  лин1и  удовлетворяетъ  даивымъ  усдов1ямъ  вопроса,  в  н'1ст8ою  за- 
даче ю,— задача,  въ  которой  требовалось  вайтв  ооелфдоватедьвость  точегь, 
удовяетворяющнхъ  даввывъ  услов1явъ. 
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даннаго  куба  и  удвовввою  стерож»)  ейу;  по  вое*  вЪроетмстн, 
это  V  бшво  поводшъ  къ  обдей  задаче  ^  лшрл  е^хцшж^  и^т^»^ 
щмшмыыж%.  дт  поехкдняя  зада'«а  бвм  р'Ьшеиа  вееь«а  ра8ла<д- 
ншш  ввоообапг^  Еоторне  вей  дфдаккгъ  чжгь  реоме1!ра11ъ  древняпэ 
109а.  Первое  рДшепе  ирнваддбшвиъ  Имтту^  коФорнй  для  этого 
и8аб||Ьдъ  особой  снарядъ,  оос9оавш1й  ивъ  прямого  угла,  на  од<гой 
ещоА  вотраго  дввгалаеь  прямая,  оетава^сь  нараллел1»бою  другой 
стерев^:  бевсюрно  это  быль  первый  вримфръ  механаческаго  р^ше- 
Н1Я  пюметрнчеежой  задачв. 

■внвияъ,  учёвааъ  Платона,  полввовался  для  той  же*ц%лн  гео- 
метрическими  мл&тами:  двумя  аараббламв,  оси.  во1ч>рьт  взанм* 
но  вервендпулярва,  а  таввге  параболою  и  гиперболой  между 
асвмвтопога. 

Ещдаве%,  другой  ученввъ  и  другъ  Платона,  прилагалъ  друпя 
кривая,  нарочно  для  этой  Ц'Ьли  изобр^тенння  имъ;  въ  сожал^Ьн^ю, 
его  р4га1еи1е  не  дот  ю  до  насъ  н  мя  даже  не  знаемъ,  кав1я  это 
бвлн  кривая. 

1^шеще  знаменитаго  пнеагорейца  Архпаса,  Ч'^Н1Я'  воторато 
елувйиъ  Платонъ  въ  Итал!н,  было  чисто  умозрительное.  Оно  за-, 
мЪчательно  т^^мъ,  что  основывалось  на  употреблеши  кривой  двоя- 
каш  кршиаяы\  это  была  первая  кривая  такого  рода,  разсмотрфн- 
ная  геометрами*,  по  крайней  м%р^^  она  самая  древняя  изъ  изв'Ьст- 
ннхъ  намъ  >). 


*)  0б|мзовав1е  это!  жрявой  сл1кдующее:  «На  д1а11етр'Ь  освован1я  орямаго 
1Р7ГМГ0  цвлвмдра  вообраанмъ  себФ  описанный  подужругъ,  плосюсть  котора- 
го  верпевдвкулярна  яъ  олоскоств  освовав1я  цвлввдра;  будевъ  вращать  д1а- 
чегргъ  вкВсгб  сь  ошсаввывъ  на  вегь  аолукругоиг  ожоло  одвого  взъ  жовцовъ, 
оставляя  йлоежость  оолукруга  оо  прежтему  пврпевдвжулярвой  жъ  осн<>вав1ю; 
9тогы10лужругъ  во  всяжовъ  полоявв1и  будегь  пересекать  поверхность  цвлвв- 
4рв  въ  одяой  7<^чкЬ\  посл'1доеатеяьвос7ь  такихг  точежъ  в  образу^етъ  крввую 
1В0ЯВ0Й  врвввзвы,  о  воторой  вдеть  рфчь». 

Чтобы  рФшвть  авдачу  о  двусг  средввхъ  пропорц1оиальвыхъ,  Архнтасъ  не- 
ресЪпетъ  ату  врвву»  жруглымь  жовусонъ,  ось  вра1Цб1<1я  жотораго  есть  обра- 
зуянцвв  цялгадра»  проходящая  чсрезъ  неоодввявый  жовецъ  вращающегося 
а1анетрв:  точка  пербс^1чев1я  доставляетъ  вежовое  р^ев1е. 
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Четыре  првведеавыя  адЬеь  р&вешя  виаш  о  двухъ  ередянхъ 
пропорцювмьных'ь,  каю'мы  ваддшъ^  сущвствевно  роиитан  меж. 
ду  собою.  Та^же  задача  и  посд'Ь  того  въ  течен1е  многвхъ  вЪввшгь 
заввкаяа  геометровъ  в  вотоку  чведо  рАшев1й  ея  ввачвтелло  уве* 
лвчвдось.  ЁвтоцЦ,  катехатвкъ  шесшго  стол111я  ш>  Р.  X.,  къ 
своемъ  вокмевтарЕв  во^второй  вяшЛ  о  шар»  ицилындрл  Аряп» 
меда,  врвводвгь  рЪшев1я  Эратосеева,  Авол10В1я,  Нввомеда^  Ге- 
рова,  Фвдова,  Павоа,  ДЬыеса  в  Спора.  О  всЬхъ  атвхъ  матема- 
тввахъ  мы  уповявемъ  дал^е  въ  хровологвчесвомь  ворядв-Ь. 

3.  Превоскодные  методы,  увававвые  Платовомъ  в  учевявама 
его,  реввоство  разработывадвсьвхъ  досдЬдоватеддмв  в  быдв  вред- 
метомъ  мвогвхъ  вам'Ьчательвыхъ  €очввев1й,  въ  которнхъ  разввты 
былв  главв^кйш1Я  свойства  воввчесвнхъ  с^Ьчев1й,  этвхъ  звамевв- 
тыхъ  врввыхъ  ДВВ1Й,  воторымъ  2000  л'Ьтъ  свустя  првшлось 
играть  такую  важвую  роль  въ  вебесвой  мехаввв^,  когда  Кеолеръ 
узвалъ  въ  вихъ  вствввые  дутв,  оввсываемые  влаветамв  и  спут- 
ввками,  в  Ньютонъ  въ  вхъ  фовусахъ  отврылъ  средоточ1е  свлы, 
првводящей  въ  дважевхе  ъс^  тЬла  вселеввой. 

ВажвМшвмъ  взъ  тавихъ  сочинев1Й  было  сочввев1е  Арщотеж 
(около  450  до  Р.  X.),  которое  состояло  взъ  пятя  кввгъо  вовнче- 
сквхъ  с'Ьчев1яхъ  в  о  которомъ  древвЁе  отзываются  съ  веобык- 
вовеввою  похвалою.  Късожал^^в^ю  ово  ве  дошло  до  насъ,  также 
какъ  пять  книгъ  фо  тгьлеслыхг  мистахьъ  того  же  геометра  ^). 

4.  Къ  тому  же  почти  времен  относвтся  откритхе  кеадратрик- 
€Ы  Донострам.  Главвое  свойство  этой  кривой  даетъ  способъ  д^- 


*)  Пять  ка1гъ  ао  т'1&лесяыхъ  н^стахъ»,  о  воторыхъ  говор1Тъ 
Паапъ  ъъ  седьмой  каиг-Ь  его  аМатематическаго  Собрания»  (боИесиопев  та- 
1Ьета(1сае)  были  оо  этому  указав1ю  возставовлевы  Вив^авн  совершевво  въ 
духФ  древней  геометров  подъ  загдав1емъ:  Ве  1ош  8о1Ш$  весипАа  АЫплНо 
деоте1г1са  т  уи(1и1ие  ИЬго$  гщ/ипа  19трогит  апм^м  Аткш  лепЯдт  деоте- 
1гае  аис^оге  У(псепИо  Утап1  и  т.  д.  (ш  Го110,  Флоревц1Яу  1701  г.)  Еще  въ 
1659  году  Вавдани  воэставоввдъ  аятую  каагу  коваческихъ  сЬченШ  Ааоллон1я, 
которая  вм'Ьст'б  съ  в-ю  в  7'Ю  кнвганв  была  вайдева  Бореллв  въ  то  самое 
время»  когда  Ввв1апа  окавчввадъ  свой  трудъ;  до  этого  же  времевв  была  мзв^ст- 
вы  только  четыре  первыя  лвнги. 


11ВР8АЛ  дШЯСА  Т- 

дт  угогь  яа  оЬокод&м  частей,  прооорцхмальннхъ  даняимг 
хштщш%^  и  в4Ьро1П1Ю  ов^^  б&ла  кйбрЬтмл  д«я  р'Ьшенгя  возбуж* 
дошой  въ  Платоновой  школЪ  аадачв  о  д^лев1И  угла  на  фрн  рав- 
на часта.  Еелвба  эта  кривая  иогла  бнть  яостроева  гев«етри- 
яеехш,  то  ею  {И^алась  би  также  задача  о  ввадратур^Ь  круга; 
ве1Ъдств1в  9Т0Г0  она  и  йолучяла  отъ  древняхъ  свое  яазваяге — 
ввадратрикса.  Паппъ  яредлолагаетъ,  что  это  свойство  крявой  бы- 
ло открыто  Дяностратомъ,  братомъ  Менехма,  отчего  новое  гео* 
яетри  и  назвали  ее  квадратряксою  *  Дянос^ата.  Но  изъ  двухъ' 
м^кетъ  Прокла  ')  можно  кажется  заключить,  что  врявую  эту  от- 
вршгь  н  обяаружилъ  ея  свойства  Гипп1й,  геометръ  и  фялософъ, 
лявшМ  во  время  Платона  ^). 

б.  Къ  этой  же  первой  эпох'Ь  развятхя  геометр1Я  должно  отне- 
сп  Переея,  который  пр10брЪлъ  йзвгбстность  открыт1емъ  улытко^ 
свра^пыхъ  лингй  (Ц^пез  8р1Щие9).  Онъ  получалъ  эти  кривня,  пе- 
регЬкая  различными  плоскостями  кольцеобразную  поверхность  ((о- 
гш),  образуемую  вращенхемъ  круга  около  неподвижной  оси,  ле- 
жая^ей  въ  той  же  плоскости. 

Обь  этомъ  предмете  осталось  только  одно  указанхе  Прокла  въ 
его  комментар1И  Къ  первой  кнпг%  ЕвБ.1пда  ''),  гд*!  онъ  ясно  они- 
<;0ваетъ  образованхе  эгихъ  кривяхъ  на  кольцеобразной-  поверхно* 
сти  н  открытге  ихъ  прпписнваетъ  Персею.  Спустя  н-Ьсколько  строкъ 


^  Сяотр!  9'Ю  теорему  3*ей  квигн  я  яачало  4-й  кяигя  коз1хевтар1евъ 
Нроыа  къ  первой  квиг'6  Евклида. 

^)  Леотодъ,  матеяатвкъ  17-го  стол'Ьт1а,  хорошо  зпркоиый  съ  геомвтрЮю 
^ревввхЪу  издалъ  особое  сочнвев1е  объ  этой  кривой,  въ  которонъ  онъ  обва- 
р^и^аетъ  мвожество  любопытныхъ  ся  свойствъ,  оправдывающихъ  заглав!е 
этого  сочявев14:  Шег  (п  дио  тггаЬНе^  диа(1га1п'сг-9  СасиПаШ  юаНае  ехропип- 
(иг.  Авто|Гъ  сраввиваетъ  квадратряксу  съ  спиралью  Архимеда  и  съ  параболой, 
орклагаетъ  ее  въ  оаред11лее1ю  яевтровъ  тяжести,  открываетъ  ея  бе»ковеч* 
имя  и^твш  япр.  Ивавъ  Бервуллв  также. открылъв'Ьсколько  свойствъ  этой  кри- 
вой (С».  Тоиъ  \,  стр.  447  его  сочвпевШ  и  Томъ  И,  стр.  176  и  179  его  пере- 
«иска  съ  Лейбнвценъ]. 

'^)  Къ  четвертому  ооред'Ьлевт  Евклида.  Проклъ  говоритъ  объ  улиткообраз- 
«ИХЪ  днв1яхъ  еще  въ  комиевтарШ  къ  7-иу  опред1&лев{ю  и  въ  начал'Ь  своей 
4-й  жаягя»  гд^  ОНЪ  опять  называетъ ати  ляв1н— уляткообразвымн  Персея. 
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09ъ  пфцбавлш»,  что  Гемявъ  ташце  писааъ  «б^  ухятюо/^^тт^ 
в  1ГГ0  вамДчаше  очень  южно:  #но  докааива!»»,  что  Верфей 
асыъ  раньше  Гецина,  о  вотеремъ  на1ИЬо«нО|  ч!ю  01гь  сущео1м* 
вадъ  охмо  нрененд  Гшгаарха  въ  друхъ  первнжъ  спщДшяф  др; 
Р.  X.  Очеш  жаль,  что  сочнвеша  Персед  н  Геднна  не  дошш 
до  наеъ;  было  бы  ннтцюено  узнать  нжъ  гео11етричеекую  теерш 
удвтвообразннхъ,  потоиучто  это  кривнд  четверфапо  п^ч^увавщ  и»* 
сл&дован1е  которнхъ  въ  наотоядцее  вренд  требуетъ  упоч^ебдени 
уравнен1й  новерхноствй^^и  доводьно  труданхъ  вцчаеденМ- 

6.  Ввкхвд»  (286  г.  до  Р.Х.)*  Въ  лнц'Ь  Ев1мнда,  знелевитаге 
творца  элевентовъ  геоветр1и,  соединяется  Пдатонова'шкода,  въ  ве^ 
торой  онъ  подучилъ  свое  образовапхе,  съ  вновь  вовнв&шею  Аден* 
сандр1йскою  школой. 

ЕщедоЕвклнда  вногхе  греческ1е  геоветра  писали  объ  эдевев1ри1ъ 
геоветрдЕ.  Провлъ,  который  оставилъ  навъ  ивена  ихъ,  особенно  отлн^ 
чаетъ  сл^^дующихъ:  Гиппократа  Химгсваго;  Леона,  сочнвен1в  като* 
раго  было  полн'Ье  и  полезн'Ье  предцдущаго;  в€д1я  Магнез1Аскаго, 
завЪчательнаго  по  тову  порядку,  въ  которовъ  онъ  расподоавиль 
свое  сочпнен1е;  Гервотдва  БолоФОнскагО)  который  усовершеногао- 
валъ  отврыт1д  Евдокса  н  бетеоа  и  присоедннилъ  къ  элевентавъ 
вноги  собственный  изслЪдован1я.  Вскоре  послЪ  этого  явился  Ев- 
клидъ,  который,  по  словавъ  Прокла,  «собралъ  элевенты,  при- 
велъ  въ  надлея&апцй  порядокъ  вногое  открытое  Евдоксовъ^  до- 
полнилъ  начатое  ветесовъ  и  доказалъ  строго  вое,  что  до  него 
было  доказано  еще  неудовлетворительное»  ^). 

Евклидъ  ввелъ  въ  элевенты  геоветр1и  ветодъ,  изв^Ьстный  подъ 
назватевъ  геЛис^о  ай  аЫигйит  и  состоящ1й  въ  доказательств^^ 
что  всякое  предположеше,  несогласное  съ  доказываемой  теоревой^ 
ведетъ  къ  противор']^ч1ю:  этотъ  ветодъ  особенно  полезенъ  въ  та* 
кнхъ  изасвац1яхъ,  рд^Ь  вхеднтъ  пондт1е  о  безконечности  подъ  вв- 
донъ  несоиввйривнхъ  волнчествъ.  Архиведъ  въ  большннетв'Ь  сво- 
ихъ  сочинен1й  употреблялъ  этртъ  способъ  доказательства;  Апол* 
Л0Н1Й  пользовался  ивъ  съ  усп'Ьховъ  въ  4-й  книгЬ  о  коническихъ 
с^чев1яхъ;  новЪйшхе  геоветры  извлекли  изъ  него  также  вного  поль'* 

^)  Проин!  2*в  1я»га,  1-а  глава,  въ  вомневтарихъ  къ  первой  тт4  Вв1Л»да. 
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вн  п  тЬх%  мумАъ,  пкА  ша^Ш  не  вь  воемпЬ!  датьпрпаго  дф- 
кмоешетва»  мт#рое  «ш  доэмпь  яопну  др  ооввршевво*  ме* 
вцдосдя  я  впошЬ  змюмепорам»  требшашянь  жашето  ума. 

Элемента  Евклида  состоять  взъ  13  вшвгв,  шл  которйшъ  обнв«» 
ношшо  ]1рмоеу|вняшг0ь  д*Ь  кввгж  «  пая  я|яши&91П№  тЪлакь, 
пршвсивашня  Гвосвиу  Амкицхр1|евону,  вото]«1  ашлъ  160 
л%п  вевдяйе  Бввлив* 

«Можно  полупт  дсме  пшат  о  веежт  сочяишя,  предошвявъ 
себк  его  соепшенншсв  я»  чешрекь  чаетей.  Первая  яоск  ео<- 
етигь  Н8ъ  в  н^юнхъ  жнягъ;  она  въ  свою  отаревцгводрвзд&мегся 
на  три  отд&га,  ивенво:  дрямне  внводы  свойстжь  данных^  ф«^ 
17ръ,  зажлючашщеся  въ  внитахъ  1,  2,  8  и  4;  далАе  теория  отво- 
шегай  между  веаяшнами  вообще  въ  5  жвйЛ  в  намотцъ  врялоАе*- 
В1Я  этой  1ео1Ш1  въ  пяоеквмъ  фигурамъ.  Вторую  часть  состввля- 
ютъ  кннга  7,  8  и  9,  жотсфвмъ  нрисвоявается  назваахе  йры^мети* 
чшскихъ^  потомучто  въ  нихъ  говоргаш  объ  общвхъ  свойствахъ 
чвседъ.  Третья  часть  состоитъ  изъ  одной  10  вявти,  въ  которой 
авторъ  разсматриваетъ  въ  подробности  веаичннм  насоя!Ш'&|т1ыя . 
Навонецъ  въ  четвертой  части,  состоящей  изъ  5  посл^^дняхъ  книгъ, 
изучаются  поверхности  и  т^Ьла.  Изъ  етего  обиирнаго  учебника 
въ  наше  преоодаван1е  введенн  тольво  в  первнхъ,  11 -я  и  12*>а 
книги»  *). 

7.  Элементы  сд'Ьлали  имя  Евклида  знаменитьшъ,  хотя  это  — 
не  единственный  трудъ  его,  заслуживающ1й  удввлев1Я.  Велишй 
геометръ  расширвдъ  предали  науки  многими  другими  еочиненЕями^ 
который  доставили  бы  ему  не  меньшую  славу,  еслвбн  дошли  до  насъ. 
Для  насъ  сохранилось  только  одно  изъ  вихъ,  и  именно  наименее 
важное,  извЬстное  иодъназван1емъ8е86{муа(данныя,с1аи1).  Это  есть 
продоляБен1&  элементовъ,  назначавшееся  для  того,  чтобы  облегчить 
уиотреблен1е  и  прилоаБев1е  ихъ  къ  р^Ьшен1Н>  всЪхъ  вопросовъ .  вхо- 
длщпхъ  въ  область  теоиетрги.  Еввлидъ  называетъ  8д^Ьсь  даннымь 
все  то,  что,  на  основан1И  теоремъ,  заключащихся   въ  элементахъ, 


^  Зааметвуем»  этотг  очеркъ  эямеитешъ  Вамзда  ааъ  орааоехолеоя  аав-Ьтни 
Дааруа  аъ  ВЩгарЫе  ипп)епеИеФ 
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нвоосредсувевно  слйдусгь  шп  усдонй  задачн.  Имр«1Нчрг,  сведя 
прюодамъ  К8ъ  данной  точжн  прскую^  васа^пную  къ  даЕвму 
кругу.,  то  эха  оркмал  ееть  дйшшйщ  по  велтнгЬ  и  половб81о> 
(Теарема  91  въ  ОаШ  Бввлнда). 

Древв!е  в  средиев'1кошаге  геокетрн  во  веЬхъ  геохетричеешгь 
И8аскаи1ахъ  сеалажись  на  теореш  €даннымз^  также  вавъ  и  на 
теоремы  саюхентовъ»;  самъ  Ньютонъ  польз<ииися  въ  €^гтсгр4аъ 
этою  квягою  Бв&1яда,  также  какъ  в  сваввчеекахв  с^^ншми» 
Аволдонк.  Но  съ  того  вревевв  шдобвне  сд'Ьды  древноств  всчев* 
л  в  вэъ  сочвненШ  геометровъ  в  теверь  кввга  ядаымышъ  звавома 
раэвД  толБКо  гЬвъ,  кто  занвнается  встор1ею  ваукв.  *®) 

Изъ  вЪвоторыхъ  теоремъ  квигв  сдаввня»  легко  можво  вывесть 
Р'Ьшевю  ураввев1й  второй  етеиеви,  которое  у  древввхъ  въ  вер' 
вый  разъ  встречается  только  у  Д1офанта,  жввшаго  600  л^тъ  возд* 
в^Ье  Еввлвда.  ПрвхЪромъ  этому  можетъ  служвгь  сл^дуювци!  тео- 
рема: сЁс^в  дв^  врямыя,  вавлоневныя  подъданвнмъ  угломъ,за» 
ключаютъ  данвую  влоп^адь  в  еслв  дана  нхъ  сумма,  то  и  каасдая 
взъ  ввхъ  будетъ  дава  (взв^ства)»  *^). 

1®)  Въ  кпнНк  ("давныя»  Евклидъ  употребляетъ  одво  выражев1е,  которое  д16- 
лаетъ  веиовятнымя  его  умоваключев1яГи  самый  сныслъ  котораго  трудво  уяс- 
ввть  еебФ  нзъ  давваго  вмъ  опред1лея!а.  Такъ  какъ  это  аыравев1евстр'1ч8ет- 
ся  также  у  Аполлов1я  в  Паааа  в  употреблялось  даже  въ  сочввев1яхъ  орош 
лаго  стол'Ьт1я,  то  счвтаемъ  зд'Ьсь  ун'Ьствымъ  уаомявуть  о  вемъ.  Евклвдъ  со- 
ворвтъ,  что  едва  велвчвва  болЪе  другой  ва  даввую  отвосмтельво 
содержав1я  (по  отвошев1ю  къ  содержав1ю],  когда  одва  велвчвва  безъ  дав- 
вой  вн^етъ  къ  другой  вела чвв-Ь  даввое  от1ошев1е  (С04бржав1е).  Такъ,  еслв  с 

6ул»гъ-  даввая  веявчваа»  а  Н-  содержав!»,  то  велвчива  А  будетъ  бодФе  В  на 

.     ..  А— с 

даввую  с  отвосительво  содержав1я  к*»   когда  — к-  »»  (х. 

Евклвдъ  хотФлъ,  какъ  ввдво,  трехчлеввое  ураввевкс  предсгаввть  въ  ввд-Ь 
равенства  двухъ  члевовъ. 

11)  Эта  теорема  содержвтъ  въ  себ-б  р^шев1е  двухъ  ураввевМ  я)у»а^  н 
^4-^=»^,  взъ  которыхъ  врдмо  водучается  ураввев1е  второй  степеви  х^^Ьх 
-(-а^»0.  Р^шен1е  задача  у  Евклвда  даетъ  два  корвя  этого  квадратваго  урав- 
вев1я. 

Другая  теорема  (87-я)  р'Ьшаетъ  два  ураввев1я:  ху^а!^  н  д:*— Н-у^^вб*,  кото- 
рыхъ корни  нодучаютса  нзъ  ураввев1я  четвертой  етепевв,  арнводимаго  къ 
квадратвому. 
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Ъь  13*1  вмгЪ  мешнуов»,  т11»ш|^  преднетон»  впвснваше 
прамилнхъ  кногоупмыишошъ  и  ■ногогршшпмъ  шъ  вругъ  я 
шарь,  дахадямъ  ямЛ  ЪЛ  теорекк  сл^дуицее  абъябвев1е  яаа- 
дям  я  сянтею. 

сЧто  тое  авмяп  я  чта  ешвтепЪ 

сВъ  мяляяЪ  прянвмаекъ  требуеяое  аа  докаяяяяое  я  такяяъ 
вуттъ  доетягяемъ  др  яетяяи,  которую  жм9^^жь  обяаружять». 

сВь  сянте^Ь  яаияаекъ  съ  того,  что  уже  докаааво,  я  лорехо- 
дяяъ  8ъ  вяЕДючбяио,  ял  хъ  яо8вая1Ю  того,  что  яуявво  доваяа^ть». 

Нногк  (^Адующгя  за  отяяъ  яреддоага1я  нзсхАдовавы  я  до  ана- 
лятяческому  я  яо  еякгетячеекояу  методу. 

8.  Нгь  ведоямдшяхъ  до  яасъ  трудовъ  Евядяда  долашо  особен* 
в«  сояахЬть  объ  утрате:  четирехъ  каягъ  о  вояячесяяхъ  с^чен1яхъ, 
ТС01НЯ  которых^  была  ямъ  вначятедыю  развята,  нотояъ  четнрехъ 
вяеть  о  |гЬстахъ  на  яоверхностн  ^)  и  наконецъ  трехъ  хвягъ  о 
порвшахъ.  Изъ  предвсдошя  кь  7-й  кянгЬ  «Матекатячесааго  Со* 
бран1я:»  Паппа  вядно,  что  сочяябН1е  спорнзмы»  отличалось  глубя* 
вою  я  нрояяцательностш  и  улотреблялосЬ)  кавъ  аособ1е,  для  рЬ- 
шевхя  трудн'Ьйшцхъ  вадачъ.  {СЫ1есНо  агН(ш081шта  гагШагит  ге- 
тиш^  циае  9реШШ  аЛ  апа1у$т  (И^шИагит  е1  дтегЫшт  ргоЫе- 
тШит.)  38  лемнъ^  яредлоавенныхъ  этняъ  учеянмъ  коыяентато- 
роль  для  П0ЯСНЯЯ1Я  спорязяъ»,  дояазываютъ,  что  саорнзяы1>  Ев- 
кляда  заключали  въ  себЪ  таБ1д  свойства  лрялюй  лвн1в  я  круга, 
которня  въ  ноя^йшей  геометрии  доставляются  теор1ею  трансвер- 
еалей. 

Паипъ  и  Ироклъ  суть  единственные  геоиетри  древности,  упоми-* 
вавш1е  о  поризмахъ;  но  уже  во  времена  перваго  нзъ  нихъ  зна- 
чен1е  слова  1гор19[ха  изменилось  и  объяснен1я  какъ  Паппа^  такъ  п 
Проиа,  объ  этояъ  предмегЬ  тавъ  неясны,  что  для  ученыхъ  но- 
ваго  времени  было  трудною  задачею  понять,  въ  чемъ  заключалось 
различ1е,  которое  древн1е  установили  между  теоремою  и  пробле- 
мою съ  одной  стороны  и  третьияъ  видомъ  предложешй,  называв- 

^  Н  Првя'Ъчав^а  Ц  аредлагаевъ  и-бсколью  соображеШй  объ  9тонъ  Бвкля- 
ловоаъ  еочавв111,  мз<^тавовлев1е  ютораге  до  сихъ  иоръ  .псЬмъ  не  бы^и 
оредпрввато. 
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шшсес  паршвштя^  п  друоой;  в  въ  уоибашюсю  ^уд«о  йшЛо  у^ 
нать,  490  таюе  <вм  ямрноо  юрязш!  Еплица. 

Шшпъираводат^  «рядца^ь  цро^дяшвешй,  опооящшжея  вь  пф* 
рвзмаиъ,  но  они  изложены  такъ  кратко  и  отъ  ветхо^кн  рувописа 
и  утраты  чертежа  сделались  насткшка  яеяолнш^  что  зианенв- 
тый  Гаыей,  во«ерЫ1в  безспорно  шяЛзвь  доетажяшо!  опвтяости  въ 
д-Ьл^^  древвей  тем&ирт^  првзиается  ^'),  «то  въ  этв»»11р«повев]ахь 
онъ  ввогбго  не  воввваетъ  и  тао  вв  одво  шал  шяпвь  не  было  ев|е 
во8ставовд№о  до  оредвны  воол^кдввго  сФолйгад,  хота  луя1Ш1е  г«(н 
негры  восвявсалв  ^(Ж1И  азсл^Ьдоваахв  этову  вредвету  (си4Прш1.  Ш>. 

Р.  Сивсону  принадлежитъ  честь  разъяовеииг  вав«  вногихъ  ваъ 
этихъ  загад^чныхъ  теоревъ,  тавъ  и  той  особой  форкв^  которая 
была  свойетвевив  тмьво  этову  роду  предложевгй.  Объдсвев1в 
порязвъ,  предложенное  зтивъ  ге(якпром'&,  сл^Ьдувщее:  <По^ 
ризма  есть  иредложев1е,  ю>  которовъ  выскавывается,  что  н^ко- 
торыя  геоветрвчесюя  велнчвны  ногутъ  быть  опред-Ьлены  в  дМ^ 
стввтельно  опред^яютоя,  если  даны  В1ъ  еоотвов]ев1Я  еь  велвчв- 
навя  постоянвыви  в  изв'Ьстнывв,  а  также  съ  тавввв  велвчвнави, 
который  могутъ  быть  извЪняевы  до  безвонечноств;  9тв  посл%дв1я 
величины  связываются  сверкъ  того  однввь  или  н^сволькиви  уело- 
В1ЯВЯ)  опред1^яющиви  завовъ  ихъ  ввв'Ьняшости ^^ ,  Наорив^Ьръ,  еелв 
даны  дв^  вехюдвижныя  оси,  на  которня  изъ  каявдой  точки  н^^во* 
торой  прямой  опусвсются  перяевдикуляры  р  и  ^у  го  всегда  вожво 
найти  такую  величину  (длину)  а  и  такое  отношбв1е  ац  чтобы  веж* 
ду  двувя  перпендикулярави  существовало  постоянное  соотношевае 

^^=  а.  (По  способу  древнихъ  это  предложете  будетъ  выражено 

такъ:  первый  перпендивуляръ  будетъ  бол^^е  втораго  на  величину 
данную  относительно  содержан1я}.  , 

Зд'Ьсь  данныя  постолнныя  величины — дв%  оси;  извиняемый  ве-- 
личины — перпендикуляры  р  п  д\  законъ,  которому  подчиняются 
перем^нныя  величины —  услов1е,  что  точка,  изъ  которой  опуска** 


1')  ЗавгЬтка  Галлея  къ  тексту  Пияоа  о  оорязиахъ»  оовторенваа  В1^г1  съ 
оредвсло»{еиъ  к%7-й  шкшг^  НатенатвчесжагоСобрави  гъ  шачал1Ь  еочвявв1я  о 
«(1е  яесИопе  гаишз»  Авол^ов^а,  1В  1-1о»  1706. 
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пгся  аш  В€р11снд»>удуя,  1бврвкв4  всакха  аа  мвшй  др— ■!)  на- 
аонець  тттшл  <ук  «дама  о  к  4ЛЛершшшА  оц*  аомщ!»  жосорвкъ 
нежд7  ностоляяншн  в  «аЛквающмпеа  валачпйшга  уетшалиавт- 
ся  иредвнеавяюе  соотношеви. 

Иаъ  этого  при1гЬра  «ино,  въ  чемь  вашпэшег^х  сущность  по* 
упкъу  пкь  вошиа  ее  Р.  Синевв^  во8В1НШв  МФораго  вробще 
ярпваепя  еЕцршцмюих».  Ввроиеж^  «д^Ьдут  ванДгать,  «го 
не  всЬ  поне1ф«  ечшмотъ  «гр  вопрЬн1в  Саноона  ветня- 
ншга  вцражопагь  иден  Бва^|нда.  Хото  ми,  дпшц  в  равдЬхяемъ 
виЪше  вианенитаго  рдавговсввго  профвееора,  одвнво  должни  ею- 
аать,.  что  въ  его  сочинен1и  ны  не  нашли  полнаго  рая|гЬшени  ве- 
лнжой  вагадвн  аорнзнъ*  Это  задача  въ  д^вствотельностн  весьма 
сложная  н  для  вс№п  чартей  ея  желательно  ши^п  рЬашпя,  1Со- 
торнхъ  жн  напраеяо  нсвалн  бн  п  труд^к  Саноона.  Оетаетея  еще 
рац^шнть  сл^Цужщхе  воороси. 

1)  Кавова  была  форма  выражек1Я  по|«в1гь? 

2)  Каковы  были  0редложен1я,  заключавш1яся  вообще  въ  этонъ 
сопнен1Я  Бвялнда  н  въ  оеобенноетн  гЬ  наъ  ншсъ,  огоовн1!ельно 
■оторнзФ  ПаппЪ'  оставвлъ  нанъ  весьма  неоопыя  уваванхя? 

3)  Еав1я  нам%рев1я  и  фнлософсж1Я  сообракетя  ваставяли  Бв- 
хлида  изложить  это  сочяненхе  въ  такой  необывноввнной  форм)? 

4)  Почему  это  соч1(нен1в  заслужавало  того  оообеннаго  предпо- 
чтевхя,  которое  дат  ему  Папяъ  передъ  всЬмн  другимя  трудамн 
дреВ1й1хъ?  Въ  однонъ  только  споооМ  выражен1Я  теорема  конечно 
не  заключается  еще  ни  заслуга,  ни  яояьзы. 

б)  Кв|1е  въ  ваше  время  метода  я  операщи^  котя  и  въ  иной 
форм^к,  ближе  всего  подходить  къ  иорвз^Iанъ  Евклида  н  что  за- 
м1нвло  яхъ  въ  рЪшвнШ  вадачгь)  Нельзя  же  вредпоюжпъ,  чвобн 
1гакое  нревраеиое  и  плодотворное  учен1е[|моглх)  беэъ  сл^Ьда  исчезнуть 
въ  ваук'Ь. 

в)  Накооецъ  было^  бы  меобкоднмо  дать  удовлепорнтельное  разъ- 
ясвевйе  огд'Ьльмихъ  м^сгь  у  Цаппа  объ  этихъ  аорнзмахъ, ««-напри- 
м&ръ  того  мЪста,  гд'Ь  онъ  годорять^  что  новые  гарметры  измени- 
ли 8цачев1в  слова  ооризма,  вотомучто  сани  собою  не  могди  все- 
го найти,  или,  такъ  (жвзать,  порнвмвровать.  >Еелиби  поривмы  оо^* 
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личалеь  тчиько  споосКкясь  внражешя,  важь  это,  каитоя,  далжко 
мкдючить  иаъ  возар'Ьни  Р^  Сшоова,  тс  во  всякое  црмя  бвм  йи 
лоЕво  поршпсировиь  веЪ  првХ1<ашн1Я,  еяасвбння  кь  этску;  ■  ми 
не  видимъ,  въ  чемъ  могли  заключаться  трудноств,  врвнуднввпя 
Еовядсь  теометрошь  явм^^ять  вначевде  сюва. 

Кока  мм  ограничимся  евававнымъ  вд-Ьсь  о  порвзшшь;  но  тавъ 
макь  этгь  дредметъ  ямФегь,  кажется^  особенвое  знавете  по  от- 
ш>шен1ю  жо  ва»нМ|11ммъ  теорЬмъ  совремепоой  геомвтр1в,  то  мы 
номЪщаемъ  въ  Првм^Ьчая1в  П1  вррдоикенЁе  этого  параграфа  и 
преддагаемъ  тамъ  нФсволько  новшпь  соображевШ  объ  этомъ  важ-^ 
номъ  вопроеб. 

9.  ВсБорЬ  посл'Ь  Евклида  являются  два^  человека,  одаревные 
необмввовенною  умствевною  силою, — Лрхимедъ  и  Аполлоне;  имв 
обозначается  самая  блистательная  эпоха  древвей  геометрии  Мво- 
гочисленння  отврнт1я  нхъ  во  всЬхъ  отд'Ьлахъ  математичесваго 
знан1я  положили  основавЦ  мв»гвмъ  изъ  самыхъ  важннхь  совре- 
мевныхъ  теори. 

Аржмкаяь  (287-212  до  Р.  X.).  Квадратура  параболы,  выведен- 
нал  Архимедомъ  двумя  различными  способами,  была  первымъ  при- 
м^ромъ  точнаго  опредкленья  площади^  заключающейся  между 
прямою  и  >р|вою  лш11ей. 

ВсЬмъ  хорошо  известно,  что  Архимеду  Ьрииаддежатъ  сл'Ьдую- 
Щ1я  открнт1я:  изсд^довавае  спиралей,  отвошев1Я  ихт»  плфщади  въ 
площади  круга,  споообъ  проведить  къ  яимъ  васатльвыя;  оаре^^- 
лен1е  центра  тяжести  параболвчесваго  сектора;  внражов1е  объема 
отрЪзковъ  сфероида,  параболвческаго  и  гинерболичесваго  конои- 
довъ  '^);  соотношеше  между  шаромъ  и  овясавнымъ  1ш:1иддром%; 
отношен1е  окружности  къ  дгаметру  и  мног1я  друг1я«  Эти  открытЕя 
навсегда  останутся  удивятельяыми  по  н^»взн^  н  трудности,  воте« 
рмя  они  представляли  въ  свое  время,  и  потому,  что  въ  нихъ  ле- 
жать зачатки  большей  части  дальяййвгахъ  о^ткрыпй»  прюмуще- 
ствевво  въ  тЪхъ  отд^Ьлахъ  геометрЕи,   которые  касаются  язм'Ьре* 

<*)  Архамедъ  зазываег'ь  сФеро1дава  т1кла,  провс1одящЬ|  отг  обраще- 
в1я  элливса  ожоло  большой  влв  налой  осв,  а  ковоядами— г1ла,  обраауо- 
иыа  «|М1Щвв1ев'ь  около  оса  аараболн  ■  гвдербмм* 
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нп  хрввн»  лшй  в  цоверхностей  и  требую»  {щзехатрФии  без- 
ховечннхъ  вешчивъ. 

И8вешг]в  отношенш  оцруаюоотн  «ф  Д1аметру  бшо  п^шмъ 
пршАрош  р^^шшш  аахачв  по  приближешю;  этотъ  епособъ  р%- 
шен1Я  съ  уео^хонъ  в  шмьаою  щррлатется  в^рьиа  чаого  какъ  въ 
ахгебранчесввхъ  внчв€дев1В1сЪ|»'гавъ  в  въ  геомефвческвхъпострфе- 

10.  С1юсобЪ|  который  Архяведъ  уаотребдядъ  для  довазатель- 
ства  всЪхъ  эФвдъ  вовыхъ  в  трудныхъ  вс7внъ,  по  сущносггв  свовй 
быть  споеобш  иетощетя  {тМеЛе  ё'^^^ашШт).  Овъ  сортоялъ  въ 
томъ,  что  исвомад  веднчвна, .  напр .  врнцал  лвн1Л,  раасматрвваиась 
кавъ  вред'Ьлъ,  въ  которому  црвбдвжакигся  вписанные  в  описавцые 
ивогоугояБВнкв-по  м'ЬрЬ  пос^твпеннаго  удвоен1я  сторонъ,  такъ  что 
развость  становится  вевЪе  всякой  данной  велвчины.  При  этомъ  мы 
кавъ.  бн  истоще^мъ  разность,  откуда  ваято  и  назван1е  способа  ясто- 
щен1я.  Такое  постепенное  приби18ен1е.  многоугольника  къ  кривой 
доставляетъ  намъ  о. ней  все.бол1Ье  и  болЪе  лете  вредставленю 
в,  ври  помощв  закова  непрерывности,  мы  отврываемъ  ея  вскомое 
свойство.  Въ  за&дючете,  прилагая  мртодъ  гейиЫюаЛ  аЫигфиту 
мы  довазываемъ  строго  справедливость  найденнаго  результата. 

Часто  говорятъ,  что  древн1е  разсматривали  кри^ыя  лин1И,  какъ 
многоугольники  съ  безконечио  большимъ  чвсдомъ  сторонъ.  Но  такого 
воложешд  мы  нвгдЪ  не  встрЪчаемъ  въ  ихъ  сочинен1яхъ  и  оно  было 
бы  въ  совершенцомъ  нротиворЪч1в  съ  строгостхю  нхъ  доказа- 
тельствъ:  оно  введено  новЪйшими  математиками  в,  благодаря  ему, 
значительно  упростились  доказательства  древнихъ.  Эта  счастливая 
мысль  составляетъ  уже  переходъ  отъ  метода  истоп^ея1я  къ  исчис- 
ленш  безхонечныхъ* 

Утв^^йвдаютъ  тмжО)  что  методы  Архимеда  запутаны  и  мало  по- 
нятны, основываяс]^  въ  этомъ  случае  на  показанхи  Бульо  (ВопШацё) 
дово1кьно  искуснаго.  геометра  Х.У11  стол1^т1д,  который  го- 
ворить, что  онъ  не  могъ  хорошенько  понять  доказшгельствъ 
въ  кнаг{1  Архвмеда  о  спираляхъ.  Но  это  мн'Ьнге  противоположно 
мн^^шю  самихъ  древнихъ,  которые,  благодаря  удивительному  поряд- 
ку и  ясности,  введеннымъ  Евклидом?!  въ  геомотр1Ю,  должны  были 
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^ить^мшп»  вйрвшш  ауАЬям  въ  мгмь  х&А;  иояобшЛ^  прпго- 
Еоръ  опровергаете^  также  и  нЕ^Ьшами  новыгв  гвмвтровъ!  двоп- 
96ЗД0  увввать  ви  с$«ден1л  Р1и)ЕШШ  9  Машорвна,  Еоворав  двста- 
94^чЁо  вву^алв  твор№!«  Арпмеха.  сДМсгоигагаве  думауирц  по- 
бор^ Мшдо^^яЪ)  чФв  для  мшшмедмгва  главвгых^  преддояе- 
Шй  ирявно  бпвавтъ  маого  орвгоювгаиьяшЕЪ  тсорвмъ,  отчегв  ме- 
тодъ  его  (Архимеда)  кажется  тяжел ымъ.  Но  чвсло  перехонвишъ 
предлбЯБев1й  не  с<к»!яшию№  еще  ваькваго  мдосуатса:  лмшь  йи  мы 
боли  тб%жде&11,  что^  вм  !11ер|^охн  вдобходаис*  Д^  тишпго  в  свяв- 
баго   довава1№льотва».  {А  ЛгеиЛ'^е  о(  ^кшр'йм.  Введев1е.) 

Пеирарф(Р.  РеугвЫ),  вооюрш!  нбъ  всН^у^  учввйхъ  иапеоо  ч^- 
меяи  нвучил!»  яаибол^ю  освовательиимъ  0бр9мыъ  и  во  вв§хъ  под- 
робшхетяхъ  творен!я  чепф№Ь  ^великиx%  геомс^Ьъ  древ№г№:  Евк- 
лида, Архвкеда,  Аполлои1я  й  Папаа,  который  пере#ех%  и  объяс- 
ним яхъ,  говорить  врявю:  сАрхннеД*ь  въ  дМствитель&оети  тру- 
деиъ  только  для  1^хъ,  кто  не  освоился  еъ  «етодами  древвихъ;  для 
тЪхъ  же,  кто  шгу%алъ  эти  методы, онъ  ваоротивъ  яоенъ  я  легко  яова- 
мается:»  "}. 

11.  А]Iо^и^он^й  (около  24Т  до  Р.  X.).  Ааоллоя{й  нанисалъ  еочи- 
непе  въ  6  книгахъ  о  конических^  с§чен1яхъ»  Въ  иервнхъ  четы- 
рехъ  книгахъ  содершшось,  мФствиё  въ  бол^е  развитой'  и  обобщен- 
ной форжЪ,  все  то,  что  было  прежде  наяиеаяо  об^  втомъ  предмет^^ 
н  что  въ  то  время  навы^залось  элементами  кбначескихь  еНчепгй; 
четыре  поел'Ьдн1я  кнвги  заключали  въ  себЪ  собственная  от1крыт{я 
ВТОГО  веяйкаго  геометра. 

Аиоллон1й  иервый  равсматривалъ  койичесия  сб^еиЕЯ  на  косомъ 
конусе  съ  круглымъ  основая1емъ:  до  него  для  этой  цЪли  ]гпотреб- 
ляли  всегда  прямой  конусъ  вращенЫ  и  притояъ  всегда  б^али 
секущую  плоскость  перпендикулярную  къ  обравуАощеЙ;  всх6хств1е 
этого  было  нбобходимо  для  получен{я  трехъ  родовъ  коняческяхъ 
с^енМ  рассматривать  три  конуса  съ  равличн^мн  углами  при  вер- 
шин^Ь.  Поэтому  и  самая  кривая  носили  назвашя  аьчепШ  (и:трО' 
уголЬнаи)^  тупоугольною  и  прнмоуихльпгт  конуса;  назваЁ1я  эллипег, 


К)  1Гре/№слв»1е  п  веремду  сочиаевШ  Архшвда. 
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гирпе^ла  и  парабола  даны   имъ  въ  первнй    равъ   въ  сочинен! и 
Апомотя  '*). 

Почти  весь  этотъ  ученый  трудъ  основывается  на  одномъ  свой- 
стве коническихъ  сЬчен1й,  вытекающемъ  непосредственно  пзъ 
свойствъ  того  конуса,  на  воторонъ  образуются  эти  кривыя.  Въ 
новМшихъ  сочинен1яхъ  это  свойство  большею  част1Ю  вовсе  не 
уаавивается,  но  оно  заслуживаетъ  большаго  вннман1я,  и  мы  зд^Ьсь 
упомянемъ  о  неиъ,  такъ  какь  оно  есть  в.тюч'^  но  всему  уче- 
шю  древнихъ  и  совершенно  необходимо  для  понинан1Я  ихъ  ео* 
чняен1й. 

Вообравимъ  себ'Ь  косой  конусъ   съ  круглымъ  основашемъ;  нро- 
мдемъ  прямую  лишюотъ  вершины  въ  центра  основашя;  эта  пря- 
мая называется  осью  конуса.  Плоскость,    проведенная  черезъ  ось 
в^^оевдикулярно    къ   основан1Ю,   перес^Ькаетъ    конусъ    по  двумъ 
обрвэуюн^имъ,  а  кругъ  основан1я  по  дгаметру;  треу1Ч>льникъ,  им%ю- 
щй  сторонами  д1аметръ  основан1я  и  дв!»  вышесказанный  образую 
аря,  ш9Лив&&1СЛоеевымъ  треугольникомъ.  Д1я  образован1Я  кониче- 
сшягъ  с1Ьчен1й  Аполлон1й  беретъ  плоскости,  перпендикулярный  къ 
влоскостн  осеваго  треугольника.  Точки,  въ  которыхъ  с^Ькущая  нло- 
скость  ветр'Ьчаетъ  боковыя    стороны   треугольника,  суть  вершины 
кривой,  а  прямая,   соединяющая  эти  точки, — бгамешрь.*  Аполло- 
шй  называетъ  этотъ  Д1аметръ   Ши^  Ргагш>ег8иш.    Возставимъ  въ 
одной  мзъ  вершинъ  кривой  перпендикуляръ  къ  плоскости  осеваго 
треугольника;  на  этомъ  пероендикуляр'Ь  можно  опред^^ить  такую 
точку  (навти  такую  длину  перпендикуляра),  что   если  соедини мъ 
вв  съ   другою  вершиною    и   возставимъ    изъ  какой-нибудь  точки 
дшнетра  кривой   перпендикулярную  ординату,  то  квадратъ    этой 
орднматн,  считаемой  отъ  Д1аметра  до  кривой,  будетъ  равенъ  пря- 
моугоыьннкуу    составленному    изъ  отрезка  ординаты  между  дхаме- 
троуь   и  упомянутой   прямой  и  изъ    той  части  Д1аметра,  которая 
закоочаетсд  между   первА)   вершиною,  и  основан1емъ  ординаты. 


**)  Ворочеиъ  дм  слова,  парабола  ■  эдлвпсъ»  взаФствы  уже  была  Архаве- 
ду.  Первое  встрФчаетса  аъ  ваглав1в  одного  взъ  еге  сочвиев1Я  (о  жвадратур'Ь 
вараболм),  ао  ва  разу  не  увотреблветса  въ  самомъ  тввет'а;  второе  употреб- 
лено въ  аервый  рааъ  въ  9  предлохеа1в  вввга   о  коаовдахъ  в  о«еровдахъ. 

V^  Отд.  п.  1 
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Въ  дтомъ  и  состоитъ  первоначальное  н  характеристическое  ево1* 
ство  ко1!Ическихъ  сЬченхй,  открытое  Аполлошеиъ,  изъ  котораго 
онъ  чрезвычайно  искусннмв  путями  и  преобразован1Я]1И  вывежъ 
почти  всЬ  друпя  свойства.  Оно  нм'Ьло,  какъ  ни  видимъ.  въ  его 
рукахъ  оочтя  то  же  зйаченке,  какъ  уравнен1е  второй  степени  съ 
двумя  перем'Ьвными  въ  системе  аналитической  геометр1и  Де|и1рта. 

Изъ  сказаннаго  видно,  что  д1аметръ  и  пераендикуляръ  данной 
дЛ1^ы.  вовстано&юнный  въ  конц'Ь  его,  достаточны  для  построен 
ни  кривой.  На  втихъ  двухъ  элементахъ  древнхе  н  основывали 
бвою  теор1Ю  коняческихъ  С']^чен1й.  Перпендикуляръ,  о  воторомъ 
зд'Ьсь  йдетъ  рФчь,  назывался  1а1ш  егесШт^  ученые  новаго  вре- 
мени долгое  время  унотребляли  изм'Ьненное  назваше  Ши$гееЫт, 
пока'наконецъ  оно  не  заменилось  словомъ  параметръ^  которое 
удержалось  до  сихъ  поръ.  Для  опред^ленЕя  длины  Шиз  гее/иш 
Аполлон1й'  и  носл'Ьдующ1е  за  нимъ  геометры  иредлагали  различ- 
ння  построен1Я  на  самомъ  конусе,  но,  кажется,  ни  одно  изъ  нвхъ 
не  може1*ь  сравниться  съ  простымъ  и  красивымъ  иостроенаем» 
Якова  Бернудли.  Онъ  говоритъ:  сПроведемъ  плоскость  параллель- 
ную осяован1Ю  конуса  на  такомъ  же  ра8Стоян1и  отъ  вершины,  на 
какшъ  находитсн  отъ  нея  плоскость  разснатриваемаго  коничеека* 
го  сЬчен1я;  эта  плоскость  пересЬчетъ  конусъ  по  кругу,  Д1аметръ 
котораго  и  будетъ  1аШ  гееЫт  ноническаго  с'Ьчешя>  *^) 

Отсюда  выводится  безъ  труда  способъ  помещать  данное  кони^ 
веское  с'Ьчеи1е  на  данномъ  копусЬ. 

12.  Въ  сочинец1и  Аиоллон1д.  нзсл'Ьдованн  самая  замЪчательнпм 
свойства  коническихъ  сЬченЦ.  Укажемъ  ад-Ьсь  на  сл^М;ук>Щ1я: 
С1юйства  аснмптотъ,  занимающ1я  большую  часть  второй  кнмгв; 
постоянное  отношенге  цроизведен1й  отр'Ьзвовъ,  получаемнхъ  отъ 
перес'Ьчен1а  коническаго  с1чен1я  двумя  прямыми  параллельаанн 
двумъ  главнынъ  осямъ  и  проходящими  чрезъ  одну  н  ту  я№  точку 
(теоремы  16-^-23  въ  3-й  книг1);  главнАя  свойства  фокусовъ  эллип- 
са и  гиперболы,  которые  называются  у  Аполлошя  точками  прило- 


*7)  I^^^Vшп   1кеогвта  рго  (1ос1Нпа  ёвсИопит  еоЫеагит  [Ас1й  БгчЛ.  апп. 
1вН9»  етр .  Мб). 
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Ж€тл  (Въ  той  же  книг^Ь  теореин  45 — 52)  ^^)\  лв'Ь  преврасныя 
теоремы  о  еоаряженяыхъ  Д1аметрахъ  (7-я  книга,  теоремы  12  й 
22,  30  и  31). 

Ни  должны  еще  указать  на  сд'Ьдующтю  теорему,  1и>торая  йго* 
дучпа  особенную  важность  въ  новой  геометрги,  -потом;  что  она 
поелужила  основннмъ  положен1емъ  теор1и  взаимныхъ  поляръ  и 
■8Ъ  нея  же  Де-Лагиръ  извлекъ  основан1е  для  своей  теор1И  конй* 
чеекяхъ  с'ЬчеН1й  сЕсли  черезъ  точку  перес'Ьчен1я  двухъ  касатель- 
выхъ  Боняческаго  с^Ьчен1я  проведемъ  секущую,  встр'йчающув  ся 
съ  кривою  въ  двухъ  точкахъ,  и  съ  лия1ею,  соедвняющею  точки 
арякосновен1я»  въ  третьей  точк'Ь,  то  эта  третья  точка  съ  точкой 
пересЬчешя  касательныхъ  будутъ  соотв'Ьтственныя  гармоническ1Л 
отяосительно  первыхъ  двухъ  точекъ»  (кн.  В,  теор.   37). 

Первыя  23  предложен1я  4-й  книги  относятся  къ  гармонйчеексь 
му  Д'клешю  прямой,  проведенной  въ  плоскости  коничесваго  с^Ьче- 
В1Я,  и  яо  боАшей  частя  суть  частные  случая  вышеприведенной 
теоремы.  Въ  слЬдующихъ  за  т^Ьмъ  предлбжен1яхъ  Аполлоя1й  раз* 
ематрнваеть  систему  двухъ  воничесияхъ  сЪчбЯ1й  и  довазываетъ, 
что  они  могутъ  пересеваться  не  бол^^,  вавъ  въ  4  точвахъ.  Ояъ 
явегкдуетъ,  что  должно  происходить,  когда  кояическ1Я  е11ЧеН]Я 
касаются  другъ  друга  въ  одной  или^^вухъ  точкахъ,  и  равсматри*^ 
ваетъ  раа1ичныя  другая  относительный  положея1я  их1>  между  собою. 

Пмтая  книга  есть  самый  драго1(Ьнный    памятнйкъ    Апол^^он^ека 

гепя.  Зд'Ьеь  въ  первый  равъ  встр^чаемъ  мы  изсл'Ьдовап1я  о  паи- 

болмшхь  я  наименьшпхг.  Зд'Ьсь   опять  находииъ    мы    все,  чему 

научаютъ  насъ  объ  этомъ  предмете  современные  аналитичесв1в  спо- 

ообы.  я  вм^стА  еь  т^Ьмъ  усматриваемъ  первые  сл'Ьды  прекрасной 

теорш  разеертокг.  Аполлонхй  доказываегь  именно,  что'  Лд  кажду1б 

сторону  оси  коническаго  с^ченгя  находится  последовательность  то» 

чекъ,  взъ  Боторыхъ  можно  къ  вротиволежацей  части  кривой  про- 

ве«ти  только  одну  норжаль;  ояъ  даегь  построен1е  этихъ  точем  # 

заж^чаетъ,  что  непрерывнымъ  рядомъ  ихъ  отд-Кл^ются  Другъ   от'С 

друга  два  пространства,   шЛющш  то  замечательное  различхе,  что 


Щ  См.  ПрияФч.  IV. 
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К8Ъ  точекъ  одного  можно  провеет»  &ъ  противолежащей  дугЪ  кря* 
вой  дв-Ь  нормали,  а  изъ  точевъ .  другаго— ни  одной.  Въ  зтомъ  мы 
узнаемъ  полное  опред'Ьленге  центроеъ  кривизны  и  рааеерткн 
коническаго  сЪчен1я.  Точки  коническаго  (гЬчен1а,  чрезъ  которая 
проходить  нормали,  проводимый  ивъ  данной  точки,  АполлонМ 
строить  при  прмощи  гиперболы,  опред'Ьляя  при  втомь  ея  аюмен- 
ты.  ВсЬ  эти  изыскан1я  отличаются  удивительною  проницательно- 
СТ1Ю.  Велишй  трудь  Аполлов1Я  пр1обр'&]ъ  ему,  по  свидетельству 
Гемвна,  прозван1е  геометра  по  преимуществу  (хат*  в(охт)у)* 

До  насъ  дошли  только  семь  первихь  книгь  этого  сочянешя: 
первыя  четыре  на  язык'Ь  подлинника,  а  остальная  три  вь  араб- 
скомь  перевод^Ь.  Галлей  сд^лалъ  опыть  возстановлеахя  восьмой 
книги  вь  превосходномь  и  единственномь  полномъ  изданхи  кон^ 
ческитъ  аьчеиШ  Аполлонгя  **). 

■ 

13.  Аполл()&1й  оставнль  посл^  себя  еще  мног1я  друг1я  сочине- 
Н1я,  0ТН0СЯЩ1ЯСЯ  ПО  большой  части  къ  геометрическому  анализу; 
изъ  нихь  мы  им^^емь  только  -одно  ск  весИопе  гаН(т{в\  01:талъ- 
ныя  же  подь  8аглав1ями  сквесНап)^  враНг.  Ле  весИопе  Ле(егтгпа{к^ 
4е  (асИтЛш ,  (1е  тсИпаНопЛив,  и  Ле  кюгв  р1атв  возстаиовлены 
по  указан1ямь  Паппа  различными  геометрами  двухь  нрсл{1днихъ 
стол^тхй. 

Аполлошю  оринадлежитъ  наконецъ  честь  прим%нен1я  геометрги 
кь  астроном1и;  ему  приписываютъ  теор1Ю  эпицикловъ,  по|[ОЩ1Ю 
которыхь  обьясняются  явлен1я  СТ0ЯН1Я  и  возвратнаго  движения 
планеть.  Птоломей  приводить  имя  Аподлон1я  по  поводу  этого 
предмета  вь  своемь  АльмагесгЬ. 

14.  Между  современниками  Архимеда  и  Аполлошя  слФдуетъ  отли- 
чить Вратосвена,  родившагося  вь  276  году  до  Р.  X.  (И  Ать  по- 


I*)  АроНопИ  Рвгдае*  еоп$еогит  ИЬп'  ое$о\  1п  ГоНо,  Охошае»  1710.  Пеараръ, 
шг  вредяслов1я1ъ  1ъ  аереводу  Архяиеда  и  гь  оереводу  Евклида  ва  трш  яаы- 
ва,  об-Ьщалъ  Фраицузск1й  переводъ  вонвческвхъ  сФчев1й  Аполлоя1я.  Но  смерть 
вастягла  этого  трудолюбяваго  д'Ьятеля  ваувн,  когда  первые  лясты  уже  была 
отоечатавы.  Было  бы  очевь  жаль,  еслябы  плоды  его  труда  быля  потеряны 
для  Фравц<и.  Средства,  яаавачаеиыя  для  поощрени  яаувъ,  яе  ногля  бв  ваИтн 
лучшаго  употреблеяка,  какъ  В8дая1в  этого  сочяяен1я. 
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сгЬ  Архимеда  я  31  годъ  прежде  Аполдонхя).  Этотъ  философъ, 
тлубом  свЪдущгй  во  всЬхъ  отрасляхъ  знаи1Я,  билъ  директоромъ 
иевсандр1йской  бябдютекн  при  третьемъ  ЦтолокеЪ  и  должевъ 
бить  поставленъ  на  ряду  съ  тремя  знаменитыми  геометрами  древ- 
■ости— Арястеемъ,  Еввлидомъи  Аполлонхемъ.  Папаъ  упомвнаетъ 
объ  его  сочинен!»  въ  двухъ  княгахъ,  которое  относилось  въ  гео- 
метрическому анализу,  но  которое  для  насъ  утрачено.  Оно  носило 
назвате  4е  1ош  аЛ  теИеШа;  как1я  это  были  геометр  и  ческ1я  м'Ь- 
ста«— невзв-Ьстно.  Эратосеенъ  изобрЪлъ  снарядъ  для  построен1Я 
двухъ  среднихъ  оронорцюнальныхъ,  который  назывался  Ме$о1а- 
Ыит  Е  который  онъ  самъ  опясываетъ  въ  нисьмЪ  къ  царю  Птоле- 
мею, причемъ  онъ  разсказываетъ  также  исторхю  задачи  объ  удвоен1И 
куба.  Это  оисьмо  передано  намъ  Евтощемъ  въ  его  комментар!и 
на  книгу  Архимеда  о  шарЪ  и  цилиндр'Ь.  Паппъ  въ  сМатематиче- 
своиъ  Собран1я»  даетъ  также  построен1е  Эратосеенова  мезоляб1я. 
15.  Труды  Архимеда  и  Аполлон1я  обозначаютъ  собою  самую 
блястательвую  эпоху  древней  науки.  Ваосл^дств1и  труды  эти  по- 
служили вачаломъ  и  основанхемъ  для  двухъ  общихъ  вопросовъ, 
завимавшихъ  собою  геометровъ  вс^хъ  эпохъ, — вопросовъ,  къ  кото- 
рниъ  прнмыкаютъ  почти  всЬ  ихъ  сочинен1я,  распадаюи;1яся  та- 
хнмъ  образомъ  на  два  класса  и  какъ  бы  разд'Ьляющ1Я  между  со^ 
бою  всю  область  геометр! и. 

Первый  изъ  этяхъ  важныхъ  вопросовъ  есть  квадратура  криво* 
лнейныхъ  фигуръ;  онъ  былъ  поводомъ  къ  изобр'Ьтен1Ю  исчисле- 
В1Я  безвонечныхъ,  открытаго  и  мало  по  малу  разработаннаго  Кеп- 
леромъ,  Кавальери,  Фериатомъ,  Лейбницемъ  а  Ньютономъ. 

Второй  вопросъ  -есть  теор1Я  коническихъ  сЪчен1й,  вызвавшая 
прежде  всего  геометрически  анализъ  древнихъ,  а  зат^мъ  способы 
оерспективи  и  трансверсалей.  Этогь  второй  вопрос ь  самъ  былъ 
оредшественвикомъ  обп^ей  теор1И  кривыхъ  лин1й  вс^^хъ  порядковъ 
I  той  обширной  части  геометрги,  въ  которой  при  изыскан1Я 
свовствъ  протяжен1Я  принимается  въ  соображенхе  только  видъ  в 
воложен1е  фигуръ  и  въ  которой  мы  пользуемся  только  пересЬче- 
В1емъ  ЛЯН1Й  и  поверхностей  и  отношен1Ями  между  прямолинейными 
1П8СТ0ЯН1ЯИЦ  (координатами). 
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Эти  два  обширные  отл^^ла  геометров,  взъ  которыхъ  каждый 
имЪетт»  свой  рсобый  хара1;теръ,  можно  обозначить  на8ван18ин: 
г  ометргя  млры  и  геометргя  вида  и  положеы»я^ .  или  наздашямо 
шометр1И  Архимеда  и  геометрш  Лполлошя. 

Ворочемъ  на  тавхе  же  два  отд'Ьла  распадаются  и  всЪ  математи- 
ческ1я  науки,  им'1ющ1я,  по  выражен1ю  Декарта,  предкетомъ  взы^ 
|С1с^н1я  о  порядкт  (расположен1и)  и  о  млрл  ^^).  Еще  Аржетотедь 
(883—^22  до  Р.  X.)  высвазалъ  ту  же  мнсль  въ  сл'Ьдующвхъ  сло- 
вахъ:  сч'Ьмъ  же  другимъ  заминаются  математики,  если  не  поряд- 
комъ  и   отношен1емъ?»  ^^). 

Т^^ое  оиред'Менгс^  математических'ь  наукъ  н  рыраженцое  въ 
пьиъ  радД'Ьлеи1е  ихъ  на  два  обширные  отд^^а  ирим'Ьнико  въ  осо- 
бенности къ  геометр1и.  Удивительно,  что  даже  въ  лучш.ихъ  сочи- 
иецхяхъ  по  геометрии  эта  наука  оаред'Ь^яатся  вавъ  им^^ющая 
пр^дметомъ  цамп>рен%е  пространства.  Подобное  оттред'Ьлен1е  оче- 
видно неполно  и  даетъ  ложное  нонят1е  о  ц'Ьли  и  предмете  геоме- 
трии. Это  8амЪчан1е  заслуживаетъ  внимашя  и  мы  возвратимся  къ 
нему  въ  Првм'Ьчан1и  У. 

16.  Въ  продолжен1е  трехъ  или  четырехъ  в^^вовъ  посл^  Архиме- 
да и  Дполлон1я  мнопе  геометры,  хотя  и  не  могли  сравняться  съ 
этими  великими  людьми,  однако  заслужили  себ^^  почетное  имя  въ 
исгор1и  науки  и  продолжали  обогащать  геометр1ю  полезными  от!^ры- 
Т1ЯМИ  и  теор1вмв  Въ  сл']Ьдующихъ  зат^Ьиъ  двухъ  или  трехъ  стол'Ьпяхъ 
жилп  комментаторы,  11ер1едавш1е  намъ  творения  и  имена  геометровъ 
древня^го  М1ра;  затЪмъ,  наконецъ,  до  самаго  возрожден1я  наукъ  въ 
Европ'Ь,  насту паетъ  время  нев'Ьд'Ьнгя,  въ  течен{е  котораго  геомет- 
рия въ  дремлющемъ  состояи1и  хранилась  у  Арабовъ  и  Персовъ. 

Мы  удомянемъ  вкратце  только  о  важн1^йшихъ  сочиненхяхъ  зна- 
менит'Ьйшихъ писателей  этого пер1ода,обнимаюшаго  около! 700 л^тъ. 


*'')  «Вс1»  соотвошеви,  которыа  могутъ  существовать  между  одаородвынв 
предметамв,  приводятся  въдвуиъ:  порядку  н  н'бр'Ь.»  (ЯёдШ  роиг  1а<игесИоп 
Ае  Теврги\  оипгаде  ро9(Ните  Ле  ОмсагШ^  14-е  правило).  Еще  прежде  этого 
Декартъ  сказалъ:  «Вс!^  ваукн,  ии'6ющ1я  предиетомъ  йзсл'Ьдовай1я  поряджа  в 
и  ^  р  ы,   отвооятся  къ  матеиатйк-к»  (1Ы<1.  4  е  правило). 

^^)  Третья    лава  11-й  кянги  Мета«изнкн   Аристотели 
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При  этомъ  да4«ио  заметить,  что  время,  въ  которому  ми  те- 
оерь  дереходомъ,  есть  время  самыхъ  звачятельныхъ  уецЬховъ 
астроноИв.  Труды  всЬхъ  геометровъ,  о  которыхъ  мы  будемъ  го- 
ворвтц  за  всключеа1емъ  Някомеда,  относвлнсь  главвымъ  образомъ 
къ  этой  наук'Ь  в  ей  ореямуществеано  обязаны  своею  взв'Ьстяостью. 
Такое  нзм'Ьцен1е  въ  наораахени  ц^увя  было  необходямымъ  сл'Ьд- 
стз1емъ  великихъ  открыт1й  Архнмеда  и  Аиоллон1л.  которыл  тре- 
бовадв  н^сколькнкъ  стол'Ьт1й  изучен1д  я  ра8мышлен1л,  прежде  не- 
жа1н  могво  бшо  мдтв  дад'Ьв  въ  язучеЕ1н  ареднетовъ,  нзсл'Ьдован- 
выхъ  атвми  ген1альнымн  людьмя. 

Прввавлввш.  Геронъ  АлвксандргйекИл,  учевнвъ  знаввиитаго 
вехаввка  КтезябЫ,  просдаввввцйся  свовмъ  сочввев1вмъ  о  пневма- 
тик/ь  в  раалвчнымв  ввобрЪтевЫмв  по  вехавяв1Ь,  о  воторыхъ  гово- 
рвтея  въ  восьмой  кввгЪ  сМатематвческаго  Собраи1Я9  Наина,  отлв- 
чадсв  тавхе  въ  геометр1я.  Ёвтощй  еохраввлъ  для  васъ  его  рЪше* 
816  звдаш  о  двухъ  средввхъ  пропорщовальныхъ  в  завметвовалъ 
1зъ  его  соивев1я.  пцл,  (Автришу  арвеяетвчеекое  ираввло  ддя  взиле- 
чев1Я  корвей  ввадратиыхъ  взъ  чвеедъ. 

Провлъ  упомнваетъ  объ  вемъ  кавъ  объ  автор1^  вовыхъ  дока»я- 
т«льствъ  дла  разлвчвыхъ  влемевтарвыхъ  теоремъ,  ирк  чемъ  онъ 
допусвалъ  юлько  трв  акеюмы  Евклвда  *).  ГрвгорШ  Назхаизвнъ 
(328 — 389  г.)  отаввтъ  его  въ  чвсло  велвквхъ  геометровъ  древно- 
стя.  [ОгаНо  10). 

Со1ввев1Я  Герова  была  многочвелевны,  во  большая  часть  взъ 
ввхъ  ВДВ  вб  дошла  до  васъ,  алв  оставадаеь  невздава .  Ивъ  со1яве- 
вП,  отвосящяхея  собствевно  къ  геоиетр1в,  вздано  в  переведено  только 
дви.  Однивъ  взъ  нвхъу  о  которонъ  историки  иатеяатячесЕнхъ  иаукъ, 
ве  зваю  почему,  ввчего  ве  говорятъ»  мы  обязаны  Дасвпод1Ю.  Загла- 
В1е  ^х^^  Ьим.  Кошет1аШга  юосаЬ1йогиш  деоше1гк()гиа1.  **)  Это 

*1  СотмепЛаНиз  |'я  ЕиьШет,  НЬёг  1егии8. 

*^  4!чсИ(Ш  ВитепЮгит  ПЬег  рНтт.  Нет  Оегопгз  АксапЛгШ  росаШа 
^шаЫат  6еоте(п'ае  ап1еа  пип^иат  еМйу  дгаесв  е(  Шш,  рег  Сопга(1ит 
(киуроШит.  Аг^еШтае,  1571, 10-8.— ОгаГ/о  С.  ВазуроЛй  Ле  01зсИр(п18  та- 
(кетаОеи.  Е]из(1ет  Яегоп1н  ШхапЛтЫ  ^отепсШигав  роса6и1огит  дёоте1г1» 
г^гшт  1га1м/а(/6  Е]а8(1еш  1ех1соп  та(НетаИеиту  ех  АЫг$19  соИШит  а^и- 
^1й($  $еНрШ.  Л^^еп!.,  15*79,  1п~8. 
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рядъ  опредЪ1в111.  раинчныхъ  предцетбвъ,  отимпщхфя  къ  геояет- 
р11.  Опред^^ешя  эти  сонровождаютея  комментарвяш  ш  вееьна  лени- 
и  доподнешят.  *) 

Въ  пред1€10В1Я  ДастодЦ  говорятъ,  что  у  него  есть  пого  дрт* 
пхъ  ео<п1нен1Й  Герона^  которыя  онъ  предподагаетъ  вадать.  Одца 
нвъ  нвхъ,  называющееся  Лютгсрма,  есть  другое  .сочинев1е  Герова 
по  гео«етр1я,  дошедшее  до  насъ,  бдагодаря  учеяоку  Боловсвону  иро* 
Фессору  Бентури,  яоторы!  переведъ  его  во  втадьявевв  подъ  за- 
Г1ав1енъ  11  ТгадиаЫо  (уровень),  соотв1ктству»Я|В1ъ  загдав!ш 
греческаго  текста:  1сер1  8101гтрас  я  пон1Ьетндъ  въ  прнн1^чан1яхъ  къ 
нстор1я  в  теорвн  оптвви  **).  Со<1инеи1е  вто  есть  трактатъ  о  геодевм, 
въ  которомъ  граовчеевн  ва  поверхиостн  вемдн  р1^шаетея  мвожеетво 
вопроеовъ  правтяческо!  геонАтр1н  орв  понопщ  внструнента.  вавы- 
вавшагося  у  древнвхъ  дюптромъ. 

Сочввен1е  ато  достойно  вменв  Герова;  »то — ^драгоц1нны1  памят- 
ннкъ  греческой  геоиетр1в  в  додженъ  ааяянать^  н'1&сто  яа  ряду  съ 
сочянев1явн  Евкдвда,  Архвнеда  в  Аноддоивя.  Это  сочнвеаве  повод- 
вяетъ  проб1иъ  между  друтння.  дошедшввв  до  васъ,  творев1Я1В 
древноотв.  Древв1е  всегда  отдвчадв  правтвчесвую  геоаетр1Ю,  оодъ 
вааван1енъ  геодети^  отъ  геоветр1в  въ  соФствевномъ  сныедИ  в 
иисадв  объ  этой  геодеа1и  особо***);  по  втой  отрасдв  геоветр1Н  мы  ве  ^ 
вн1^нъ  нвкаквхъ  еочвненй  А  •  евсандрШской  шкоды. 


*)  Фабряц1й  (ВШ.  дгаееа^  1|Ь.  8,  сар.  21)  я  Геядьброяяеръ  (НШ.  Ма$ке- 
мо«,  р.  398)  орионсываютъ  это  сочявев1е  Герову  яладшему,  жнвшеиу  въ 
Ковставтявопод'Ь  въ  УН  в-ЬкЪ  вашего  л'Ьтосчвслев1в.  Но  Бервардввъ  Б^лмя, 
также  вакъ  Дасиао41Н,  поя'1^стялъ  его  въ  чясло  сочввев1Й  Герова  старшаго. 
(Сн.  Сгошеа  Не'  та1ета1ш\ ^[ь.  35). 

**)  СоттШаН  9орга  1а  Шп'а  е  1е  (еоНе  МГ  оШса.  Во1ов;па,   1811,  1п-  !•. 

Это  сочввев1е  состовтъ  взъ  сл^дующвхъ  четырехъ  частеа:  1.  Сопаёега» 
ж(от  ворга  тапе  рагИ  Ле1Г  оШеа  ргмво  И  аЫШ.  2.  Егопе  И  тессапко  М 
1га$иагс1о  (гаЛоНо  Ла1  дгесоеЛ  ИШЬгаЬо  соппои\  3.  />в//*  ШЛе  йедИ  а1ап$  еЛ 
Ле"  рагедИ;  АррепИсе  Шото  ЫГоШса  И  То1оттео. 

***)  5/  шт  гп  кос  Щеге1  Шит  Оеоте^па  а  ОеоНаезга,  диоЛ  каве  ди*- 
Лет  еогит  Ш  диае  вепП'тиг,  гИа  еего  поп  зепзёЬШит  Ш  (Аристотель,  2-я 
вв.  МетаФИЗВ1в,  гл.  Ия).  * 
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ШпЛ^тво  вормет  бопнеше  но  геодеаш  Герова  «дадшаго,  ашв* 
вгаго  черевъ  восев&еотъ  л%тъ  поел'Ь  Герова  старшаго.  Но  это  сочв* 
вше,  вавлвчающее  въ  еебЪ  то^ьво  саммя  простыв  дМств1В,  в 
ббзъ  довазателствъ,  недостойно  стоять  ва  ряду  сг  геонетрвчесввнв 
творен1ВВВ  Гревовъ.  Савое  вахвое  преддожев1е4  встр^чающееса  въ 
вевъ,  ее]ь  выраяешеплощадв  треугольнвва  посредствонъ  трехъ 
еторовъ  его.  Но  ово  ваходнтся  также  въ  сочввев1в  Герова  стар- 
шаго н  докававо  танъ  весь»  взящвынъ  геонетрвческвнъ  вострое* 
лень.  Отсюда,  вЪроатво,  ваввствовалъ  его  и  Геровъ  ндаднпй,  во- 
торы!  часто  сс&иается  ва  со<1ввев1Я  своого  одвофвнвльца  в  ва 
€очввен1а  Архвведа;  врвтонъ  въ  чяс^овояъ  врв1охеи1в  Форнуаы 
овъ  беретъ  для  сторонъ  треугодьввка  гЫь  чвсда  13,  14  в  15, 
ютор'ыа  находятся  у  Герова  старшаго. 

9тя  «е  трв  ввела  в  «орнула  ветр'Ьчаютса  тавяе  въ  геонетр1в 
■вдМцевъ  в  Арабовъ  в  даже  у  Рвнлянъ,  вакъ  ны  уввдвнъ  вто, 
вогда-  буденъ  говорвть  о  сочввев1яхъ  Бранегупты;  (Првн.  ХП). 

Тавъ  вакъ  сочвнен1е  о  геодез1в  Герова  старшаго  еще  очень  вале 
взв1^тво,  то  ны  предлагаенъ  вд^ь  большую  часть  задачъ,  который 
разр1пп«вы  танъ  понощ1ю  ннетрунента,  вазываенаго  Шптромъ. 
Првн'Ьры  9ТВ  показываютъ,  что.  вазывалось  у  Гревовъ  геодез1ею, 
влв  практвчесвою  теонетр1е11;  она  заставляютъ  сожал1Ьть,  что  до 
бнхъ  норъ  еще  не  вздавъ  орвгввальвыМ  текстъ  сочввев1Я  Герова 
вдрупе  переводы,  водобвые  переводу  Вевтурв  *). 


*)  Вештурв  указмваетъ  трв  бнбл1оте1в,  обладающ1я  соч1вев1евъ  Герона: 
•г  ПарвагВ,  Страсбурге  в  ВЬв^ ;  въ  аосл'Ьдвеа  экзеиоляръ  ве  половъ; 
01ъ  толмо  одявъ  уиояввается  бйбл1ограФаии  а  счвтается,  по  вн'Вв1ю  Лав- 
бещ!!,  за  трвггатъ  о  Д1оптрак1»  (Св.  ФаОрвц1уса  ВШ1.  дгаеса,  ЬЬ.* 3, сар. 
24;  Гевльбровяера  ИШ.  Ма1к.  р.  282). 

Веаттрщ  а1'реводвлъ  съ  1оп{в  ажземоляра  парвясвоВ  бябд1отекв,  которая 
бнда  сраваева  съ  Страсбургскяаъ  акзечоляроаъ.  Эготъ  оосл'Вдв1йэкзеипляръ 
врявадлежалъ  оо  всеВ  в'Ьроятвоста  Дасвпод1ю.  Куда  д-квалась  друг1я,  правад- 
лехавши  это  «у  геометру,  сочввев1я  Герова? 

Коарадъ  Гееверъ  говорвтъ  въ  ШЫШКеса  чш99Г$аШ  (лк$  ШЫодиа  отт'шн 
9еЫр(огшт  1асйр1еШ$9тим  т  МЬи$  ИпдШв  1аИпа  дгаеса  €1  кеЬганел)^  Тщт 
1545,  Го1,  что   мв'Вствиа  01в|;о  Ниг1аг(1о  ее  Меоёога,  воторому  Вароаа  обавава 


2« 


ист^ш  гкомвтрт 


1.  Из111^р1ть  разность  высотъ  дшухъ  точегь,  вевшдшмхъ  одна 
каъ  другой.  2.  Провестж  прямую  между  двумя  точками,  яевмдвымв 
одна  нзъ  другой.  3.  Найти  разстояше.м'Ьста,  гд1Ь  яаходмтьс^.  отъ 
другой  недоступной  точкв.  4.  йзх1&рЕть  швриву  рЪкв.  которой  пе1ьзя 
переплыть  Б.  Изм1;рнть  разстоянхе  между  двумя  отдадешымж  точ- 
камн.  6.  Протест!  нзъ  данной  точкн  перпендикудяръ  на  прямую, 
къ  которой  недьзя  прнбдизиться.  7.  Изм1^нть  высоту  недоступной 
точки.  8.  Изм^^рить  разность  высотъ  двухъ  недоступкыхъ  точекъ. 
9.  Изм-Ьрять  глубину  ямы.  10.  Сквозь  гору  провести  прямую,  со- 
единяющую дв1&  точки,  данвыя  съ  различныхъ  стороиъ  г^ы  11. 
Выкопать  въ  гор1^  колодезь,  чтобы  онъ  оканчивался  въ  данномъ 
подзеиномъ  углублен».  12.  Начертить  контур»  р1^и.  13.  Придать 
насыпи  Форху  даннаго  сФерическаго  сегмента.  14.  Сообщить  насыпи 
одред1^леадый  наклонъ.  15  Изм'Ьрить  поле,  не  зходя  въ  него.  16. 
Разд1&лить  его  на  данное  число  частей  посредствомъ  прямыхъ  вы- 
ходящихъ  И8ъ  одной  точки.  17.  Разд1Ьлить  треугальникъ  и  трапе- 
ц1ю  въ  данномъ  отношенш. 

17.  Някокедъ  (около  150  г.  до  Р.  X,).  Сочинения  Ннаомеда 
до  насъ  не  дошли  и  мы  знает»  этого  геометра  только  ди^къ  взобр'Ь- 
тателя  конхоиды,  которую  онъ  весьма  остроумаымъ  образом^  при- 
лагадъ  къ  р'Ьшенгю  задачъ  о  двух'ь  среднихъ  проиорщовальныхъ 

щ  о  Д'к1ен1и  угла  на  три  части. 

Конхоида,  заV^^чательная  уже  т^мъ,  что  съ  помощш  ей  раз- 
Р'Ьшались  эти  дв^^  изв'ЬстнМш1Я  задачи  древности,  пр1обр'Ьла  но- 
вую важность  посл'Ь  того,  какъ  Вьетъ  зам'Ьтилъ.,  что  къ  этимъ 
двумъ  задачамъ  приводится  р'Ьшенге  всякой  задачи,  зависящей 
охц  уравнен1я  третьей  степени,  а  Ньютопъ,  въ  своей  АгИНтеИса 
иту^тШгв  први'Ьнилъ  эту  кривую  прямо  къ  построещю  вюякаго 
уравнен1я  третьей  степени. 

18.  Гшшархъ  (около  150  г.  до  Р.  X.),  величайшМ  йстррномъ 
древности,  истинный  основатель  математической  астроном1и,  напи- 


мвогиин  греческими  рукописями,  «1^Флъ  н4(околько  рукописей  Герояа  (оиотря 
лнот-ь  319).  Ов^  безъ  соив*Ьв1а  ваюдятся  въ  бмбл^от6к^Ь  9скур1ала,  суда  по- 
отуиило  драго1|'1в вое  себран1е  Мендоаы 
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ч 

садъ  сочинеше  въ  двЪвадцатв  Бнигахъ»  въ  которокъ  находиюсь 
•  построете  хордъ  для  дугъ  круга  *^}. 

АстрояомпчесБгя  вичнслен1л  Гнпаг^рха  требовали  8нан1Я  плоской 
1  сферической  трвгонометрхи;  начала  этихъ  наукъг  обязавныхъ, 
хакъ  кажется,  несома^нно  ему  своимъ  происхожден1емъ,  ^')  онъ 
взложодъ  въ  своемъ  сочинеа1и  о  васхожденш  и  валожденш  ввпадг. 
Кажется  также,  что  Гиппарху  сл^дуетъ  приписать  открытхе  сте- 
реографической проэкц1и  и  двухъ  знаменитыхъ  теоремъ  плоской  и 
сферической  трнгонометр!?,  о  которыхъ  мн  упонянеиъ,  когда  бу* 
деиъ  говорить  о  Менела'Ь  и  Птоломе'Ь. 

19.  Предполагаютъ.  что  Генннъ  (около  100  г.  до  Р.  К.)  жи^ъ 
непого  времени  посл^  Някомедаи  Гиппарха  Ему  приписывается 
еочвнеше  о  различныхъ  Ч)ивыхъ  и  иежду  прочимъ  о  винтовой  ли<- 
Н1Д,  образуемой  на  поверхности  прямаго  круглаго  цилиндра.  Въ 
этой  кривой  онъ  обнаружилъ  свойство,  принадлежащее  также  пря 
мой  ЛИН1П  и  кругу  и  состоящее  въ  томъ,  что  она  во  вс^хъ  сво* 
1хъ  частяхъ  подобна  самой  себЪ  '*)»  Другое  сочиненхе  Гемина, 
додъназашемъ  Епагга1юпв$  деоте^п'сае,  час; о  упоминаемое  Прок- 
лояъ^  било  ч'Ьмъ  то  въ  род'б  философскаго  разбора  отрыт1й  въ 
геометр1и.  Оба  сочпнени  считаются  утраченными,  но  говорятъ, 
что  первое  находится  въ  рукописи  въ  библштекб  Ватикана. 

20.  Въ  сочинен1И  ЗрНаеп'согит  ИМ  (гев  веодошй  (около  100  г. 
до  Р.  X.)  собралъ  мног1я  свойства  большихъ  круговъ  на  сферЬ^ 


^]  Об>  этог)  сочввевЫ  упонвнаегь  Теовъ  (КоииевтарШ  аъ  Альмагесту. 
Кв.  I.  г^.  IX). 

')  Потолучто  съ  одвой  сторовы  въ  1оммевтар1в  въ  Ара'^у  Гвопархъ  го- 
юрвтъ,  что  нмъ  ваВдево  р^шев1е  СФервческаго  треугольввка,  слуякащаго  для 
овред-адев1в  воеточвоВ  точвв  эклвптакв;  съ  другой  сторовы  до  вего  ны  не 
■аюдвиъ  амкавого  ол1Ьда  на  сФеряческой,  ни  плоской  триговомегр1в.  Де- 
пнбэъ  въ  ИШ01Г9  Л$  Гм1гопо}пле  апе^вппе  (тоиъ  I.  стр.  104)  замФчаегъ,  что 
Архвяедъ  для  оореа%лев1а  д1а4етра  оолвца  вакдадывалъ  уголъ  ва  ввадравтъ; 
отсюда  вядяо.  что  овъ  веви'Ьлъ  способа  вычвслять  уголъ  при  вершвв'б  рав- 
■обедреяваго  треугольника  по  даввынъ  освов8в1ю  и  двуяъ  боковывъ  сторо- 
шавъ.  Тогда  не  было  еще  ныслв  о  возвожаостн  вычислять  хорды  для  вскхъ 
!Гдовъ,  т.  е.  плоская  трягонояетр1я  была  еще  вевзвЬстна. 

*)  ПрФклв  во«яввтар{й  въ  первой  вввг1Ь  Ввкляда,  4-е  оаред.  и  5«в  теорема 
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необходимыя  въ  астровом1И  для  вычисленхя  сфервческвхъ  тре- 
угольняковъ.  Впрочемъ  самыхъ  вычвслев1й  въ  сочинев1В  Н'Ьтъ  в  * 
даже  слово  треугольнввъ  ввгд'Ь  не  встречается.  Но,  не  смотря  на 
свою  элементарность,  это  сочиненхе  ц1Ьнв1ось  весьма  высоко,  по- 
томучто  отличалось  основателъност1Ю  и  методвческимъ  язложея!- 
емъ.  По  этой  прячин^Ь  оно  было  комментировано  Паопомъ  и  пе- 
реведено многими  изъ  лучшихъ  геометровъ  новаго  времени. 

веодос1ю  принадлежать  еще  два  сочиненгя:  (1е  каЬйаНопЛш  я 
йе  сЬеЬш  Ы  посиЬи8^  въ  которыхъ  описываются  явлен1я,  вакъ  они 
должны  представляться  обитателямъ  вемли,  смотря  по  положенхю 
солнца  въ  эклиптик'Ь. 

21.  Геометръ  и  астрономъ  Менелай  (около  80  г.  по  Р  X.) 
написалъ  также  какъ  и  веодосхй  сочинен1е  о  геометрш  на  сфер^ 
подъ  гЬмъ  же  Ъ91.тл%шчъ  8каепсогиш  ИЬгИге9\  оно  известно  намъ 
въ  переводахъ  на  арабскхй  и  еврейск1й  языки,  греческий  же  текстъ 
потерянъ  Менелай  въ  этомъ  сочиненш  идетъ  дал'Ье  веодос1я:  онъ 
разсматриваетъ  уже  свойства  сферическихъ  треугольниковъ,  но  не 
даетъ  еще  ихъ  внчислен1я,  т.  е.  сферической  тригонометрш.  кото- 
рая, можетъ  быть,  была  предметомъ  его  другаго  сочннен1я  въ  шес- 
ти книгахъ  о  вычисленги  тордь,  о  которимъ  упоминаетъ  Теонъ. 
но  которое  утрачено. 

Важн'Ьйшёе  предложеше  СФерики  Менелая  есть  первая  теорема 
3-й  книги,  составляющая  основанхе  всей  сферической  тригономе- 
тр1и  Грековъ.  Это  есть  свойство  трехъ  отр'Ьзковъ,  образуемыхъ 
какимъ  нибудь  большимъ  кругомъ  на  трехъ  сторонахъ  сферическа- 
го  триугольника  Теорема  этас  находилась  въ  большемъ  уваженхи 
у  Арабовъ,  которые  объясняли  ее  во  многихъ  сочинен1лхъ  и  назы- 
вали гедиЛа  %п1ег$ес1и)ш.  О  подобной  же  теорем']^  плоскойгеомет- 
р1И,  указанной  также  Мевелаемъ,  какъ  пособ1е  для  доказател^ 
ства  предыдущей,  мы  будемъ  говорить  ниже  по  поводу  Птоломея, 
такъ  какъ  она  была  въ  первой  разъ  найдеда  въ  А^льма  гестЬ;  эта 
теорема  получила  особенное  вначен1е  въ  новой  геометрш,  куда  ее 
ввелъКарно.положивш1й  ее  въ  основан1есвоейтеор1птрансверсалей. 

Приведемъ  еще  двЪ  сл'Ьдующ1я  теоремы  изъ  сферикя  Менехад, 
принаддежащгя  кажется,  также  этому  геометру.  1.  Большой  кругъ, 
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д11Я11Цй  уголъ  сферическаго  треугодьниаЕа  пополамъ,  раэдЪллегь 
аротнвоположную  сторону  на  двЪ  такгя  части,  что  хорды  ихъ  отно- 
сятся нежду  собою  ка&ъ  хорды  прилежащихъ  сторонъ.  2.  Три  ду- 
га, дЬлящ1Я  угды  треугольника  оополамъ,  проходить  черезъ  одн^у 
I  шуже  точку. 

Мевелай  писалъ  также  о  теорхи  вривыхъ  лнн1й.  Паппъ  переда- 
ть иамъ,  что  одна  изъ  этихъ  кривыхъ  была  названа  Менелаемъ 
удывищельиою'^^)\  в1(роятно  это  была  линЫ-  двоякой  кривизны,  пото- 
нучто  она  получалась  отъ  пересЪчен1Я  двухъ  кривыхъ  поверхностей. 

32.  Птсдохей  (около  150  г.  по  Р.  X.)  астрономъ  и  геометръ, 
обладавш1й  обширными  св^Ьдев1ямв,  оставидъ  намъ  въ  своемъ  Аль- 
шгестЪ  ^)  полное  изложеше  плоской  и  сферической  тригонометр1н, 
единетвевное,  доставшееся,  намъ  отъ  Грековъ,  такъ  какъ  сочиненхя 
Гнппарха  объ  этомъ  предмет^Ь  утрачены.  Зд^Ьсь  мы  встр'Ьчаемъ 
яреврасное  свойсво  вписаннаго  въ  кругЪ  четыреугольника,  состоящее 
вь  томъ,  что  произведете  дхагоналей  равно  сумм^Ь  произведен1й 
вротввоположныхъ  сторонъ.  Оно  дано  ииъ,  какъ  вспомогательное 
средство  при  построен1И  хордъ,  соотв'Ьтствующихъ  даннымъ  дугамъ 
|фуга.  ") 

Птолемей  за  основан1е  своей  тригонометрш  првнялъ  теорему  о 
шести  отрЪзкахъ,  данную  Менелаемъ,  и  подобно  ему  при  доказа- 
тальств!  этой  теоремы  пользовался  соотв'Ьтственною  теоремою  на 
плоскости.  Последняя  теорема  состоитъ^въ  сл^Ьдующемъ  соотно- 
В6Н1М  между  отрезками,  получаемыми  на  сторонахъ  какого-нибудь 


*)  Натеиатняесжое  Ообран1б,  4-1  жнага,  оосл^  90-1  теоремы. 

Щ  Птоломеа  далъ  своему  сочавев1ю  объ  астровои1и  вазвав1е  ооУтаЕц 
|1а§т2{мгс1Х1^;  ■здатели  оереи'Ьввлв  это  8аглав1е  въ  «ведное  сочвве- 
в1е>;  арабск1е  вереводчввн  сд'Ьлалн  взъ  этого:  «велвчаВшее»  (А1юаве810» 
•тауда  н  ороизошло  уоотреблаемое  теперь  ва8вав1е  Альвагестъ. 

*')  Варяо,  въ  И  глав^^  1-а  вавги  04ате$Не  Ле  роНИоПу  ооказалъ,  кагь  ваъ 
втаго  аредложев1я  вожво  вывеств  всю  плоскую  тригово«етр1ю;  вослФ  вего 
Ферголв  аавнвалса  т'Ъиъ  же  предветеиъ  в  оковчательво  раэработалъ  его  въ 
еочввеи1в:  Вй1  Шгета  То1етако  гИгадом(  (ттеШШатепи  I  (еогепи  ЛеИе 
ижкпи  апдо1аг1  Лг  Ъ'е{а  е  И  Ц^аШ»,  е  1е  ргтЫра1е  ^егИй  ргороШ  пеИа  Гп- 
9отот$^^^а  ашаИШа  Ла  тоЛфпи.  (Перваа  часть  иевуаровъ  Неааолвтавожой 
Ааден1и  ваувь.  1819). 
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пюсЕаго  треугольника  оть  пересЬчешя  ихъ  прямою,  проведенною 
въ  той  же  плоскостя:  проивведеше  трехъ  ивъ  втихь  отргмтбг, 
именно  шлхь^  которые  не  имгьюшь  общшбь  кбпечныхь  точекъ^ 
равно  проиаведенгю  трехъ  остальныхъ  *^).  Мы  видвмЪ)  что  это 
есть  обобщен1е  основнаго  предложен1я  теорхо  пронорщональныхъ 
ЛИН1Й,  состоящаго  въ  томъ,  что  прямая,  проведенная  параллельно 
основан1Ю  треугольника,  д'Ьлитъ  сторона  его  на  пропорщональныя 
части.  Одного  этого  8аи']^чан1я  достаточно^  чтобы  вяд'Ьтъ,  &ккъ 
должна  быть  полезна  въ  геометр1И  вышеупомянутая  теорема.  Глав- 
нымъ  обраэомъ  ова  прилагается  къ  изсл^^довашямъ,  въ  воторнхъ 
нужно  доказать,  что  три  точки  лежать  на  одной  прямой;  для  этого 
строютъ  треугольникъ,  стороны  котораго  проходить  черезъ  трм 
разсматриваемыя  точки,  и  потомъ  удостов^Ьряются,  существуетъ  ли 
между  полученными  шестью  отрезками  сказанное  соотношеше. 

Въ  начахЬ  нын'Ьшняго  стол%т1я  эта  теорема  была,  кажется, 
совсЬмъ  неизв'Ьстна  до  гЬхъ  поръ,  пока  на  нее  не  было  обращея» 
вннманхе  вь  Оеоте(г%е  Ле  рояМоп^  и  вскор^Ь  поа<['Ь  того  въ  теор«й 
трансверсалей,  гдЪ  она  принята  за  основанхе;  а  между  Т'Ьмъ  ома 
еще  въ  прежнее  время  принесла  много  пользы,  не  говоря  уже  о 
впачея1И  ея  у  Грековъ,  какъ  вспомогательной  теоремы  при  дока- 
зательствахъ  на  сферф.  По  важности  своей  для  наетоящаго  вре- 
мени она  заслуживаетъ,  чтобы  подробв^Ье  разсмотр'Ьть  ея  истор1ю, — 
чему  мы  и  посвящаемъ  Ирим'Ьчаше  У1. 

Кром'Ь  этого,  геометр1я  обязана  Птоломею  учен1емъ  о  проакц^- 
яхъ\  занимаясь  составлен1емъ  географическихъ  картъ  и  р'Ьшенгемъ 
задачъ  гномоники,  онЬ  изложвлъ  начало  учея1я  о  проэкцхяхъ  въ 
двухъ  превосходныхъ  сочинешяхъ  о  солнечныхъ  часахъ  (Ле  ГАпа- 
1ешше)  и  о  плоскошаргяхъ  (планисферахъ).  Деламбръ  думаетъ,  что 
это  посл'Ьднее  сочинен1е,  въ  которомъ  изучена  и  приложена  сте- 
реографическая проэкц1я,  принадлежало  Гдпиарху,  а  не  Птолюмею, 
вакъ  предполагали  прежде. 

Птолемей  написалъ  также  книгу  о  трехъ  шмгьренгяхъ  тгьль, 
гд'Ь  онъ  первый  говорить  о  трехъ  прямоугольныхъ  осяхъ,   къ  ко- 


*^  Кя1га  I,  глава  XI,  съ  8аглав1е11ъ:  Оредварятельана  ааиФчав!»  къ  дока- 
зательствамъ  аредложенШ  о  СФерФ. 
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торшгь  въ  новейшей  гемсетрм  относятъ   пакшепе   то^въ  иро- 
странства  *•). 

Изъ  многихъ  «ругнхъ  сочвнен1й  Птаюхея  о  рвзличншъ  пред* 
нетАхъ  мн  упоиднемъ  еще  объ  его  Оптикл,  въ  которой  мнвстр^^ 
чаемъ  чвсто  геохетрвческую  дМачу,  еавюаавшую  впося'Ьдотвев 
вногвхъ  внахеввгЬйшвхъ  геометровъ,  ввевно  задачу  объ  вахож- 
Аев1в  блестящей  точвв  въ  ефервческомъ  вервадЪ  по  даввыиъ  во- 
дожев1янъ  глава  в  светящей  точвв. 

23.  ЗдЬсь  овавчявается  первый  взъ  трехъ  вехводовъ,  на  нота- 
рве  вн  разд'Ьлвлв  1700  лЪтъ,  отдЪляющвхъ  Архвведа  в.Аполло* 
В1Я  отъ  вревенв  возрождев1я  наукъ  въ  Евров'Ь. 

Велвк]в  открыт1я  въ  матекатвчесвихъ  ваувахЬ)  доставппяся  на 
да1Ю  древнему  м]ру,  завовчены.  Съ  этого  времена  мы  встрЪчаемъ 
уже  ве  орвгвиальвнхъ  ввсателей,  а  только  взвЬстныхъ  ученыхъ 
вомвевтаторовъ,  вышедшихъ  взъ  Алекеапдр1йской  шволн.  Впро- 
чемъ,  Наши,  стояп^го  во  глав'Ь  вхъ,  должво  отлвчвть  отъ  вс^хъ 
другвхъ,  вотомучто  въ  его  сочввевкхъ  вид'Ьвъ  еще  духъ  в  вро- 
ввводвтельвая  свла  вредшествующвхъ  етол^^т1й. 

24.  Этоть  геометръ  около  ковца  четвертаго  стол'Ьт1я  во  Р.  X. 
еоедвввлъ  въ  своемъ  Млт^матичеекомъ  Собртги  "®)  разрозвенныя 
отврвт1Я  вваменвтохъ  математнвовъ,  в  чтобы  облегчать  чтен1е  вхъ 
трудовъ»  врисоедвввлъ  гвь  атому  мвожество  теоремъ  в  леммъ. 
Въ  втомъ  собрав1в,  которое  есть  самый  драгоценный  вамятввкъ 
матежатвкв  древнвхъ,  ваходвтея  мвого  открыпй,  од'Ьланныхъ  са- 
М1мъ  Паввомъ,  котораго  Девартъ  счвталъ  однимъ  взъ  саинхъ 
зам^чательвыхъ  геометровъ  древноств  '^). 


^)  ^^е^авбръ,  статья  о  Птоломе'к,  въ  ВюгдарНи  ипгюепаИе. 

**)  ^^РР^  А1ехапЛггпг  та^НетаШае  соИесИопел,  а  РгвЛегко  СоттапёШ  т 
ШЫит  еоптепае,  е1  соттШагШ  И1и91га1ае,  Р18апИ  1588,  Го1.,  ■  Вопов1ае 
1б€0,  (о1. 

^)  <Я  уб^кждевъу  что  первоначальные  зародцшн  нстины,  которые  природа 
В10жнла  въ  разумъ  челов'Ьческ1й  н  которые  ны  заглушаемъ  въ  себ'Ь  обЁл1еиъ 
н  ра8нообраз1евъ  чвтавныхъ  в  слышавныхъ  8абдуждев1й,  вм1)лв  такую  силу 
в  такое  вд1вв1е  въ  вростодушаонъ  древаевъ  в1р'Ь,  что  людв,  озараевые  св^Ь• 
товъ  разува»  поставлающаго  добродетель  выше  удовольетв1а  в  справедливость 
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Въ  этемъ  сочвнеп1я  нн  находить  обра8ован1е  кравой  двояв<М 
крнввзны  на  шар'Ь.  Паопъ  получаетъ  именно  спираль,  подобную 
Архимедовой,  по^[)едствомъ  равном^рнаго  движенш  точки  оо  боль- 
шому кругу,  который  санъ  вращается  около  своего  Д1аметра  (кн,  4-я, 
теор.  30).  Паанъ  впводитъ  выражеше  части  сферической  о<ь 
верхвости,  заключающейся  между  этою  кривою  и  ея  оеяовавхемъ; 
это— первый  прим'Ьръ  квадратуры  кривой  поверхности. 

Знаменитая  теорема  Гюльдена,  въ  которой  центръ  тяжести  слу- 
жить для  оаред^клен1Я  равм^Ьровъ  фигуръ,  находится  также  въ 
Математическомъ  Собранш  и,  кажется,  была  придумана  санимъ 
Паппомъ  '*). 

25.  Тотчасъ  посл^Ь  30-й  теоремы  4-й  книги  мы  находимъ  мЪсто, 
служащее  вступлеи1емъ  къ  задаче  о  д'Ьленхи  угла  на  три  части, 
гд'Ь  сказано,  что  учен1е  о  кривыхъ  поверхностяхъ  и  о  получа- 
емыхъ  на  нихъ,  посредствомъ  составнаго  движев1я,  лин1яхъ  дво- 
якой кривизны  (какъ  вышеупомянутая  сферическая  спираль)  было 
уже  разработано  древними.^  Паппъ  говорить  зд'Ьсь  о  млстахь  на 
поверхности  и  упомвнаетъ  сочинен1я  Димитрхя  Александр1йскаго 
и  Филона  Т1анскаго  объ  этомъ  предмет^Ь.  Первое  изъ  нвхъ  носило 
8аглав1е  керг  7р<>Н^Н^^^  втотоаешу,  но  кронЪ  этого  заглавхя  намъ 
бохЬе  отъ  него  ничего  не  осталось;  второе  им-Ьло  предиетомъ  .и»- 
сл'Ьдован1е  кривыхъ,  ороисходящихъ  отъ  перес^чен1я  двухъ  поверх- 
ностей; оно  называлось  1С8р1 1сХ7)ххов18<Ьу.  Монтукла  зам'Ьчаетъ  сира- 
ведливо,  что  по  такимъ  ничтожнымъ  укаэан1ямъ  не  легко  судить, 
как1я  это  были  поверхности  и  лин1и.  Но  ученому  историку  было 
вероятно  неизвЪстно  одно  м'Ьсто  у  Паппа  (кн.  4,  теор.  29),  ияъ 
котораго  мы  узнаемъ,  что  поверхность  винта  съ  четыреугольною 
нарЬзкою  (1а  у18  к  Шв(8  саггбв)  есть  плектоида;  это  ведетъ  насъ  къ 


выше  выгодъ,  ещеие  сознавая  втого  прешиущества,— атвлюдв  составил!  себ'Ь 
асвыа  ооват1а  о  ♦■лосо«1я  ■  ватенатажФ,  хотя  к  ве  моглв  довести  втнхъ 
ваугь  до  совершенства.  Тав(я^  черты,  своВственныа  нстнвнымъ  матенатиаиъ, 
■вФ  важется,  встр-кчаются  въ  Папо'Ь  н~Д1оФантФ.  ..•  (Ве9саг1её,  Мёд1е$  роиг 
1а  ЛггесИоя  Ле  ГелргН,  4-е  правило). 
М)  См.  жовецг  оредяслови  къ  7-о1  ввнг'к  Матеиатнч.  Собрав1я.  ^ 


преднолоя^еа!*), -^1ч)  е;1дЁ0  11Л^1бфонА&  означало  вообще  лп(ге№атыя 
1!оввр«ное1!й  Ё  в^родтйо  1иир%ж1^ло  ообок^  сцле]№и1ё  (ГвМге1а€б- 
тео()  аряшыхъ  з(№]й«  йредбтаблие^ое  дтгаи  ПоверКЁОС^ямп;  или, 
моМА-б117Ь,  оно  о^аначаю  повврх1^ост^,  1|8(зывйемм|{  о'енерь 
1В№7сОображ«1п  (кевондакя),  позоры  я  об|^аэу1эт!ся  дв&явев!еМ'Ь  пря- 
хой. опирающвЯея  на  1Г^подв11Жн5гю  прямую  й  кривую  линпг^  ла^ 
раллельяо  д4няо1  плооаости;  нааонецъ,  нонють  ^б^КФь^  ЭТ11М<1»  ело- 
воуъ  обозначались  въ  особенности  винтообравння  новерхнек^т'и  я 
ла<е  только  поверхность  вянна  съ  ^егиреугольною  нарезкою. 

Не1и10Л11танск1й  геомефръ  Флауги  въ  свое1^Iъ  еочянен1И  еоеднвнлъ 
подъ    пненегь    плектондъ  всЬ  поверхности,    образуемыя    прямою 

Ко»хандняъ,  въ  ]сомментар1Яхъ  къ  Паппу,  в»сказнваетъ  мй*Ьн1е, 
что  слово  гХт^хтоейтг!^  когло  произойти  отъ  ошибйи  переписчика  и 
должно  быть  завгЬнено  сювоиъ  хоХ^уврмо;.  Но  такое  пред(1оложен1е 
во  всяшжъ  случае  н6В^Ьрно,  потому  что  въ  томъ  м^ст'Ь  Папаа  'V* 
яогорое  послужило  Ко^мандйну  поводомъ  къ  этому  зам^Ьчанхю,  сло- 
во гХ1Г)хтое1Ц^  безспорно  относится  не  къ  цилиндрической,  а  къ 
винтовой  поверхности  съ  четыреугольною  нар^^зкою. 

26.  По  поводу  квадратрпксы  Дянострата  Наплъ  указмваетъ  на 
два  свойства  вннтовыхъ  поверхностей,  о  которнхъ  мы  зд']Ьсь  долж- 
ва  7яозгяиуть,  потомучто  они  доставляготъ  два  способа  постро- 
ея1я  квадратрикеи  и  сверхъ  того  представляютъ  собою  одно  нзъ 
лучшвхъ  пзнскашй  древвихъ  о  крнвыхъ  новерхностяхъ  и  лпн1яхъ 
двоякой  кривизна. 

Показанъ  сперва  построен1е  квадратрпксы  посредствомъ  пересЬ* 
яен1Я  вращающагося  около  центра  радгуса.  круга  съ  д1аметромъ, 
перемещающимся  параллельно  самому  себ1^, — построен  (е,  которое 
огь называетъ  механическнмъ  (кн.  4,теор.25),  Паппъговоритъ,  что 
та  же  кривая  можётъ  быть  получена  посредствомъ  м4стъ  на  поверх- 
ности п  посредствомъ  Архимедовой  спиралп.  Оба  эти  способа  по 
сгроен1я  суть  сл'Ьдующ1е; 


^.  (котЫНа  Ш  81(0  $и1  р1ат  е  пеИо  зра^ш]  Неаполь  1821. 
'^;  Кввга  1-4,  теорема  29-я,  прим.  Р,  лтр.  92  издав1я  1660  г. 

Выо.  П,  Отд.  И.  ^ 
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Первый  способь^  теорема  28.  «сЦачертииъ  вивтавую  линю  на 
лрниоиъ  круглоиъ  цвлвндр'Ь:  перневдивуляры,  опущенные  взъ  то* 
чекъ  этой  кривой  на  оеь  цилиндра,  образуютъ  ввнтообразную  ао- 
верхность.  Если  проведемъ  черезъ  одпнъ  пзъ  тавихъ  перпеядяву- 

ЛЯрОВЪ   плоскость   ПОДЪ   Н^^КОТОрЫМЪ   уГЛОМЪ   ВЪ  0СВ0ВаН1Ю  ЦНЛИНД'* 

ра,  то  она  перес^четъ  винтовую  поверхность  по  крввой,  прямо- 
угольное положеше  которой  на  плоскость  основаи1Я  цилиндра  бу* 
детъ  кеадратриксаъ, 

Впюрой  способъ^  теорема  29.  сИрнмемъ  Архимедову  спираль  за 
осцован1е  прямаго  цилиндра  и  представимъ  себ'Ь  конусъ  вра1цеН1я, 
им'Ьющ1й  осью  ту  образующую  цилиндра,  которая  проходитъ  че* 
резъ  начало  спирялп;  этотъ  конусъ  пересЬчется  съ  поверхност1ю 
цилиндра  по  кривой  двоякой  кривизны.  ^^)  Перпендикуляры,  опу- 
щенные изъ  точекъ  этой  кривой  на  вышесказанную  образующую 
цилиндра,  составляютъ  винтообразную  поверхность  (въ  этомъ  имен- 
но м-Ьст*  Паппъ  назнваетъ  ее  плектоидой).  Плоскость,  проведен- 
ная  ПОДЪ  изв^Ьстнымъ  накловен^емъ  черезъ  одинъ  изъ  перпевди- 
куляровъ,  пересЬкаетъ  поверхность  по  кривой,  прямоугольное  про- 
ложен1е  которой  на  плоскость  спирали   ест/>  квадратрикса.» 

Оба  построеп1я  состоятъ  въ  томъ,  что  винтовая  поверхность  пе- 
росЬкается  плоскоспю,  проходящею  черезъ  образующую,  и  посл*]^ 
того  с*чеп1е  пролагается  на  плоскость  перпендикулярную  къ  оси 
винта.  Въ  первомъ  построен1Н  винтовая  поверхность  получается 
при  помощи  винтовой  ЛИН1И,  черезъ  которую  проводятся  образую- 
щ1я  этой  поверхности;  во  второмъ — образующ1я  определяются  по- 


^^;  Это  есть  ковнческаа  винтовая  лив!»,  арнвадлежащаа  къ  часлу  извФст- 
выхъ  древвимъ  лвн1б  двоякой  кривизны.  Проклъ  говоритъ  объ  ней  въ  ком- 
мевтар1'Ь  къ  4-иу  оаред-^^левш  первой  книги  Евклида.  Въ  новое  время  многие 
геометры  занимались  этою  кривою,  въ  особенности  Паскаль  {Зе  1а  длтепзгоп 
Л'ип  8оШе  (огтё  раг  1е  тоуеп  й'ипе  »р4га1е  аиЮиг  Л'ип  сопе;  оеиюге^  ве 
Ра9са1,  Юте  V,  р.  422.;  и  Гвидо-Гранди  (ЕрШо1а  аЛ  ТН.  Сеьат;  оеитге^ 
роз1ките9  А'Нпудем,  1отв  П.).  Варшавск1й  проФвссоръ  Грабннсшй  в-Ьсколько 
л*тъ  тому  назадъ  далъ  графическое  построение  касательвыхъ  къ  конической 
спирали  [АппаШ  Ле  таШтаНциез,  I.  XVI,  р.  167  е1  376). 


ПЕРВАЯ  ЭПОХА  35* 

средствомъ  ЛНН1И  двоякой  кривизны,  происходящей  отъ  пересЪче- 
Н1Я  прянаго  цилиндра,  ^  ии'Ьющаго  основашемъ  спираль,  съ  ко- 
н^еоиъ  вращен1Я,  ин^ющииъ  осью  образующую  цилиндра,  проходя- 
щую чбреиъ  начало  спирали. 

27.  Эти  два  построешя  основываются,  какъ  иы  видимъ,  на  сл^- 
дующихъ  двухъ  свойствахъ  винтообравныхъ  поверхностей^ — свой* 
ствахъ,  хотя  прямо  и  не  высказанныхъ  Паппомъ,  но  довазатель* 
ство  которыхъ  заключается  въ  его  теореиахъ  28  и  29. 

1)  Если  винтообразная  поверхность  пересечена  плоскост1ю,  про- 
ходящею черезъ  образующую  лин1Ю,  то  кривая  с:Ьчен1я  пролагает- 
сл  на  плоскость,  перпендикулярную  къ  осп  поверхности,  въ  вид'Ь 
квадратиксы  Динострата  "^). 

8)  Кон усъ  вращен1я,  им'Ьющхй  одну  и  ту  а&е  ось  съ  винтообраз- 
ною поверхност1Ю,  иересЬкаетъ  эту  поверхность  до  кривой  двоя* 
кой  кривизны,  проложеше  которой  на  плоскость  перпендикулярную 
къ  оси  есть  Архимедова  спираль. 

ОбЬ  теоремы  ведутъ  къ  поетроен1Ю  спирали  помощ1Ю  м^стъ  на 
поверхности,  подобно  указанному  Паппомъ  построешю  квадрат- 
рвксн. 

88.  Эти  изсл^^дован1я  кривыхъ  поверхностей  и  лин1й  двоякой 
криввзны  въ  прим'Ьнеши  къ  построенхю  плоскихъ  кривыхъ,  нахо- 
дяд|1я^  теперь  свое  м'Ьсто  въ  начертательной  геометрхи  и  соста- 
влдющЕя  отличительный  характеръ  школы  Монжа,  заслуживаютъ, 
какъ  мн^^  кажется,  чтобы  въ  сочиненш  Паппа  на  нихъ  было 
обращено  внимаше.  Они  могли  бы  привести  этого  геометра  къ  по- 
строешю касательныхъ  къ  спирали  и  квадратриксЬ^  для  этого  бы- 
ло бы  достаточно  зам'Ьчанхя,  что  касательныя  эти  суть  проложенхя 
касательныхъ  къ  кривымъ,  проведеннымъ  на  винтообразной  по- 
верхности, и  что  касательная  въ  точк^  пересЪченхя  двухъ  поверх- 
ностей есть  перееЬчен1е  касательныхъ  плоскостей  къ  поверхностямъ 
въ  этой  точк'Ь.  Этимъ  путемъ  очень  легко  получаются   всё  изв'Ь- 


*]  Если  сосущая  плоскость  не  будетъ  проходить  чрезъ  образующую  вин- 
тообразвой  поверхвоств,  а  будет-ь  проведева  провзвольво,  то  мы  нашли>  чт  > 
11  продожев1н  получится  или  удлавеввая,  или  ухорочеваая  квадратрвкса 
т*  е.,  говора  другиня  словами,  ковхояда. 


1 
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I 

ствыя  свойства  каеательтпеь  опирала  п  квадратривеы  '^). 
н8сл%дован1я  оовершеняо  въ  дух!;  ооврекенной  ва^кртм'епноА  ге* 
окетр1и;  но  едва  л  в'к|Н>лтно,  чтобы  повнан1я  древивхъ  о  кра* 
выхъ  поверхпостахъ  могли  простираться  так1»  далеко;  созгаительно 
дааве,  существовало  ли  во  времева  Паппа  достаточно  ясное  но- 
няпе  о  касатель»ой  плоскосто  кь  данной  точк'Ь  винтовой  по- 
верхности. 

29.  Вдумываясь  въ  сущность  ввшоириведеянагь  построен1й^  иа 
замгЬтимъ,  что  на  нвхъ  можно  смотр-Ьть,  кагь  на  нраетия  прило- 
жен&я  двухъ  общихъ  свособовъ  превращать  всяк1я  плоск1я  крц- 
ввя  въ  друпя,  сс^вершенво  съ  ними  различная,  лосредствонъ  вин- 
тообразной поверхности.  Помощхю  такдхъ  нреобразовашй  обиару^ 
жнваются  соотношетя  между  ностроен1ями  и  смйетвами  такихъ 
крввнхъ,  Боторця  оовндвмому  ничего  не  нм^Ьютъ  общаго,  кром'Ь 
одинаковой  формы  уравненхя  между  совершенно  разнородными  не- 
рем^^нными.  Таковы,  наприм^^ръ,  разнаго  наименовашя  спирали  по 
отношев1Ю  къ  тЬиъ  крнвымъ,  который  носятъ  то  же  на1(менован1е 
въ  обыкновенной  скстем^^  координатъ.  Шкоторыл  мысли  объ  этомъ 
я  изложу  въ  11рим'Ьчан1и  УШ. 

30.  Въ  сМатематическомъ  Собран1и»  находится  много  теоремъ., 
который  въ  наше  время  относятся  къ  теорхи  трансверсалей,  нгеж- 
ду  прочямъ  я  та  теорема,  которая  служить  основашемъ  этой  тс- 
орхн  и  которая  ааставляетъ  предполагать,  что  изящное  п  полез- 
ное ученге  о  трансверсаляхъ  употреблялось  уже  древними,  преиму- 
щественно въ  сочинен]лхъ,  относившихся  къ  геометрическому 
анализу. 

Ивъ  теоремъ,  относящихся  къ  теорш  трансверсалей  и  нзъ  ко- 
торыхъ  МН0Г1Я  им1^ютъ  предметомъ  гармоническут  пропорцхю,  мы: 
лриведемъ  н'Ькоторыя,  доказанный  въ  7-й  книг'Ь  и  назначенныя 
служитъ  леммами  для  понпманхя  поризмъ  Евклида. 

Теорема  129-я  говорить:  если  четыре  ликт  исходкть  ивь  од- 
ной точки,  то  оть  образуютъ  нп  сгькущей,   проееденпой    произ- 

^)  Оливье,  ороФбссоръ  въ  ёсок  Лея  аги  е1  тапи^асЫгея,  употрсблялъ  уже 
атотъ  саособъ  для  проведен1я  жасательвой  жъ  Архимедовой  спяралв.  {ВиНЫгн 
Ае  1а  ЗосШе  рЬНотаИдие  Ле  Раги,  апвёе  1833,  р.  22). 


еол»1го  #8  той  о/^  плоскости,  четыре  отр/ьзка^  йоторые  имгьют^ 
жжду  €о6ою  опреётлечпт  постояннее  ьшношенге^  кйкшобы  ни^ 
было  полйже/иш  спнущей.  Пусть  «I,  Ь,  с,  Л  будутъ  точки,  въ  кд- 
торнжъ  чешре  прямая  ветр^^чаются  съ  ярбйзвольною  с&вущёй,  и 

ее,  асГ,  Ьс^  М  четыре  отрЬзка:    отношей1в  -^^гз  остается  то  же, 

какова  би  на  была  с:Ькущая. 

Мн  посвящаемъ  этой  теореиЪ  весь  настоящ1й  парагрвфъ,  что- 
ба  обратить  на  нее  зсе  внимаи1е  вашихъ  читателей.  Теоремы  136, 
137,  110,  Н2  и  1(5  суть  или  частные  случаи,  или  предложешя 
обратныя  этой  главной  теоремы.  Изъ  того,  что  она  яовторена  у  Пан^ 
да  въ  столь  разлвчныхъ  видахъ,  сл'Ьдуетъ  предполагать,  что  для 
оорквхъ  Евклнда  она  им'кта  особенное  заачен1е.  Теперь  же  она 
остается  безъ  применен  1й. 

Справляясь  о  тЪхъ  новыгь  х^ометрахъ,  которые  употребляла  эту 
теорему,  мы  найдемъ,  что  Паскаль  въ  Ее$шроиг  1е8  сошциез  счн- 
таетъ  ее  главною  теоремою,  которою  онъ  пользовался  въ  своемъ 
ТгаНе  о  коническихъ  сЬченхяхъ;  далЬе,  что  Дезаргъ  принялъ  за 
осмвате  своей  теор1и  перспективы  {ёйШоп  Ле.  Во$8€,  1648,  р.  336) 
частинй  случай  этой  теоремы  (именно  137-ю  теорему  Паппа)  и  что 
Р.  Свмсонъ  докавалъ  эту  лемму  Паппа  я  пользовался  ею  для  до- 
вадательства  одного  предложешя  въ  ТгаИё  Лез  рогйтез,  Въ  по^ 
а'&днее  время  Вр1аяшонъ  упоминаетъ  объ  ней  въ  мемуар'Ь  о  лп- 
Н1яхъ  втораго  порядка  и  Понселе  приводитъ  ее  въ  Тгаиё  Ле$  рго- 
рпМе^  рп^ееН^ев  (стр.  12).  Но  оба  эти  искусные  геометра  не  д*- 
.шють  изъ  нея  никакаго  особаго  употреблен1Я  и  подробно  зани- 
яахпч^  только  частнымъ  с.1учаеиъ,  когда  четыре  лиши  образуютъ 
гармоняческ1й  пучекъ. 

Вел^Ьдств1е  этого  яамъ  кажется,  что  теорема  эта  недостаточно 
обратила  на  себя  вннман1е  геометровъ. 

Мы  дунаемъ  однако,  что  она  способна  въ  многочисленнымъ  при- 
ложея1ямъ  и  иожетъ  сд'Ьлаться  самою  полезною  и  богатою  сл'Ьд- 
СТВ1ЯМИ  теоремою  геометр1И.  Она  нграетъ  важную  роль  въ  нашихъ 
ярннцяпахъ  двойственяофтн  я  преобра80ван1я  фигуръ,  составляя 
основяое  начало  той  яхъ  стороны,  которая  касается  количествен- 
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ныхъ  соотношен1й.  Мы  буденъ  также  ею  пажьзоватьея  въ  этонъ 
сочшвгяуш;  поэтому  считаенъ  необходимвкъ  назвать  особацъ  ике- 
немъ  отношен1е  четорехъ  отр'Ьввовъ,  о  которомъ  вдЪсь  и  деть 
р'Ьчь.  Въ  частномъ  сдуча'Ь,  когда  это  отношен1е  равно  едаиицЪ, 
оно  получило  назваше  гармокическаю  отношен1я;  въ  общемъ  слу- 
ча'Ь  мы  будемъ  называть  его  ангармопачеснимь  отношенгемь^  или 
ангармоническою  функщею.  Такимъ  образомъ,  если  четыре  прямыя, 
ВНХ0ДЯЩ1Я  Н8Ъ  ОДНОЙ  ТОЧКИ,  иересЬчены  трансвереалью  въ  точвахъ 

а,  6,  г,  е/,  то  отношен1е-п:'т-1  будетъ  ангармоническая   функд1я 

четырехъ  точекъ  а,  Ь^  с.  Л, 

Теорема  Паппа  заключается  въ  томъ,  что  эта  ^упкцгя  еохра- 
няетъ  постоянно  одну  и  ту  же  величину,  каково  бы  ни  было  по- 
ложеш'е  трансверсали,  если  только  прямыя,  проходящ.1Я  черезъ 
одну,  точку,  остаются  1^  же.  Таково  прекрасное  свойство  ангармо- 
нической функщи  четырехъ  точекъ,  отличающее  ее  отъ  всякой 
другой  функц1н,  составленной  изъ  отр']^ковъ  между  четырьмя  точ- 
ками. 

Намъ  кажется,  что  ионят1е  объ  ангармонической  функцхи  долж- 
но привести  къ  значительному  уирош,ен1Ю  большинства  геометри- 
ческихъ  задачъ  и  что  оно,  гораздо  лучше  Птолемеевой  теоремы, 
можетъ  с.1ужить  основашемъ  теор1и  трансверсалей.  Съ  помощ1Ю 
его  получается  наглядное  доказательство  всЬхъ  нзв'Ьстныхъ  теоремъ 
о  систем*]^  прямыхъ  ЛИН1Й  и  выводится  много  новыхъ  теоремъ.  Осо- 
бенно будетъ  оно  полезно  въ  теор!и  коническихъ  с^чешй,  указывая 
связь  между  множествомъ  отдельно  стоящихъ  теоремъ  и  соотно- 
шен1й,  который  вс*]^  такимъ  образомъ  будутъ  приведены  къ  неболь- 
шому числу  основныхъ  предложен1й. 

Мы  нам']^рены  посвятить  теор1и  ангармоническаго  отношен1я  осо  • 
бое  сочиненге;  но  н'Ькоторыя  главныя  теоремы  и  въ  особенности 
другую  алгебраическую  форму,  въ  которой  можетъ  дредставллтьсл 
теорема  Паппа,  мы  сообщимъ  теперь  же,  п  для  этого  огсылаемъ 
читателей  къ  ПримЬчанхю  IX. 

31.  Возвращаемся  къ  Паппу.  Теорема  130-я  представляетъ  со- 
отношен1е  между  шестью  отр'Ьзками,  образуемыми  на  с1Ьк}щей  че- 
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тнрмн  сторонахи  и  Хвумя  д1агова1яхв  четяреугольнвка.    Теоре* 
»  187 «я  и  1(8-я  суть  часгаце  случая  136-й. 

Чертежъ  въ  сочинешя  Папяа,  представляющгй  четыре  сторон» 
и  двЪ  д1агоналн  четыреугольняка,  пересЬченнмя  траясверсалью, 
яожно  таяже  разснатривать,  какъ  тря  стороян  треугольника,  к!ь 
вершянамъ  котораго  нзъ  одной  точки  проведены  три  друг1я  пря- 
мил, дтв  шесть  пряинхъ  образуютъ  на  трансверсали  шесть  отр'Ьз- 
ковъ,  изъ  которыхъ  каждый  заключается  между  стороною  треу- 
пмгьника  и  одною  язъ  лин1й,  проведенныхъ  черезъ  вершины,  ле- 
жалая на  этой  сторонок.  При  такомъ  толкован!»  теорему  Палпа 
легво  выразить  словами  и  удержать  въ  памяти:  она  заключается 
въ  тонъ,  что  проиаеедвиге  трехъ  отртковъ^  не  имгьющихь  об- 
ЩУП  копеиныхъ  точйкг^  равно  произведенгю  трехъ  остальныхь\ 
это  соотношенхе  сходно  оъ  тЬмъ,  которое  составляетъ  Птолемееву 
теореяу.  Разсматриваемая  съ  этой  точки  зр'Ьн1я,  теорема  Папла 
мохетъ  быть  употребляема  для  доказательства,  что  три  лин1и,  из- 
вктиымъ  образохъ  проведенный  черезъ  вершины  треугольника, 
проходатъ  черезъ  одну  и  туже  точку;  подобно  тому,  какъ  употреб- 
ляется Птолемеева  теорема  для  доказательства,  что  три  точки,  рас* 
полояюнныя  нзв^Ьстнымъ  образомъ  на  сторонахъ  треугольника, 
лежать  на  одной  прямой. 

Теорема  131-я  показываетъ,  что  въ  каждомь  метыреуюльниюь 
(Иагональ  д1ьлится  гармонически  другою  диагональю  и  лишею,  со- 
едшииощею  точки  пересгьиешн  противоположныхъ  сторонь, 

Въ  •  преддожен1и  132-мъ  разсматривается  особый  случай  этой  те- 
орехы,  которая  сама  есть  опять  сл']&дств1е  общей  130-й  теоремы. 
Теоремы  Шу  138,  111  и  143  суть  или  обратныя  предложенгя, 
нлн  частные  случаи  теоремы  139-й,  въ  которой  доказывается,  что 
если  шесть  веригинь  шестиуголытка  лежать  по  три  на  двухъ 
пря.чыхъ  лишяхъ,  то  точки  ^герес/ьчетя  противоположныхъ  сторонь 
лежать  на  одной  прямой.  Это  предложенхе  замечательно  не  толь- 
ко саяо  по  себе,  но  и  потому,  что  на  него  можно  смотреть,  какъ 
на  первый  шагъ  къ  знаменитой  теореме  Паскаля  о  шестиугольни- 
ке, вписанномъ  въ  коническое  сеченхе.  Вместо  системы  двухъ  пря- 
мыхъ,  въ  которую  Паппъ  вписнвае1"ь  шестпугольникъ,  въ  теоремй 


а^шмя  входят?»  цепкое  бц  !Г0  т  (^нлркя^э^^сцре^чев!^^^}.  Прц^ 
веденная  выше  130-я  Т0Ч[>№1Ц1^  ддпус«|^^1РЬ  прдобн^е  «^  ^б4^6я<^]^^ 
вд  которое  мц  укмеап^,  В|<м'Д1^  (»УАМ^-  годоррть  ю  Дев«рт^. 

Э>  цр€|ДЦС40В1Ц  Папд'Ь  щ^родит^,  тп  обобщу!?  адкой  пори- 
змц  $;р№10д»,  цр^краевую  т^орецу  о  Бвд(Ш8м1^та1Н  многоугошв»- 
ка,  ртор^цц  козЕ<^рв|ГО  црадодять  ^ердаъ  то^щ  дежапця  н^  <^А11ай 
11ря1И^й,  ^огд^  верщцАН  его,  за  и^№чен1§11Ъ  одрой,  перемФщаюФ^ 
сд  по  цроавводьнЕ^иъ  црямци!!».  Эта  теорема  пфдушда  п*^  посд^^д,- 
немъ  стод^Ьтш  н^|вотору|э  иав'Ьстность,  Одагод|^рд  щ^вому  обобщен 
щюэ  данцому  е^  Щвдор^09М'ь  ц  Брафценрцдж^ъ,  в  б^даг^дАфя 
сопернвюству,  которое  она  возбудив  иезцду  этвми  эан'ЬиФед^вы* 
М1  геометрами.  Понселе  вновь  взсд^Ьдовадъ  этотъ  цредмет:ь  съ 
полнотою  в  ясност1Юр  составдяющиии  принаддедшость  его  у«шна- 
го  труда:  ТгаШ  (1еб  ргортШ  рго;еа{ье^  (1е  [щиг^в  (отд.  4,  гд.  II 
и  Ш). 

32.  Мы  должны  упомянуть  еще  объ  одномъ  изсл'Ьдован1и,  кото 
рое,  подобно  предыдущимъ,  относится  въ  теор1И  трансверсадей;  это 
знаменитая  задача  аЛ  1ге^  аШ  р1иге8  Нпеа^^  о  которой  Паш11»  го- 
воритъ,  вакъ  о  вамн'Ь  преткновен1я  для  древнцхъ,  и  которая  обя- 
зана новою  изв'Ьстност1Ю  Декарту,  сделавшему  изъ  нея  первое 
приложен1е  своей  геометрхн.  Задача  эта  состовтъ  въ  томъ,    чтоби 


^)  139-я  теорема  Папаа,  выражающая  въ  вышеориведенвой  Фор||1Ь  свойство 
шестиугольника,  вписаниаго  между  двумя  прямыми,  можетъ  быть  разснатри- 
ваема  съ  лной  точки  арфв1я,  и  тогда  ивъ  иея  ороистекаетъ  другое  аамФчатдль- 
нов  орбдложев1в,  Еыведенвое  въ  оервый  разъ  Сиисоноиъ»  какъ  одна  изъ  во- 
ризмъ  Евклида;  къ  этому  предложешю  относятся  слова  Папаа:  Оиой  каес  а(1 
АаШт  рипсЫт  \>егди.  Оно  заключается  въ  слФдующемъ.  «Вели  возьмемъ  в  а 
плоскости  дв1Ь  веподвижвыя  точки  и  уголъ»  вершина  котораго  лежитъ  ва  ли- 
в1и,  соедивяющей  эти  точки,  потомъ  буденъ  изъ  каждой  точки  некоторой  дав- 
ной  прямой  проводить  лия1и  къ  двунъ  неподвижвынъ  точкаиъ,  то  каждая  па- 
ра  втихъ  линШ  будетъ  перес^ккаться  съ  сторованм  даннаго  угла  еоотвФтствев- 
но  въ  двукъ  точкахъ,  прнчемъ  прямыя»  совднаяющ1я  эти  точки»  цройдутъ  че* 
резъ  одну  и  ту  же  точку.»  [81Гмоп,  Ае  Роп'^тШЬш,  предл.  31).  Мы  упоми- 
иаеиъ  объ  этой  теорем'Ь,  потомучто  она  будетъ  нужна  намъ  впосл'6дств1и. 
Подобная  теорема  въ  оространств*!},  до  сихъ  поръ  еще  вик'бмъ  не  указаннаа^ 
выводится,  какъ  естественное  сл^дств1е  нашего  принципа  преобразовав  1» 
«нгуръ. 


по  тке1цм^и.ц»  д^нннмь  пршмьцц^  щчти  ц^ц^р^^он^  М9^пк^ 
тти%,  цатт/^т  та  0мцгтн>.  чт(^  е^^и  ^^ъ  нт1^  т  датнл 

тми  углами,  то  п§т0т4^9Н1^  млкоторщое^^  и^  $тш^  т9рЛ  н^^ 
ходцтел  ф^  пй^тояищ0М1^  отнтиенЫ  ^'«  щ^ввеёЫ^  (^^пниищлцрь. 

Эт^  зам>{»>  додучрвщая  со  9|^е^а  Д^|Б«рга  н^юм»  тд^^^и 
Отна^  улм  оепых^м^  яд  соб&  гдубцн;  ооф^^мтт  Е^влша  и 
Лошовм.  0?|и  решили  т  Т1>Д{|К(1  дд«  т(ме»ъ  и  >1втнрех'Ь  оранм» 
о  наши,  что  въ  970мъ  ^уч^'Ь  ноиоцо^  гешетфвнбсяое  н^ото  ееть 
Еоническое  с^^чен1е;  отсюда  проистекаетъ  сл'Ьдукщ^  обздда  евов^ 
ствэ  втах!^  црвАцх^;  ^сда  ъъ  к^иачосом  с1^«еа1е  ютт'Ь  кааой- 
н|буд||  четцреу^одыш&ъ,  то  кроазвел^е  ра8стоян1й  каждой  точ- 
ка кравой  отъ  дауж1^  вротавоподожоыхъ  сторонг  находатод  въ  по^ 
сто]шво11Ъ  отн^шонщ  пъ  преи8вед9и|а)  разстоянШ  той  же  точа.и 
ип  двухъ  другахъ  сторона. 

Ны^онъ  дадф  чисто  геоиетрвче^ж^е  доаааательство  этой  пре- 
красной теоремы  и  съ  выгодою  удотребдддъ  ее  в^  Р^тс^р^а  ти- 
(кетаНеа  р/п1о$^Ыа€  пШигЫи.  Са^ч^вевш  о  ковичес&яхъ  сЬчовмхъ, 
11оан1вш1ася  веаор^  «осдЪ  дтого  аваиеватаго  сочинен1а  Ньютона, 
заниетвовадв  паъ  него  эту  теореиу,  др  не  иавлекдн  ввъ  неа  всЬхъ 
1фидо«ен1й,  к!ь  воторынъ  она  способна;  ноадн'Ье  она  вакъ  бы  со- 
вершенно нечезда  авъ  теории  коническнх'ь  с4чен1й  '?).  А  между 
гЬмъ,  по  нашему  мн'Ьн1Ю»  она  представлдетъ  самое  обш.ее  и  пло-* 
доввтое  свойство  эфнхъ  вр^^выкъ.  Достаточно  сказать,  что  изъ  нея, 
ка«ъ  прамыд  сд'Ьдств)а,  проиетеваютъ  сд'Ьдующ1я  теоремы:  вав'Ь- 
станй  мнстиче№1й  шестиугодьникъ  Паскаля,  теорема  Деварга  объ 


'')  Безоолезвоеть,  въ  которой  ц'Ьлые  вФка  оставалась  эта  освовЕГая  теорема» 
тогда  жать  кзъ  неа  могутъ  быть  выведеви  оотаа  всФ  свойства  коввческвхъ 
с(чев1а»  ■  веояачвтедьваа  важвость,  которая  до  санаго  аосдфдвяго  времевн 
оршввсывалась  орекрасяыиъ  теореаанъ  Дезарга  и  Паскаля,  оредставдяющвмъ. 
естествеввое  сл'6дств1е  предыдущей,  првводятъ  вамъ  ва  память  справедливое 
завФчав1е  Бальв:  «кажется,  что  вдев,  также  какъ  и  мы  самв,  вм^ютъ  время 
д^ктства  в  оервовачальвой  слабоств;»  ов'Ь  ве  ногутъ  выказаться  вполв^Ь  при 
еамовъ  ооявлеввв,  во  только  возрасту  в  вревевв  обявавы  бываютъ  своею  пло- 
ютворваю  СШЛ0Й.9  (Вш(иу:  Ии1ош  Не  /'<м/го«оо11в  то1/ете,  I.  II,  р.  60). 
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инволЁ)ц1и  шеств  точекъ;  постояннее  огш)1аей1е  между  провэведе- 
шемъ  ордвнать  п  11рри8веден{емъ  отр^Ьвкевъ  главной  осв;  преврао 
нал  теорема  Ньютона  объ  органическомъ  образован1и  конвчеаяхъ 
гЬчешй;  йавонецъ  еще  одна  теорема,  осяовавающаяся  на  аояят1в 
объ  йнмрмоническомб  отношен1н,  пвъ  которой  пронстекаетъ  мно- 
жество свойетвъ  коническвхъ  <ИЬчен1й.  Кстати  првбаввмъ  зд'Ьсь, 
что  эта  посл'Ьдняя  теорема  обладаетъ  сама  по  себ%  тавою  обпкно- 
СТ1Ю  я  тавъ  просто  довазявается  а  рггоп\  что  мы  предоолагаемъ 
принять  ее  за  основное  предложен1е  теор1и  ковическихъ  сЬченЕй 
(см.  11рнмЪчав1е  XV). 

38.  Считаемъ  ум'Ьстнымъ  сд-блать  зд^сь  еще  одно  необходимое 
зам'Ьчан1е;  оно  можетъ  служить  оправданхемъ  важности,  воторую 
мы  старались  придать  129-й  теореме  Паппа  и  понят! ю  объ  ангар- 
моннческомъ  отношеши.  Вс^  теоремы,  указавння  нами  въ  7-йкниг'Ь 
сМатематическаго  Собрав1я>,  между  прочинъ  теорема  о  ввдоиз- 
м'Ьнен1И  многоугольника,  теорема  а(!  уиаШог  Ипеав  и  мпопя  тер- 
ремы  (бъ  ИНВ0ЛЮЦ1И  шести  точскъ,  о  котормхъ  мы  тотчасъ  будемъ 
говорить;  вс^к  эти  теоремы,  отличающгяся  большою  общност1Ю  и 
важннмъ  значен1емъ  для  новейшей  геометр1и,  могутъ  быть  выве- 
дены изъ  одного  источника: —  изъ  одного  свойства  ангармониче- 
скаго  отношения  четырехъ  точекъ.  Такой  С1!особъ  ихъ  получен1я 
есть  вм'бстЬ  съ  гЬмъ  самый  простой,  потомучто  при  этомъ  не 
требуется,  можно  сказать,  никакого  доказательства. 

Прибавимъ  къ  этому  еще  сл-Ьдующее.  Узнавъ,  что  большая 
часть  леммъ  Паппа,  относящихся  по  всей  в'Ьроятности  къ  первой 
книг'Ь  поризмъ  Евклида,  можетъ  быть  выведена  изъ  одной  тео- 
ремы, о  которой  зд'Ьсь  идетъ  р-Ьчь,  мы  думаемъ,  что  эта  же  тео- 
рема будетъ  служить  ключемъ  ко  всей  первой  книг'Ь  поризмъ  п 
что  она  приведетъ  къ  разъяснен1ю  предложенхй,  оставленныхъ 
намъ  Паппомъ;  потомучто  во  всякой  теор1и  существуетъ  основ- 
ная истина,  пзъ  которой  вропстекаютъ  вс*]^  остальиыя.  И  въ  самомъ 
д-Ьл^Ь,  принлвъ  эту  теорему  за  точку  отправлешя  при  разъясиев1и 
поризмъ,  мы  получили  несколько  теоремъ,  воторыя,  какъ  наыъ 
кажется,  соотв'Ьтствуютъ  этого  рода  иредложен1ямъ. 

34.  Упомянемъ  еще  ивъ  7*й  книги  сМатематическаго  Ообра-- 
Н1ЯЭ  о  40  леммахъ,  относящихся  къ  сочинешю  Аполлон1я  Ле  Ле1€г^ 


ттаШ  ёесИопе  и  прйжм^^&ащихъ  ^ъ  но1гЬЯш11Мъ  теокетрвчес- 
имъ  учев1я«ъ.  Этя  леммн  представляюгь  соогаошевм  между 
отр^канв,  образуемами  в^ияюльввни  точками  на  одной  прямой. 

Оь  санаго  начала  нельзя,  скоро  понять,  въ  чемъ  завлпочается 
истинное  8наче1г1е  этнхъ  многочнсленнвхъ  предложейй  н  какое 
отцошев1е  ве^  они  вм^ютъ  въ  вопросу;  отъ  этого  понимаа1е  ихъ 
БначатЪ  затруднительно.  Но  при  в^воторонъ  вннмав1Н  мы  узнаемъ, 
что  они  относятся  къ  теор1в  ияеОАЮщи  шеств  точ^ъ,  теор1н, 
сюдаввой  Дезарговъ  и  принесшей  великую  пользу  новой  гвоме1|>1и. 
Эти  леммы  еще  не  содержатъ  въ  себ^  самаго  общаго  инволюц10н« 
ваго  соотиошен1я  между  шестью  точками  (кажется  даже,  древн1е 
вовсе  не  8на1Н  преобразеван1й  этого  общаго  отношен1я),  но  вред* 
стияяюггь  свойства  многихъ  соотношешй,  когория  теперь,  раз* 
сватриваются  какъ  частные  случаи  общаго  соотношея1я.  Тавъ,  въ 
теоренакъ  22,  29,  30,  32,  34,  35,  36  н  44  разсматрнвается  ивво- 
лющя  ияти  точекъ.  Он'Ь  относятся  къ  двумъ  спстемамъ  двухъ 
сопряжепныхъ  **}  точекъ  и  къ  ихъ  центру,  который  есть  такая 
точка,  что  произведен1е  разстоян1й  ея  огь  двухъ  первыхъ  точекъ 
равно  проязведетю  разстоян1й  ея  же  отъ  двухъ  другвхъ;  отсюда 
же  проистекаетъ  и  другое  соотношен1е  между  пятью  точками. 

Чтобы  получить  эти  предлижен1я  изъ  общаго  соотношен1Я  между 
лгестью  точками,^  достаточно  зам'Ьтить,  что  точка,  сопряженная 
пятой  точк^Ь,  т.  е.  центру,  находится  въ  безконечностн. 

Теоремы  37  и  36  им'Ьютъ  предметомъ  пнволюцхю  четырехъ  то- 
чекь^  именно  двухъ  сопряженняхъ,  одной  изъ  двойныхъ  и  центра. 

Теоремы  39  и  40  выражаютъ  свойство  инволющи  пяти  ючекъ: 
двухъ  парь  сопряженныхъ  точекъ  и  одиой  изъ  двойныхъ. 

Теоремы  41,  42,  43  иредставляютъ  соотношенхе  между  двумя 
парами  сопряженныхъ  точекъ  и  центрбмъ:  это  соотношен1е  новое 
и  по  форм^Ь  оно  отличается  отъ  изв^Ьстнаго  соотношен1я  между 
шестью  точками. 


^)  Чтобы  легче  попять  этв  за11'1Ьчав1я  объ  лемуахъ  Папиа,  сл'Ьдуетъ  про- 
честь Прми^чан1е  X,  въ  которомъ  мы  покаэываевъ  раэлячвыя  свойства  ияво* 
зттбишшто  соотиошен!я  шести  точекъ,  т.  е.  разлячвыи  преобразовании  н 
сяЛйстш  этого  соотпошев1я.  Танъ  же  объясвспо,  что  сл'Ьдуетъ  разуи'Ьть  оодъ 
сопрягъеаными  точкам»,  центромъ  я  двойными  точками. 


I 

! 

I 


а  исторяя  гкемгипи 

Дв^нюдюь  1!вире11ъ  45— -56-  еодеужагь  въ  еебЪ  тешке  общее 
соотвошев1е  ттм.1  л^умя  шраме  сохр1Яя^вн|1|хъ  точекъ,  цштро]»^ 
и  еще  кавдщьнябудь  тешой.  Теоремы  41 ,  .48  и  43  и^летытогь 
слЬлатюа  дредидущихъ,  какъ  бохЬе  общвхъ. 

Нак№еа1!1^«  теораш  61,  62  к  64  внраждють  оо^ю  любопытмое 
свойефво  яанболыпвхъ  н  ианменьшвхъ  по  отн«шен1ю  еъ  двум^ 
дсфамъ  совряжеямыхъ  точевъ  в  къ  двойной  точв'Ь;  это  евойство 
оостовтъ  въ  томъ»  что  отвошенк  вроваведавхй  равстоявШдвойвой 
точвв  отъ  еодряжеввмхъ  точекъ  есть  ваибольшее  вдв  вавмень- 
шее. 

Посредствомъ  весьма  врасиваго  построе[11я  Папвъ  даетъ  гоомет- 
рачеевое  выраяве&1е  этого  отвошев1я  в  говорить  только,  что  оно 
есть  ваябольшее  влв  ваниеньшее,  доказательство  все  ваюдвдось 
въ  самомъ  сочввев1в  АаоллоЕ1я.  Утрата  геометрячееваго  доказа- 
тельства въ  этой  задач*]^  о  наябольшв)Съ  и  наивеиьшвхъ  велвчпвавъ» 
вътомъ  ввд'Ь,  вавъ  ово  бнло  даво  самимв  древвямв,  естьвстввван 
для  васъ  аотеря;  хотя  ово  в  для  воваго  авалвза  не  представляет!^ 
ввваквхъ  8атрудвен1й.  Этотъ  воаросъ  билъ  одввмъ  взъ  первухъ. 
иослужившвхъ  Фермату  вриложен1еяъ  его  оревосходваго  способа 
(/«  тахтй  е(  тттг^.  {Орега  таЛетаНсйу  р.  67). 

35.  Намъ  кажется,  что  предложеявий  вамв  раэборт  48  леммъ 
Папва  звавомвтъ  съ  вхъ  общвмъ  характеромъ  и  можетъ  облегчать 
ихъ  повимав1е.  Мы  ввднмъ,  что  едва  и  та  же  теорема  высвааы- 
вается  обнвяовевво  во  многяхъ  отд'Ьльвыхъ  предложепЁяхъ,  в  это 
заввсвтъ  едввствевво  отъ  того,  что  разлвчные  способы  выражен1л 
предложен^  соотв'Ьтствуютъ  особыиъ  чертежамъ,  различающимся 
между  собою  только  положен1емъ  разсматрвваемыхъ  точекъ.  Это 
раздичю  въ  отвосвтельномъ  положенш  давныхъ  в  исвомыхъ  то- 
чекъ послужило  поводомъ'къ  самому  названш  сочвие&1я  Аполло*^ 
в1я:  Ле  $ес(юпе  Ле1егтгпа1а\  разнк№  же  случаи,  предстаа1лющ1еся 
прв  разлвчномъ  положенхя  точекъ,  этотъ  геометръ,  а  за  вимъ  и 
Паппъ,  обозначали  иненемъ  етг^тау^ха  *'). 

*>)  Тамво  11В'Ьв1е  Гдллеа  ■  Р.  Скмсояа.  Учевый  Комнавдивъ  ве  могъ  (шред'1>* 
лвть  8вачев1а  этого  слова»  уаотребляемаго  въ  н1)Еоторыхъ  теореиахъ  Авол- 
лов1я  (СоВеси  шаШ.  стр.  296  въ  изд.  1660  г.).  Слово  ^уа](01,  встр'Ьчаюо^е- 
еся  также  у  Папаа,  употреблялось,  вакъ  кажется,  Аполлов1емъ  для  обозвачс- 
в1а  теоремъ,  отвосящвхся  къ  тахШа  и  тШта^ 
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Одв#  118ъ  важгЬйшвхъ  пренирцеста!»  новМшей  гео»ет1>1и  пе- 
редо древвей  вилючмтея  в^  тсмсь,  что  ока,  бмгодаря  употреблю* 
вш  нооошвтелышяъ  н  от1П1Ц»1ельныгь  количества,  обнвмаегь  бъ 
Фолл  варахен1Я  иЛ  особае  случая  теорвыв,  Еаковп  бы  ян  бы- 
ли агеосите^вляя  оолоаевЕя  частей  фапгуры.  Тмиыъ  ^бравоаль  въ 
нааояо1|ее  время  девять  главеахъ  аадачъ,  ссставлявшияъ  вм^^етЬ 
сь  вхъмногочвсленныии  частностями  83  теоремы  въ  двухъ  кнвтаиъ 
(1е  аНктв  Ле1егттшШ,  нредотавляютъ  одн;/  вадачу,  раэр^ЬшаеI^сую 
вояощпэ  толлко  одной  формулы. 

Мяопе  висавшве  о  геомтряческомъ  анали^Ь  древяяяъ  ваняма- 
лиеь  о§чявеп1емъ  Ле  нсИопе  АфкгтгпШа^  часТ1ю  пятая^ь  вполн*]^ 
вооетаяоввтъ  об'Ь  княгн,  чаетхю  разрешая  отдфлмыя  задаче.  Та* 
К0В17  въ  XVII  столЪт1я:  Снелл1й,  Александръ  Авдерсояъ,  Маряни, 
ГеплI^кя;  къ  концу  тогб  же  стол^т1я:  Рожеръ  Ввятнмялья,  Гуго 
ОяершЕъ;  аотомъ  Р.  Сямсонъ  въ  оставшемся  посл^^  него  труд% 
О^а  гек^а  1776  г.  и  около  того  же  времени  Джтаннини  въ 
Ор1иеи1а  таАетшИса. 

Въ  песл'Ьднеежремя  Лесли  воевятялъ  такаке  н'Ьсколько  страннцъ 
этой  задаче  въ  б€ате{г1^1  Апа1уш  (вн.  2,  теор.  10 — 18).Егонз- 
и^юванк  тксно  связано  съ  теоргею  инводиици  шести  точевъ  и 
рЬшенге,  какъ  кажется,  выведено  изъ  этой  теор1н.  Действительно, 
одно  новое  свойство  внволющн  прямо  привело  насъ  къ  простому 
а  обя|ему  построен!»  задача  Ле  вееНопе  с1е1^гтта^,  р']^шеи1ю,  ка- 
жется, отдичающемусл  огъ  вс^хъ  прежнихъ.  Та  же  теор1я  ведетъ 
къ  довазательству  изсл^дованнаго  Аполлон1емъ  случая  наиболь- 
шяхъ.  (См.  Прям'Ьчав]е  X). 

36.  Леммы  Паппа  къ  плоскимь  мп>стамъ  Аполлон1я  представ- 
ляють  также  н'Ьвоторыя  соотношен1я  между  отр^экани,  образуе* 
хинв  точками  промой  лив1ц;  но  эти  соотношен1Я  отличаются  отъ 
предыдущвхъ  и  не  могутъ  быть  выведены  изъ  общаго  выражен1я 
ИНВ01ЮЦШ  шести  точекъ.  Но  и  они  могутъ  быть  приведены  въ  одноЛ 
теореме,  выражающей  о^щее  свойство  четырехъ  точекъ,  располо- 
мевннхъ  произвольно  на\  прямой  линхи:  эта  теорема  есть  вторая 
обоци|  теорема  Стеварта  ^*;. 

**)  8отб  депега1  (Неогетз  о(  сотШтаЫе  иве  т  (Ле  ШдКег  раги   о[  п\а- 
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11редложен1я  123  и  124,  аредставляющ1я  соотношшхе  между  че- 
тирьмя  оровзвольними  точками  прямой  н  изв'Ьствымъ  обравомъ  взя- 
той пятой  точкой,  суть  очень  простыя  сд'Ьдотвхя  этой  теоремы. 

Оредложен1ями  125  и  126  внражаетсд  соомошен1е  между  че- 
тырьмя провзводьньшн  точкамв  прямой  и  легко  вид&ть,  что  это 
есть  ничто  иное,  какъ  въ  высшей  стеоени  простое  иреобразоваи1е 
той  же  теоремы. 

Четыре  предложен1Я  119—122,  котормя  вм'Ьст'Ь  съ  четырьмя  пре- 
дыдущими составляютъ  ъсЬ  восемь  леммъ  Паппа  къ  плоскимъ  м^с- 
тамъ  Адоллони,  относятся  къ  треугольнику;  весьма  замечательно^ 
что  эти  четыре  предложенхя,  повидимому  совершенно  отличный 
отъ  предыдущихъ  и  не  им'Ьюш;1Я  съ  ними  никакой  связи,  являют- 
ся опять  сл'Ьдств1Яни  той  же  теоремы  Стеварта. 

37.  Предпринявъ  возстановленге  поризмъ  Евклида  п  сочинешй 
Аполлонхя  ее  зесИопе  йе^егтггШа  и  Ле  1осг8  р1апй,  Р.  Симсоръ  до- 
казалъ  въ  отдельности  многочисленный  леммы,  относящ1яся  1р> 
этимъ  сочинен1ямъ.  Мы  видели  выше,  что  всЬ  эти  леммы  можно 
цривести  къ  немногимъ  предложен1ямъ  и  тЬмъ  значительно  облег- 
чить подобную  работу;  но  такого  рода  обобш;ен1е  не  было  еще  въ 
духе  геометр1и  во  время  Р.  Симеона  (съ  гЬхъ  поръ  прошло  около 
ста  л^тъ),  а  если  бы  и  было,  то  оно  не  соответствовало  бы  цели 
этого  искуснаго  и  глубокомыслеинаго  геометра,  решившагося  про- 
следить шагъ  за  шагомъ  каждое  слово  и  каждое  указан1е  Паппа. 

38.  Остальныя  леммы  7-й  книги  Математическаго  Собраи1Я,  ко- 
тория  мы  пройдемъ  молчан1емъ,  имеютъ  меньш1й  интересъ.  Это 
совершенно  отдельный  предложешя,  относящ1яся  къ  кругу,  треу- 
гольнику и  къ  коничсскимъ  сечен1ямъ,  и  не  представляющхя  ни- 
какой трудности.  Оне  назначены  дяя  пояснешя  сочииен1й:  (1е  гп- 
сНппИоп%Ьи8,  йе  1асИошЬи$  и  ос1о  кЬп  сошсогит  Аполлон1я  и  кЬг1 
(1ио  1о€Огит  аЛ  зирефсгет  Евклида. 

Изъ  лёммъ,  относящихся  къ  книге  4е  ШсИопгЬш ^  приведемъ  толь- 
ко следующую  задачу,  очень  просто  разрешенную  Паппомъ:  «чревъ 
три  данння  на  прямой  лиши  точки  провести  три   прямыя  такъ^ 


1кетаИс»,  ВсЬ'пЬиг^,  1'/46,  ш  8".— Мы  праведеиъ  эту  теорему  въ  ч  е  т  в  е  р  т  о  н 
3  00x1;,  когда  будем ь  говорить  о  СтевартФ. 
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чтобы  образующ1йся  изъ  ии1ъ  троугодышкъ  былъ  ваисанъ  въ  дан- 
номъ  круг^»  (теор.  117).  Теореыы  105,  107  и  108  суть  особые 
иучаж  этой  вадачв,  въ  которы&ъ  одна  изъ  трехъ  данныхъ  точекъ 
прещюлагаетсд  на  безконечнонъ  разстоян1и. 

Есдн  дредиодожвнъ,  что  вологенхе  трехъ  данныхъ  точекъ  со- 
вершенно  ороизвольно,  то  получим^  бол^е  общую  задачу,  знаке- 
нитую  н  по.ед  трудности,  и  ио  имевауъ  т4|хъ  геометровъ,  1РОТо« 
рые  ею  занимались,  и  въ  особенности  по  тому,  что  самое  общее 
и  простое  р'Ьшенге  ея  было  наддено  неаполитанс&имъ  шестнадца- 
тв.11тнимъ  юношею  Олтаяно  (Оиа]аш>).  (См.  Прим^чап1е  XI). 

Првведемъ  наконецъ  еще  238-ю  и  последнюю  лемму,  относя- 
щуюся къ  1ос1  ай  8ирег[тет  и  выражающую  свойство  директрисъ 
яо  вс:Ьхъ  трехъ  видахъ  коническихъ  с']^чен1й.  «Разстоян1я  каждой 
точки  Боническаго  сЪчен1я  отъ  фокуса  и  отъ  директрисы  нахо- 
дится въ  постоянномъ  отношении.  1>  Этой  прекрасной  теоремы  н'Ьтъ 
въ  коническихъ  сЬчешяхъ  Ааоллон1я. 

39.  Въ  8-й  книг'Ь  <1Математическаго  Собранхя:»  говорится  глав- 
нымъ  образомъ  о  машинахъ,  который  употреблялись  въ  практи- 
ческой мехаиик']^,  и  о  ирим'Ьнен1и  ихъ  къ  органическому  образо- 
вашю  кривыхъ  лин1Й.  Тутъ  же  встр'Ьчаются  различный  геометри- 
ческ1я  предложения;  изъ  нихъ  наиболее  зам']^чательпа  теорема  о 
центре  тяжести  треугольника,  которую  можно  выразить  такъ: 
сесли  три  гЬла,  пом^Ьщенныя  первоначально  въ  вершипахъ  треу- 
го1ьцика,  оставляютъ  ихъ  въ  одно  и  то  же  время  и  движутся  въ 
олномъ  и  томъже  направлен1Ц  по  сторонамъ  треугольника  съ  ско^ 
ростями  пропорциональными  длин'Ь  соотв'Ьтствующихъ  сторонъ,  то 
центръ  тяжести  остается  непзм'Ьннымъ]». 

НовМш1е  геометры  распространили  эту  теорему  на  вснк1й  мно- 
гоугольнакъ,  плосшй  или  косой.  Въ  издавхи  ВёсгеиИот  тШкёти- 
И^ие$  Л'Охапат  Монтук^а  доказалъ  ее  при  помощи  механическихъ 
соображен1й  п  думалъ,  что  чисто  геометрическое  р^^шенхе  пред- 
ставляетъ  значительный  трудности.  Р-Ьшенхе,  данное  Паппомъ, 
основывается  на  знаменитой  Птоломеевой  теорем*  объ  отр'Ьзкагь, 
образуемыхъ  с']^кущею  на  трехъ  сторонахъ  треугольника.  Паппъ 
лрн  доказательств'Ь  считаетъ  эту  п ос л-Ьднюю  теорему  изв-Ьстною  и 
потомъ,  поздн-Ье.  доказываетъ  ее. 
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40.  Теорема  14*я  той  :&е  кнйГй  до€*гавляегь  очейь  11|юстое  р'Ь* 
Ш€й1е  задачи:  €П0  даннияъ  двум!»  са1гря«ейн1Гмъ  ^^аМтрАмъ 
э.тлпса  опред'Ьлпть  величину  н  папрмлтье  Главным  осб^И».  ПатФ 
даетъ  построен1е  этой  задачи,  яо  безъ  д01сазательсТва.  ДоМазаФель^ 
стао  было  воэстановлено  ЭйлероАгь,  которЕ^  ио&азал!»  вромЪтого 
много  другихъ  р*шея1й  той  же  задапи  (N0^  СотшеШагн  РЫго-^ 
ро1.\.  Ш.  1750—1751).  ДруНе  геометры  р*гпали  ту  же  зада'|у  ра^ь 
личными  способами. 

Р^шивъ  соответствующую  задачу  въ  простраяств*,  т.  е.  задачу 
объ  нахожден1Я  главныхъ  осей  эллипсоида  по  тремъ  давнымъ  со* 
пряженнымъ  д)а^етрамъ,  мы  изъ  нея  извлекли  новое  яостроепхе 
осе*  эллипса,  которое,  кажется,  превосходитъ  всЬ  степени  про- 
стоты, уже  достигнутня  во  многлхъ  прежннхъ  р4шен1яхъ  *^).  Во- 
обще при  Езучен1и  геометр1й  мы  часто  им'Ьемъ  случай  зам1(тнть, 
что  рЬшеН1Я  плоской  геометр1и,  им^ющхя  себА  еоотв'Ьтственныя  въ 
пространств'^,  всегда  бываютъ  самыя  общ1Я  и  простыя.  Этотъ 
принципъ  можетъ  до  пзв^^стной  степени  служить  пепыташемъ  н 
признакомъ  того,  достигли  ля  мы  всевозможной  общности  и  пол- 
ноты решен]я;  или,  другими  словами,  попали  ли  на  на  тотъ  спо* 
собъ,  или  путь,  который  прямо  соотв'ЬтствуеП,  вопросу. 

11ри6авленге,  Первое  преддожеше  11Г-й  книги  сХетематичеекаго 
СоФран1М1>  Паппаесть  общее  свойство  треугольпиковъ,  которое  авторъ 
представляетъ,  какъ  обобщеше  теоремы  о  квядратЪ  гипотенузы  прямо- 
угольнаго  треугольника.  До  сихъ  поръ  еще  пе  было  замечено,  что  это 
предложеше  есть  нпчто  иное,  только  въ  другой  Форх1&,  какъ  свойство 
параллелограммовъ,  которое  составляетъ  въ  иеханнк'Ьосновашетеор1П 
моменшовь\  это  свойство  быю  открыто  только  въ  начал1^  посл1&1- 
няго  стол'6т1я  Вароньононъ,  который  представьлъ  его  также  какь 
«н4что  подобное  17-теорем'Ь  первой  книги  элементовъ  Евклида  (тео- 
реи1^  о  квадрат]^  гипотенузы)»  и  изложилъ  его  такимъ  образояъ: 


^')  Пусть  о  будетъ  цептръ  эллипса,  оа  и  оЬ  половиоы  давныхъ  сопряжен- 
ныхъ  д1а)1етровъ;  черезъ  а  провсдемъ  перпеидикуляръ  къ  оЬ  и  отложииъ  аа 
неиъ  отр'1зки  ае  и  ае^,  равные  оЬ\  потоиъ  проведемъ  прямыя  ое  п  ое,:  глав- 
выя  оси  эллипса  д^лятъ  уголъ  между  этими  пряными  и  уголь  дополаятель- 
ный  пополамъ;  большвя  ось  равна  полусумм'Ь  дтихъ  пряиыхъ,  а  малая— ихъ 
полуразноств. 
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Бели  надвухг  смежныхъ  сторонахъ  параллелограмма  и  па 
д^шоналщ  выходящей  иеъ  тон  же  еера$ипы,  построимъ  три 
треугольника,  имп»ющге  общую  вершину  въ  какой  нибудь  точ* 
жл  ёь  плоскости  фигуры,  то  сумма^или  ра.тостл^де)Хь  пер- 
9ыхъ  треугольникоеъ  будетъ^  равна  третьему  треуюльнику. 
(См.  Мётоггев  Ле  1'АеаАётге  йез  8с(епсе8  йе  Раггв,  аппбв  1719). 
Еще  задо1Гб  до  этого  времени  Вариньонъ  доказа1Ъ  и   употреб- 
лялъ  въ  мехапикЪ  теорему  о  паралледограмм']^    оченьмзв'Ьстную въ 
иов^йшеМ  геометрии  и  которая  въсущиостя  есть  то  же,  что  иредыдущам, 
только  шъ  другомъ  ВНД1&;  яменно:  Если  дет  смвжпыл   стороны 
параллелограмма  и  дгагональ, выходящую  иаь  той  же  вершины 
проложимъ  на  какую  нибудь  прямую,  то  проэкц^я  д1агонали 
буреть  равна  суммгъ,  или  раености,  проэкц{й  стороиъ   (См. 
Рго^е1  Л'ипе  поию^Не  Мёсипг^ие^  1П-4',  1687,  р.  189). 
41.  Въ  предисловии    къ  7-й  книгЬ  <гМатеиат^чесБаго  Собран1ЯФ 
находится  ясное  опрел'ЬлеЯ1е  анализа  и  синтеза,  не  оставляющее 
никакого  С0]1ц1Ьн1Я  относительно  точнаго  и  опред'Ьленнаго  харак-  • 
тера  этвхъ  двухъ  методовъ;  гЬмъ  бол^Ье,  что  Паппъ  въ  этой  кни1^  > 
даегь  часто  примири  того  и  другаго  въ  приI1^Ьнен^и   къ  одной  и 
той  же  задаче 

Посл'Ъ  этого  опред'Ьленхя  Паппъ  перечисляетъ  сочинен1я  о  (осив 
тевЫШв^  по  собственному   вырая№н!и>  древнихъ.  Эти&къ  именемъ 
обозначались  14  преднеты,  которые  должевгъ    былъ  знать   всякий, 
кто  желалъ  ун-ЬТь  разрешать  задачи.  Эти  сочинен1я  большею  ча* 
стш  ОТНОСИЛИСЬ  къ  геовгетри  чес  кому  анализу  и  вотъ,  по  указан1ю 
Оаппа,    заглав1и    ихъ:  одна  книга  Оа^а    Евклида;  дв'Ь  книги    Ае 
^есНоае  гаЫопгв^  двЬ  книги  Ле  весИопе  враШ  и  дв-]^  книги   (к  1ас- 
ЛпЛиж  АаоллоН1я;  три*  книги    Роп'втаСа   Евк-^ида^  дв'Ь  книги  с1е 
(асИпаНопе,  дв'Ь  книги  Ле  1осг$  р1атз  и  восемь  книгъ  €отга  Аяол- 
лон1я;  пять  вябгь  ее  1осг$  во1Шв  древннго  Аристея;  двЬ  книги  с1е  : 
1огц  аЛ  9ирег(кгет  Евклида;  двЬ  книги  Ае  шейЫ  гаНопе  Эрагосеена. 
Къ  этому  перечню  должно  еще  присоединить  дв*  книги  Ф'  вРсЛо* 
я?  (1е!егтг'паТи  Аполлон1Я,  о  котормхъ  Паппъ   говоритъ  позднЬе. 
Изъ  всЬхъ  этвхъ  сочинен1й  до  насъ  дошли  только  Оа^а  Евклида, 
^«ь  княгъ  Сопгса  н  послЬдв1й  отд^л  ,  каиги  Ле   ^шсИо1^^^4фгтЛ' 
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пй{а  АЛ0ЛЛ0Н1Я.  Остальная,  на  оснавангн  то!^,  что  о  нлхъ  1Ч>воратъ 
Пяппъ.  бкглп  возотаповлены  в>  духЬ  древяостя  разлнчняхя  гео- 
метрами XVI  и  XVII  стол-кти!. 

42.  Любови  къ  пеометрг^дрр^ипхъ,  около  в'{^Еа  тому  яавадъ такъ 
мноро  епоеабгтпивавшАл  въ  возвмшешю  м&тевгатвческихъ  наукъ, 
особенно  в«  оточ^^в1>  Нкютона,  съ  тЪхъаор^»  зоачтельво  умепыпи- 
ласьн^быть  моа№тъ,исче8.т  бм  совсЬмъ^еслябы  еД  не  оставались  в1^рпи 
втальяпск1е геометры. Мыобяванивъ  нап1е время Фергол11И учемикамъ 
его  Бруно,  Флатти  и  Скорца  важными  сочинен1ямио  геометрвческомъ 
анаштЬ  древнихъ,  который  возстановлеиъ  ими  въ  нервояачадьной  чи- 
стот'Ь.  Тв(1рен1я  древнихъ  объ  этомъ  оредм«т1&,  навваика  которнхъ 
им  только  что  выписали  у  Паппа^  составляли  двпалнепйя  къ  гео- 
метртп,  которыя  безъ  соннЬпгя  ускорили  бы  двикеше  науки  если- 
бы  сохранились  въ  полнот'^1  до  времени  воагрождея1Я  наукъ.  Вь  но- 
в1^йшей  геометр!»  вбпсе  н'Ьтъ  полобныгь  допвлненш  и  мн^  чув- 
ствуемъ.  что  во^дстаге  значительнихъ  усп'Ьховъ  н  усовершен* 
ствован1й  въ  этоЛ  наукЪ^  эти  дополнен1а  должны  бк  4)СНовыват||- 
ся  на  совершеяно  иныхъ  началахъ^  а.  но  на  начадахъ  греческой 
школы.  Они  должны  бы  прежде  всего  носить  на  ^бЬ  отпечатояъ 
простоты  и  общности,  которыя  составляютъ  главный  хдрактеръ 
новой  геометр1Я. 

43.  Почти  въ  одно  время  еъ.Паппомъ  жилъ  еще  геометрт.  Ое* 
ренъ,  который  пр1обр^лъ  ееб^^  н'Ьвоторую  азв'Ьстяость  сочмяев&еиъ 
о  елнчвчш  цилиндра  и  коиуоа  въ  двухъ  княгахь  *^);  въ  яеиъ  онъ 
доказалъ,  вопреки  мн'Ьнгю  бодьшинства  геометровъ  своего.  1фененн. 
тождество  эллипсонь.  иолучаемыхъ  отъ  иерес'Ьчен1я  косыхъ  кону* 
совъи  цнлиндровъ  съ  круглыми  основаи1ями. 

Въ  первой  книгЬ  сл'Ьдуетъ  особенно  заметать  дв'Ь  задачи,  лото- 
мучто  /р'Ьтев{е  ихъ  такъ  просто  я  красиво,  что  лучшаго  нельац 
и  желать:  о;косой  конуоъ  съ  круглыиъ  осцрв^нгемъ  аересЬчеаъ,  по 
эллипсу:  требуется  провести  чрезъ  втотъ  а.'слипсъ  цй1индръ,  осно- 
ваа1емъ  котораго  былъ  бы  также,  кругъ,  лежащей  въ  одной  плоско- 
сти съ  основан1емъ  конуса»  (теор.  20).  И  обратно:  «данъ  цылдидрь, 
перес'Ьченимй  но  эллипсу  и  т.  д.*  (теор.  21/. 

*♦]  Га  л  лей  иапеяаталъ  об*  эти  книги  ва  гремвсвотиъ  я  на  латинсюяъ    яа«- 
каль,  какь  вст\п.10Н10  къ  его  и.)лан1н)  коянпегкихъ  с*пен1й  >4поллпя1я. 


ч 

Серенъ,  иодобяо  Аполлон)»,   преди(>ля!аетъ,  что  (гЬкущая   пло- 

т 

скость  перпендикулярна  къ  осевому  треугольнику  конуса;  шыЬ- 
тшъ  здЪсь.  что  съ  дТйхъ  поръ  до  новаго  вреиевн  мы  не  всгр-Ь- 
<1аемъ  боЛ'1Ье  ни  одного  сочивенЫ  о  концчвсЕихъ  с:ЬчбН1ягь^  а  по 
тому  мы  д(Ажнн  предположить,  что  древи]е  получали  эти  нрив«я 
толь»)  такииъ  чаетнымъ  сиособоиъ,  т.  е.  0осредство«ъ  плоскостей 
оерсендикуляриыхъ  къ  осевому  треугольнику;  вопроса  яое  о  кря- 
юхъ,  иолучаемыхъ  при  какоз1%  пибудь  пропзвольномъсЬченш/они 
не  ввсл'Ьловали,  или  по  кравней  И'Ьр^^  не  ра^'Ьшйля.  Можетъ-бмть 
тпъ  вопросъ  представлялъ  ниъ  таыя  трудиоств,  яоб'Ьдпть  кото- 
рые удалось  только  нови1гь  геометрамъ.  Мы  увидамъ,  что  честь 
этого  важнаго  шат  въ  теор4и  конпческихъ  с4$чва1й  аринадлежитъ 
прежде  всЬхъ  Деааргу,  за  которымъ  сл'Ьдов'алн  Паска.1ь  и  потомъ 
Ди^Лагяръ. 

Саерхъ  того  мы  должны  замшить,  что  самы:й  в<нвусъ  съ  круг- 
.Ш1ъ  основав1емъ,  на  которомъ  древв1е  паиучалв  коничеёвхи  сЬ- 
четя  во  всемъ  остальпомг  быдъ  для  нихъ  чуждъ,  такъ  что  кро- 
1гЬ  неоремъ  объ  его  с4|Ч0Н1ях'Ь  они  не  знали  ни  одного  свойства 
его.  Только  въ  последнее  время  стали  заниматься  этимъ  вопросомъ, 
предстаазяющимъ  новое  поле  для  изыскавши. 

44.  Дкпслеоъ,  изобретатель  циссоиды,  которою  онъ  пользовался 
хля  «остроетя  дв^хъ  среднйхъ  пропорц1ональныхъ,  жилъ  около 
в*ка  Посл%  Папва.  Мы  «1№бмъ  данао©  имъ  посредствомъ  коияче* 
сквгь  сЬчетЁ  р-Ьшёвте  трудной  задачи  о  радд1Ьлен1и  шара  плоско - 
^1)  въ  данномъ  ютвопгепш^  задачи,  иас.гЬдован1емъ  которой  за^ 
ввxа^ся  Архимедъ,  не  оставявш1й  однако.  об1ущанпаго  ностроев1я. 
Тагь  вакъ  эта  задача  вавяситъ  отъ  уравнев1я  третьей' степени  и 
еЛдовательно  можетъ  быть  построена  только  восредствомъ  вони- 
яеекяхъ  с'1Мешй,  яля  кривыхъ  выС1паго  порядна,  го  весьма  в^роят^* 
>о.  что  Ар)сиагедъ,  всегда  уиотреблявиШй  для  р-Ьшени  тол«>ко  цвр- 
^дь  и  линейку «  не  захот-Ьлъ  продолжать  этого  нзсл'Ьдован1я,  хо- 
тл   и  об-Ьщалъ    дать    р'Ьтен1е*').  ПосТроенхе  Дшклеса    передано 


^  Эта  задача  заклк^чается  гъ  5-яъ  аре^длЪжекШ  втьръй  квяги' о  шяр'Ь   ■ 
чияпш лр-ь.    Ова  гтслужяла    Пуппсо    гга*оДАМ*ъ  къ  |1Втв111^(^1Гб<иу  :)як11чан1н)» 
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ванъ  Ёвтоц1емъ  въ  его    коммеитар1'Ь    на  вторую  книгу  Архимеда 
о  шар'Ь  и  цилиндр'Ь. 

45.  Около  средины  V  стол']^т1Я  математикою  занямаюя  знамени- 
тый философъ  Проклъ,  представитель  древней  Платоновой  школы 
въ  Аеинахъ,  и  своими  сочияен1ями  и  поучен1ями  имЪЛ» существен- 
ное вл1ян1е  на  иоддержан1е  значен1я  этой  науки  -  еще  на  некото- 
рое время. 

Отъ  этого  геометра  намъ  остался  только  комнентар1Й  къ  пер- 
вой книгЬ  Евклида,  въ  которомъ  заклю<1аю1ч;я  весьма  любопытныя 
орим'Ьчан1я,  относя  щ1яся  къ  йстор1и  и  метафизик'Ь  геонетрхи. 
Зд'Ьсь  находимъ  мы  черчен1е  эллипса  посредствомъ  непрерывнаго 
движен1Я  точки,  лежащей  на  примой  лии1и,  концы  которой  сколь- 
зя1*ъ  по  сторонамъ  даннаго  угла  *^). 

Нзъ  фиюсофовъ,  сл'Ьдовавшихъ  за  Прокюмъ    и    принадлежав- 

гаихъ  къ  его  школ'Ь,  мы  упоиннемъ  о  тЬхъ,  которые  оказали  ка- 

к1я  н^ибудь    услуги  геометр1й;    воперныхъ  о  Марин'Ь    издавшемъ 

предислов1е,  или  введенЁе,  къ  книН    ЬаЬа  Евклида,  гд-Ь  онъ  ука- 

зываетъ  свойства  и  ириложен1я    этихъ  теоремъ;  потомъ  объ  Яси- 

дор'Ь  Милетскомъ,  который  быль  одинаково  св^Ьдущъ  въ  геометр1И, 
механик*!^  и  сгроительномъ  искуств-Ь;   онъ   изобр'Ьлъ    инструментъ 

ддл  непрерывнаго  черчен1н  параболы,  при  помощи  которой  р'Ьшилъ 

задачу  о  удвоеи1И  куба.  Вм'ЬстЬ  съ  построенгемъ  эллипса, '  которое 

^»било   найдено    [1рок.1омъ,  это  первые  примеры  органическаго  об- 

ра:юван1я  коническихъ  с1>чен1й,  сд'Ьланшагося  предметомъ  особаго 

изучев1я  у  новыхъ    геомегровъ.    Инструментъ    этотъ»  по  словамъ 

Евтод1я,  походилъ  на  греческую  букву  ^. 

Евтощй  (около  450г.],ученокъ  Исидора,  оставилъ  намъ  коммента- 

р1И  КЪ  коническимъ  с'Ьченгямъ  Аполлон1я  и  къ  Н'Ькоторынъ  кыигамъ 

Архимеда.  Комментарий  его  ко  второй  книг1Ь  о  шау\ь  и  цилнчдр^ь  амЪ- 

етъ  особенную  важность  для  истор1и  науки,    иогомучто    въ   неиъ 


ваюдящеиуся  въ  СоттеЫшге  ее  РеугагЛ,  лиг  1её  оеиюгел  ё^АгШтЫе  (стр. 
4^2)  ■  въ  которомъ  показано  геоиетрвческое  авачев1е  корвей,  ве  относящих- 
СИ  къ  задач'Ь  о  шарЪ;  имевво:  всё  корвв  о|носятса  къ  бол'Ье  общему  воаро- 
су»  обвимающему  въ  одво  врема  и  шаръ  и  гнаерболоидъ  вращев1я. 
^б)  КоииеатарШ  кь  4-му  опред'^леа^ю  иервой  квиги  Евклида. 
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находятся  отрывки  изъ  древнЬпшпхъ  изв'Ьстннхъ  намъ  писателей, 
сочинев1я  которыхъ  до  насъ  не  дошли.  Эти  отрывки  относятся  къ 
задачамъ  объ  удвоен1П  куба  и  о  двухъ  среднихъ  пропорщональ- 
инхъ.  Въ  начал'Ь  этой  главы  мы  назвали  11исателей,  о  которыхъ 
Згаоминаетъ  Бвтощй,  какъ  о  занимавшихся  этими  двумя  вопроса- 
ми. Зд'Ьсь  же  Ёвтоц1й  по  поводу  р-Ьшенхя  Менехма  говорите  объ 
ивструменгЬ,  изобр1^тенномъ  Исидоромъ  для  черчен1я  параболы 
непрерывнымъ  движен1емъ. 

46.  Труды  только    что   названныхъ  математиковъ  были  иослЪд- 
нвми  изъ  гЬхъ,  которые  составляютъ  славу  Александрхйской  шко- 
ли.  Искуства  и  науки  клонились  уже  къ  упадку,    когда    Ёгипетъ 
сд'Ьлался  добычею  Арабовъ  и  когда  пожаръ  великол'Ьпной  библш- 
теки  Птоломеевъ,  этой  драгоц']^нной  сокровищницы  вс']^хъ  произве- 
дешй  ген1я  н  образованности  десяти    стол'Ьт1й,  иослужилъ  сигна- 
донъ  ЕЪ  варварству  и  долгой   тьм'Ь,  объявшей  умъ  челов'ЬческШ. 
Между  тЬмъ,  спустя  одинъ  или   два  вЬка,  сами  Арабы  поняли 
свое  нев'Ьжество  и  предориняли  снова  возстановить    науки.    Отъ 
вихъ  достались  намъ  част1ю  въ  подлинник'Ё,    част1Ю  въ  перевод'Ь 
на  нхъ   языкъ,  рукописи,  сохранившхяся    отъ   ихъ    фанатической 
ярости.   Впрочемъ  это  почти  единственная  услуга,    которую    они 
намъ  оказали.  Въ  ихъ  рукахъ  гсометр1я,  за  исключен1емъ  вычи- 
слен1я  сферичеслпхъ  тр(71'ольниковъ,  осталась  на  прежней  степени 
развит1я;  въ  своихъ  собственныхъ  трудахъ   Арабы  довольствова- 
лись тЬмъ,  что  удивлялись  греческимъ  сочинен1ямъ  и  комментирова- 
ли вхъ,  кажъ  бы  видя  въ  нихъ  крайшй  и  непреходимый    пред'Ьлъ 
науки. 


ГЛАВА  ВТОРАЯ. 

ВТОРАЯ  ЭПОХ!. 

1.  Застой  въ  наукахъ  у  Арабовъ  и  другихъ  народовъ  продол- 
жался оосл'Ь  разрушения  Александр1йсиаго  музея  около  тысячи 
лЬтъ.  Только  въ  средни*  Х^'-го  стол-Ьтхя  '  всл-Ьдъ  за  всеобщимъ 
возрожден1емъ  наукъ  геометр1Я  снова  получаетъ  свое  значенхе.  Ея 
усилии  сначала  были  медленны,  но  геометрическ1я  учен1я  очень 
скоро  ирхобр^ли  характеръ  общности  я  отвлеченности,  котораго  до 
т^^хь  поръ  никогда  не  им']^лп.  Въ  самомъ  д%л1>,  не  одннъ  изъ 
прежнихъ  методовъ  не  донускалъ  обобщен1л  и  ограничивался 
только  частными  изсл']^дован1ями,  которыми  онъ  былъ  вызванъ: 
каждая  кривая  (а  число  ихъ  было  очень  незначительно)  разсмат- 
ривалась  отд']Ьльно  и  изсл'Ьдовалась  особымъ,  только  ей  свойствен- 
нымЪ;  снособомъ;  такъ  что  свойства  ея  и  пр1емы,  понощш  которыхъ 
они  получались,  не  могли  служить  къ  открыпю  свойствъ  другой 
кривой  лпн1и  Прим'Ьромъ  можетъ  служитъ  знаменитая  задача  о 
касательныхъ,  которая  для  отд'Ьльныхъ  кривыхъ,  напр.,* для  ко- 
наческихъ  с^четй  и  для  Архимедовой  спирали,  разр'Ьшалась  весь- 
ма глубокими,  но  сущ,ественно  различными  соображен1ями,  такъ  что 
изъ  нихъ  нельзя  было  вывести  ни  какого  указан1я  для  рЪшенхя  той 
же  задачи  относительно  др'угихъ  кривыхъ. 

Способъ  нстои;еи1Я,  хотя  и  основыва.1ся  на  весьма  общей  пде1ц 
не  могъ  избавить  геометр1Ю  отъ  этой  ограниченности  и  сиед1аль- 
ности,  потомучто  ему  недоставало  общихъ  ир1емовъ  ддяириложе- 
Н1Я,  и  потому  для  него  каждый  частный  случай  являлся  новою  за- 
дачею, способы  рЪшенхя  которой  нужно  было  искать  въ  особенно- 
стяхъ  соотв-Ьтствующаго  чертежа.  Т'Ьмъ  не  мен'Ье  этотъ  способъ 
д'кнаетъ  величайшую  честь  древнимъ  геометрамъ;  въ  немъ  лежа- 
ли зачатки  ц^лаго  ряда  методовъ  опред*лен1я  квадрату ръ^  мето- 
довъ, которые  бы.1й  долгое  время  предметомъ  постолнныхъ  стара- 
ний знаменит']^йшахъ  геометровъ  и  которыхъ  конечи<)Ю  Ц'Ьлхю,  или 
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лучше  сказать  торжествомъ,   было  изобр'Ьтевге    исчислен1Я  без!^)- 
нечно  малыхъ. 

Эти  соображетя,  указывающгя  въ  различ1и  между  частнымъ  и 
об1Цвмъ,  между  конкретвымъ  и  абстрактныиъ,  главное  различ1е  гео- 
метрти  до  XV  стол'Ьтгя  отъ  поздн-Ьйшей,  заставляютъ  насъ  смот- 
р'Ьть  па  всю  первую  эпоху,  какъ  на  время  подготовлев1Я  научна- 
го  матер1ала.  Харавтеръ  общности  и  отвлеченности,  пр1обр'Ьтае- 
мый  геометргею  позднее,  высказывается  все  6ол']^е  и  бол'Ье  въ 
сл^дующяхъ  эпохахъ  и  въ  настоящео  время  д'Ьлаетъ  неизм'Ьри- 
ныхъ  ра»стоян1е  между  современною  геометр1ею  и  геометр1ею 
древнихъ. 

2.  Важн^Ьйшими  открытхями  при  во8рожден1и  геометрш  мы  обя- 
заны Вьету  и  Кеплеру,  которые  во  многихъ  отношен1Яхъ  были 
первыми  виновниками  нашего  превосходства  передъ  древними.  (См. 
Прем-Ьчанге  XII). 

Вьетъ(1540 — 1608).  Для  усовершенствован1я  платонова  аналити- 
ческаго  метода  Вьетъ  изобр-Ьлъ  алгебру/  или  1одШ1са  ^реста^  ко- 
торой назначеше  заключалось  въ  приложен1и  анализа  къ  наук1^  о 
числахъ;  загЬмъ  онъ  ввелъ  это  удивительное  вспомогательное 
средство  также  и  въ  науку  о  протяжеши  и,  показавъ  графическое 
р*шен1е  уравнеи1Й  второй  и  третьей  степени,  ознакомилъ  геомет- 
ровъ  съ  искусхвомъ  геометрическаго  построен1я  алгебраическихъ 
выводовъ.  Это  былъ  первый  шагъ  къ  ближайшему  соеди'нен1Ю  ал- 
гебры съ  геометр1ей,— -шагъ,  который  привелъ  Декарта  къ  бли- 
стательнымъ  открнт1ямъ  и  сделался  ключемъ  всей  математики. 

Мы  обязаны  Вьету  ученхемъ  о  8ес1юпе8  апдШагвв,  т.  е.  зна- 
шемъ  закона,  по  которому  возрастаютъ,  или  уменьшаются,  сину- 
сы, иди  хорды,  кратныхъ  дугъ,  или  кратныхъ  частей  ихъ. 

Въ  сочинен1ихъ  этого  великаго  геометра  мы  находимъ  также 
первую  мысль  о  виражен1п  площади  кривой  посредствомъ  безко- 
нечнаго  ряда  членовъ. 

Вьетъ  обладалъ  не  менЬе  глубоким ь  знаихемъ  геометрхи  древ- 
нихъ, Онъ  возстановилъ  сочинен1е  Аполлония  йе  ШНопИш  подъ 
заглав1емъ  АроНоаги^  ОаНив;  зд-Ьсь  Вьетъ  въ  первый  разъ  р^шилъ 
задачу,     занимавшую  въ  то  время  геометровъ  и  представлявшую 
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болыт11Я  трудности,  иненяо  задаяу  о  построев1й  круга,  касающаго- 
сл  трехъ  данныхъ  на  плоскости  круговъ.  Знаменитый  Адр1анъ 
Романъ  {Вотипиз)  р-Ьшилъ  эту  задачу  только  при  помощи  двухъ 
гиперболъ  что  было  ошибкою  иротивъ  требован1б  хорошаго  прие- 
ма, такъ  какъ  для  этого  достаточно  прямой  лин1И.  .  Вьетъ  взялся 
изсл-Ьдовать  вновь  эту  задачу  {Орега  \1е1ае,  стр.  325,  издан1е 
Шутена  [8скоо1еп],  1646).  Съ  гкхъ  поръ  ею  занимались  многхе 
велйк1е  геометры  и  предложили  различныя  р'Ьшен1я,  между  кото- 
рыми слЬдуетъ  въ  особенности  упомянуть  р-Ьшеше  Декарта,  Нью- 
тона '),  Томаса  Симпсона,  Ламберта,  Эйлера  и  Фусса.  Для  но- 
в'Ьйшихъ  способовъ  эта  задача  не  представляетъ  ничего  труднаго; 
напротипъ  того,  получены  р'Ьшеи1я,  которыя  и  въ  теоретическомъ 
и  въ  практическомъ  отношен1и  несравненно  прош.е  и  красивее 
вс^^хъ  прежнихъ  ^);  такъ  что  знаменитость  этой  задачи  заключает- 
ся теперь  только  въ  именахъ,  встр-Ьчающихся  въ  ея  истор1и'). 

Изъ  трудоБЪ  Вьета  по  геометрии  сл'Ьдуетъ  особенно  зам'Ьтить  со- 
чинен1е  его  подъ  заглав1емъ:  \аг1огит  йе  геЬш  ша^кета1ш$  ге$- 
ропзогит  НЫт  У///,  въ  20  главахъ,  гд*  изсл-Ьдуются  главпымъ 
образомъ  р'Ьшен1я  сферическихъ  треугольниковъ  и  р'Ьшен1я  задачъ 
о  удвоен1и  куба  и  о  квадратур'Ь  круга.    Древн1е  способы  р'Ьшен1л 

1)  Апалитяческое  р'&шев1е  этой  задачи  ваходятся  въ  АгйктеИсапгиюегШ19 
(зад.  47),  а  чисто  геометрическое— въ  Ьй  квитЪ  Рппсгрга  рШо^оркгае  по/и- 
гаШ  (леима  16 ^;  посл-Ьдвее  освоваио  ва  двухъ  гнаерболахъ  Адреана  Роиава, 
но  Ньютовъ  ихъ  не  стронтъ  для  вахождеа}я  точки  перес']^чев1я,  аоарсд'Ьляетъ 
ви-Ьсто  этого  дв'Ь  пряиыя,  которыя  должны  проходить  черезъ  эту  точку. 

^  Простота  построения  не  потеряется  даже,  если  мы  обобщимъ  задачу  ■ 
вм1Ьсто  круговъ  возьмемъ  коническ1я  с^Ьчев1я.  (Си.  ПрнгЬчав1е  ХХУШ,  гд'Ь  эта 
же  задача  нзсл'Ьдовава  для  шаровъ  ■,  еще  общ'бе,  для  воверхвостей  втфраго 
порядка). 

>)  Каиереръ  (Сатегег)  около  40  лЪтъ  тому  назадъ  яздалъ  весьма  интере- 
сное сочивев1е,  къ  которому  присоединено  сочинеп1е  АроНотиз  баИив  Вье- 
та; въ  заглав!и  указано  все,  содержащееся  въ  квиг'Ь,  именно:  АроНопН  ^е 
ТасНотЬт  диае  зирегзип^,  ас  тахШе  Ьетта1а  Раррг  гп  Ноз  ИЬгоя  дгаеес, 
пипс  рНтит  еййа  е  ШШЬиз  тзсрШ,  снт  \Шае  ИЬготчш  АроЫопИ  гШИи- 
Попе,  аЛ^есШ  ^Ьзег^аПоШЬи»,  сотришиопмЬиз,  ас  ргоЫзтаШ  Лроиотап4 
МНопа.  Со(ае  1795,  1п  8\ 
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Если  надеухъ  смежныхь  сторонахъ  параллелограмма  и  на 
дёайшалщ  выходящей  иаь  той  же  вёратны,  построимь  три 
трвуюльника^  имп^ющге  общую  вершину  вь  какой  нибудь  точ- 
т  вб  плоскости  фигуры,  то  сумма^  или  разность^  Ов,хъ  пер- 
выхъ  треугольниковъ  будеть  равна  третьему  треугольнику. 
(Ск.  Меттгев  Ле  УАсайётге  Лев  Зсгепсев  йе  Рат,  апоёв  1719). 
Еще  задолго  до 'этого  времени  Варцньонъ  доказалъ  ж   употреб- 
^я^ъ  въ  не1апикЪ  теорему  о  парадлелограмм1Ь .  очень  изв1^етную  въ 
новЪйше!  геометр!!  и  которая  въсущности  есть  то  же,  что  иредыдущая, 
только  въ  другохъ  вяд'Ь;  именно:  Если  двп»  смежная   стороны 
параллелограмма  и  длагональ, выходящую  изь  тоы  же  вершины 
прололеимь  на  какую  нибудь  прямую,  то  проекция  д1агонали 
будешь  равна  суммгь,  или  разности^  прозкцШ  опорочь   (См. 
Ргф{  (Типе  поию^ие  Мёеапгдие^  1П-4",  1687,  р.  189). 
41.  Въ  предисловии    къ  7*й  книНк  сМатематическаго  Собрашя^ 
находится  ясное  опрел'клен1е  анализа  и  синтеза,  не  оставляющее 
вявакого  С011Н1&Н1Я  относительно  точнаго  и  опред'Ьленнаго  харак- 
тера этихъ  двухъ  нетодовъ;  гЬмъ  бол^^е,  что  Паппъ  въ  этой  книг'Ь 
даегь  часто  примеры  того  и  другаго  въ  прим'Ьнен1й    къ  одной  и 
.  той  же  задач'Ь 

Посл^Ь  этого  опред^Ьлен1я  Паппъ  перечисляетъ  сочинен1я  о  1оси8 
ге$ЫиШ^  по  собственному  В11ражен1ю  древнихъ.  Этив1ъ  именемъ 
обкзначялись  тЬ  предметы,  которые  долпенъ  былъ  знать  всяк1й^ 
кто  хелалъ  ум-Ьть  разр'Ьшать  задачи.  Эти  сочинеягя  большею  ча- 
спю  относились  къ  геометрическому  анализу  и  вотъ,  по  указанию 
Оаипа,  заглав1я  ихъ:  одна  книга  1)аШ  Евклида;  дв'Ь  книги  йе 
гесНте  гаНопг8^  двЬ  книги  йе  весИопе  $ра1И  и  дв'Ь  книги  Ле  1ас- 
й)чЛ«йг  Аполлошя;  три  книги  Рт^лииа  Евклида;  дв'Ь  книги  </^  * 
(псИааНопе^  да*  книги  Ле  1()сг$  р1ап1$  и  восемь  книп>  Сопгса  Аиол- 
'10Н1Я;  пять  книгъ  Лс  1оп8  8оИгШ  древннго  Аристея;  дв'Ь  книги  Ле 
^и  аЛ  вирег/'ичет  Евклида;  диЬ  книги  Ле  теЛш  гаНопе  Эратосоена. 
1^ъ  этому  перечню  должно  е1Це  присоединить  дв'Ь  книги  Ф*  ^есНо- 
пе  Ле§егтгпаШ  Аполлошя,  о  когорыхъ  Паппъ  говоритъ  позднЬе. 
Ип  всЪхъ  этихъ  сочиненхй  до  насъ  дошли  только  Оа(а  Евклида, 
семь  кннгъ  Сопгса  и  иосл'Ьдн]й  отд'Ьл  .  книги  Ле   весИопе  Ле1егтг- 


758  иетопя  гкомвтрш 

-^1^^^у|&11ВАетъ/К]Шмадш,.  оотаитчто.онаесть  вервый  шс№ъ.Бъ.1Шу 
ййврдвлмпэ  и  первый  зачатокъ  1^къ  общихъ  саособовъ  дуадвва- 
•щн    которые  упоггребдяютел  въ  настоящее  время. 

Геоиетры.  лисавш1е  аосд^  Вьета  о  еферв^ееюй  геометрш,  ва- 
имствовади  у  него  это  удачное  нововведенхе  Епреобравовывалясфе- 
рическ1е  треугольники,  но  всегда  въ  т^  же  взаомные  треугольники 
Вьета.  Таковы:  Адрханъ  Мец1й  (МвИиз),  Мадакинн  (Иаро!),  Ии- 
тискъ  (РШ8€?аб),  Неперъ  (Керег)  и  Кавадхери  (СатаИвГ!)  *).  Желди- 
бранъ  (веШЬгапй)  тавасе  употреблялъ  это  преойра8ован1е,  но  онъ, 
какъ  кажется,  не  совершенно  строго  соблюдалъ  соотношен1л,  суще- 
ству ющ!я  между  соотв-Ьтственными  треугольниками. 

Изобр'Ьтателемъ  настоящаго  додолнительнаго  треугольника,  дро- 
истекающаго  необходинымъ  обравомъ  взъ  иреобразованая  Вьета, 
былъ  Снелл1й.  Этотъ  во  многихъ  отношенхяхъ  зам'Ьчательный  гео- 
метръпридалъ  дополнительномутреугольнику8начен1еобщаго  весь- 
ма полезнаго  начала  и  показалъ  его  важность  въ  сочинен1и  Вос1' 
гта  (гшп§и1&гит^  появившемся  поел*  его. смерти  въ    1627  году 

(Кн.  III,  теор.  8) 

Щмбмлше,  Къ  Ч1С1У  геонетровъ,  юторые,  подражая  Вьету, 
д-Ьлали  преобразован1е  еФерическихъ  треугольннковъ,  сл1^дуетъ  нри- 
соединить  Альберта  Жврара  (А1Ьег(  (тиагЛ),  уиотребляшиаго  так- 
же веаимный  треугольникъ  въ  своей  тригонометр1и,  напечатаивой 
въ  1686  году,  за  годъ  до  тригоноиетрш  Снел11н.  Но  этотъ  гео- 
иетръ  равум-Ьдъ  нодъ  этимъ  словомъ  четыре  различные  треуголь- 
ника, боставленвые  ивъ  дугъ^  ии^ющихъ  полюсами  три  вершины 
даннаго  треугольвнва;  такъ  что  треугольники  «Вьета  и  Снеллхя  оиъ 
разсматривалъ  также  какъ  взаимные. 

Руководство  къ  тригонометр1и  Альберта  Жирара,  приложенное 
къ  та5лиц1^  синусовъ,  таигенсовъ  и  секансовъ,  весьма  сжато^но, 
не  смотря  на  дто,  содержитъ  мяою  интереснаго.  Изъ    предислов1я 


*)  Изъ  тригонометрш  Вьета  было  бы  трудю  хорошевько  узвать  соотвоше 
ше  иежду  его  двумя  взаимпыми  треугольниками,  но  они  виолв^^  и  совершен- 
но  асно   приведены   Неперомъ   въ   Мт/ш   1одагг1ктогит  сапоги'з   ЛезсггуНо 
(ш  4,  1614)  и  Каваллери  сперва    въ   ОггееЮгтт  депегак  итапотеХНсит  [хп 
4,  1632)  в  11оздн*евъ  ТНдопотегпа  р1йпа  еЬ  зрШггса  (ш4,  1643). 
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В1ДН0,  чтд  авторъ  эашнадбя  геомвтрическимъ  аналшомъ  древ- 
нихъ   и   воветаяовиъ    сочнне1пя,  заглавхя    воторыхъ    переданы 
намъ   Паппонъ;   по  этому  случаю   онъ  говорить,  что  посл1^  втого 
небодьшаго  еоч1нен1Я  о  тригононетрш^  с  которое  овъ   даетъ  какъ 
образецъ,  онъ  иадастъ  что-нибудь  бод^^е  обшжрное:». 
Въ   этоыъ    принцяп'Ь    Снедл1я,    если    его     разсматривать    не 
тодьБо  какъ  средство  для  рЪшенхя  вопросовъ  сферической  триго- 
&011етр1И,  но  совершенно  отвлеченно,  можно  видеть  основан1е  зят 
кона  двойственности  въ  прик'Ьненш  къ  геометр1и  шара.    Завонъ 
двойственности    сталъ    изв1^стенъ    съ    этого  времени,   но    важ- 
ное значен1е  его  не  было  оц^Ьнено,  потомучто  онъ  нигд'Ь  не  былъ 
1фвлагаемъ   систематически    и  со   вс^ми   своими    яосл']Ьдств1ями. 
Хотя  общ1й  завонъ  двойственностн  въ  пространств'^,  т.  е.   двоя- 
кое ароявлен1е  ь&кхъ  пространственныхъ  формъ,  и  могъ  бы  быть 
виведенъ  непосредственно  изъ  двойственности  сферическихъ  треу- 
гольннвовъ,  какъ  мы  это  покажемъ  при  обозр'Ьнш  пятой  эпохи, 
однако  онъ  былъ  открыть  въ  первый  разъ  только  въ  посл^Ьднее 
время  и  притомъ  при   помощи  бол'Ье  глубовнхъ,  но  мен-Ье   пря* 
хыхъ,  соображен1й. 

4.  Кеплеръ  (1571—1631).  Кеплеръ  въ  своей  (с Новой  Стерео- 
метршъ  ')  лервый  разъ  употребилъ  въ  геометр1и  безконечную 
величину  \  это  была  глубокая  мысль,  составляющая  посл'Ь  способа 
истощен1Я,  съ  такимъ  искусствомъ  употреблявшагося  Архимедомъ, 
второй  шагъ  къ  способу  безконечно-малыхъ.  Кеплеръ  прилагалъ 
свой  методъ  къ  изыскатю  объемовъ  т^ъ,  происходящихъ  отъ 
вращен1я  коническаго  сЬчешя  около  прямой,  взятой  въ  его  пло- 
скос1*и, — обобщенхе  задачъ  Архимеда  о  коноидахъ  и  сфероидахъ, 
которое  было  весьма  важно  для  того  времени  и  представляло  боль  - 
пая  затруднен1я. 

Кеплеру  же  мы  обязаны  зам'Ёчан1емъ,  что  приращеше  перемен- 
ной величины,  нанрим'Ьръ  ординаты  кривой  лин1н,  равно  нулю  въ 
безвонечно-близкомъ  сос'Ьдств'Ь  съ  наибольшимъ  или  наименьшомъ 


^)  Nоеа  $игеотеМй  ЛоНогит  ей.  кссевзй  гЬегеотеШае  АгсктШае  $ир- 
ритШит\  \л  161.  Ыпси,  1615. 
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значетемъ;  это  замЪчате  заключало  въ  себЪ  зародншъ  аналити- 
ческаго  правила  с[е  тахгт$  е1  ш%пгт%$^  прославившаго  Фермата 
двадцать  л'Ьтъ  спустя. 

Ми  должны  упомянуть  о  преврасномъ  Кеплеровомъ  способе 
проэвцШ,  помощш  вотораго  онъ  опред'Ьлялъ  геометричесвимъ  по- 
строешемъ  обстоятельства  солнечннхъ  затмЬн1й  для  различныхъ 
м'Ьстъ  на  земномъ  шар'Ь.  Теперь  мы  назвали  бы  это  превосход- 
нымъ  прим'Ьнетемъ  способа  проэвщй,  несмотря  на  то,  что  оно 
сделано  было  за  200  л'Ьтъ  до  изобр'Ьтешя  Начертательной  Гео- 
метрхи .  Этотъ  способъ  былъ  употребляемъ  знаменитЬйшими  астро- 
номами и  геометрами:  Кассинн,  Фламстедомъ,  Уреномъ,  Галлеемъ 
и  обобщенъ  былъ  Лагранжемъ  въ  одномъ  его  мемуар*]^;  любопытно 
вид^^ть,  съ  кавимъ  искуствомъ  знаменитый  авторъ  Мёсапгдие  апа- 
1уИ(Лие  воспользовался  также  пр1емами  Начертательной  Геометр1и 
за  двадцать  л^Ьтъ  до  то1  о  времени,  когда  появилось  въ  св'Ьть  это 
ирои8веден1е  ген1Я  Монжа  в). 

Труды  Кеплера  открыли  обширное  поле  для  новыхъ  изыскашй, 
и  еслибы  этотъ  философсюй  умъ,  создавши  современную  астро- 
Н0М1Ю,  со  всею  силою  ген1я  былъ  бол'Ье  обращенъ  въ  чистой 
геометрхи,  то  безъ  сомн^нхя  эта  наука  была  бы  обязана  ему  зна- 
чительными усп'Ьхами. 

5.  Каваддерм  (1598 — 1647).  ,Черезъ  н'Ьсколько  л'Ьтъ  посл*]^ 
появлен1я  Кеплерова  способа  вычислешя  объемовъ  коноидовъ  поя- 
вилась другая  теор1я  въ  тавомъ  же  род'Ь  и  назначавшаяся  также 
для  исчислен1я  геометрическихъ  величинъ  помощ1Ю  ихъ  элемен> 
товъ.  Эта  теор1Я,  обогатившая  матеиатическ1я  науки  и  начина- 
ющая собою  эпоху  величайшихъ  открыт1й,  сд'Ьланныхъ  въ  новей- 
шее время,  находилась  въ  6ёотё(гге  Лев  тЛтвгЫев  <1е  СатаЦеп, 
1635.  Способъ  Баваллери,  удобный  главнымъ  образомъ  для  опре- 
д'Ьлен1я  плош;адей ,  объемовъ  и  центровъ  тяжести  гЬлъ,  зам^Ьнявш1й 
собою  въ  течен1е  пятидесяти  л'Ьтъ  съ  большимъ  усп'Ьхомъ  инте- 
гральное исчислен1е, — былъ,  какъ  говоритъ  самъ  Баваллери,  ни- 


*^)  Меиуаръ  Лагранжа  читанъ  въ  Берлмнсвой  АвадеШа  въ  1778  г.  я  напе- 
чатанъ  по  в'Ьмецкн  въ  Еркётёп'Лез  йе  1781.  По  Французов!  овъ  поавадса  въ 
СоппаШапсе  (Ш  Тетрл  1819. 
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что  нное,  какъ  счастливое  придожете  или,  лучше  сказать,  видо- 
йзх'Ьненге  способа  истощеШл. 

6.  Гюхьденъ  (1577 — 1643).  ВмАстЪ  съ  открытими  Кеплера  и 
Каваллери  мы  должны  Н01г&стить  знаменитое  правило  Гюльдена, 
нзвктное  уже,  какъ  мы  говорили,  во  времена  Паппа;  но  оно 
оставалось  незам'Ьченнымъ  и  Гюльденъ  открылъ  его  самъ  и  упо- 
треб1ялъ  для  р^^шенхя  трудныхъ  вопросовъ,  не  поддававшихся 
дртгнмъ  способамъ.  Впрочемъ  этотъ  способъ  не  могъ  служить,  какъ 
саособн  Кеплера  и  Каваллери,  къ  расширенш  пред'Ьловъ  геометрхи. 

7.  Начало  второй  трети  ХУП  В'Ька,  къ  которому  мы  теперь 
аереходимъ,  есть  эпоха  самыхъ  важныхъ  и  блнстательныхъ  от- 
крапй.  Почти  одновременно  являются  Декартъ,  Ферматъ  и  Робер- 
валь  и  открываютъ  новые  пути  для  самыхъ  глубокихъ  сообра- 
хен1й. 

Эти  три  знаменитые  ученые  разд'Ьляютъ  между  собою  славу 
р1шен1я,  каждый  своимъ  особымъ  путемъ,  той  задачи,  которую 
еще  ни  одинъ  геометръ  не  рЬшался  до  т'Ьхъ  поръ  обнять  во  всей 
ея  общности:  именно  общей  задачи  о  касательныхъ  къ  кривымъ 
лин1ямъ, — задачи,  которую  Декартъ  желалъ  решить,  какъ  ссамую 
прекрасную  и  наиболее  полезную >,  и  которая  дМствительно 
была  необходимымъ  подготовлен1емъ  къ  изобр'Ьтен1ю  дифферен- 
щальнаго  исчислен1я. 

Древн1е  геометры  опред'Ьляли  касательную  къ  кривой  лин1и 
кавъ  прямую,  имеющую  съ  кривою  только  одну  общую  точку  и 
чтобы  притомъ  между  нею  и  кривою  нельзя  было  провести  другой 
прямой.  На  основан1И  этого  опред'Ьленхя  они  нашли  касашельныл 
Бъ  н^которымъ  изв'Ьстнымъ  въ  то  время  кривымъ.  Но  изъ  этого 
оаредЪлешя  проистекаетъ  немного  средствъ  для  рЪшенхя  задачи, 
и  потому  нов'Ьйшхе  геометры  принуждены  были  раз  сматривать 
касательныя  съ  иныхъ  точекъ  зр^Ьн1я.  Ихъ  стали  разсматривать, 
какъ  сЪкущ1Я,  которыхъ  точки  пересЬчешя  сливаются;  или  какъ 
1фодолжев1Я  безконечно-малыхъ  сторонъ  кривой  лин1И,  разсматри- 
ваемой,  какъ  многоугольникъ  съ  безконечно-большимъ  числомъ 
сторонъ;  или,  какъ  направленхе  составнаго  движен1Я,  при  кото- 
ронъ  описывается  данная  кривая. 
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Первое  воззр^^н1е  првнадлежитъ  Декарту  и  Фермату,  хотя  ихъ 
р^Ьшен1я  весьма  различны  между  собою;  второе  было  ясно  в  опре- 
д^Ьленно  выражено  Барровомъ,   который  при  помощи  его    упро- 
стилъ    р^шен1е    Фе1шафа;    наконецъ    третье   принадлежитъ    Ро 
бервалю^. 

Р'Ьшен1е  Декарта  основывается  на  началахъ  его  новой  геоме- 
трш;  о  немъ  мы  будемъ  говорить  лоздн-Ье  при  начал'Ь  нашей 
третьей  эпохи. 

Теперь  же  броснмъ  взглядъ  на  труды  Роберваля,  Фермата  и 
н'Ькоторыхъ  другихъ,  современныхъ  имъ,  геометровъ,  способство- 
вавшихъ  вкЬстЬ  съ  ними  къ  нензм'Ьримому  развит1Ю  въ  то  время 
чистой  геометр1и  древнвхъ. 

8.  Роберваль  (1602 — 1675).  Способъ  Роберваля  для  проведе- 
Н1Я  касательныхъ  основанъ  на-  учен1И  о  составныхъ  движен1яхъ, 
которое  за  н'Ьсколько  л^тъ  было  уже  открыто  и  введено  въ  ме- 
ханику Галилеемъ,  но  не  было  еще  прилагаемо  къ  геометрхи. 

Роберваль  ясно  выражаетъ  свой  способъ    сл^Ьдующимн  словами: 

^Общее  правило.  По  отлнчительнымъ  признакамъ  кривой' линш 
(которые  даны),  изсл'Ьдуйте  различный  (простыя)  движен1я,  кото- 
рыя  должна  им']^ть  точка,  описывающая  кривую,  въ  томъ  м'ЬсгЬ, 
гдф  вы  хотите  провести  касательную;  определите  направление  дви- 
жен1я,  составленнаго  изъ  всЬхъ  этихъ  составляющихъ  движен1й: 
это  направлен1е  и  будетъ  касательная  къ  кривой^». 

Съ  метафизической  точки  зр'Ьнхя  этотъ  способъ  зам'Ьчательно 
сходенъ  съ  способомъ  флюкс1й,  устаиовленнымъ  гораздо  поздн'Ье 
Ньютономъ.  Но  въ  рукахъ  Роберваля  онъ  не  мо1'ъ  повести  ко 
всЬмъ  посл'Ьдствгямъ,  къ  которымъ  онъ  былъ  способенъ,  и  честь 
отЕрыт1я  которыхъ  принадлежитъ  Ньютону,  потомучто  въ  то 
время  не  было  еще  необходимаго  для  этого  однообразнаго  анали* 
тическаго  пр1ема.  Т'бмъ  не  мен'Ье  мысль   Роберваля,   во  многпхъ 

"']  ВпослЪдств!!!  Маклорвнъ  въ  своей  теор1и  флюкс1Й  возвратился  къ 
опредФлев1ю  древншхъ,  кагъ  вавбол^^е  удовлетворяющему  геометрвческей  стро- 
гоств,  которую  овъ  хот'Ьдъ  сохраввть  въ  этоиъ  сочввев1в.  Лагравжъ  также 
прввялъ  его  въ  основан1е  въ  орекрасвой  теор{в  сопрвкосвовев1'й  въ  ТгаИе 
Лы  ^опсиом  апЫуИдиех. 
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отно11ген1яхъ  новая  и  ио  иотинЬ  фвяооофск&я^  даетъ  этому  ге(ь 
негру  почетное  вгЬсто   въ:  истор!^  млт^малгаческихъ   открвт1й. 

ДЫствительно^  въ  принцип']^  Роберваля  отврываеФся  новый  сао« 
собъ  раэеватрявать  веятяяи  и  находить  между  нгаи  соотноше- 
н».  До  этяхъ  поръ  въ  геоиетрш  ведЕГчяаы  яредао.тгалиеъ  окон- 
чакяьво  слоаиЕшинися;  эти  ведичяннч  или  яхъ  части*,  сравнива. 

1 

лсь  между  собою.  Роберваль,  воеходя  иъ  самому  оронсхожден1Ю 
кйЕичествъ,  вводитъ  въ  геометртю  причин»;  которыя  ио  его  воз- 
зр^н!»  ихъ  образу Ю1'ъ.  и  игь  соотношен1й  между  этими  причина- 
пи  выводить  заключ!ен1е  о  соотноптен1яхъ  между  самими  количе* 
ствами.  Причина,  производящая  количества,  по  его  аредставлен1Ю, 
есть  двнжен1е. 

Составдегае  движений  было  ивв'Ёстно  уже  древнимъ,  кавъ  мы 
это  видимъ  въ  механическихъ  восфосахъ  у  Аристотеля  ^,);  при-^ 
томъ  она  уже  прилагали  его  въ  геометрии  при  образоваши  н'Ько» 
торахъ  вривыхъ.  Довазателъствомъ  служатъ  споеобъ  Архимеда 
описывать  синраль  чрвзъ  соотавтежхе  круговаго  и  прямолинейнаго 
|виген1я  и  способъ  образован1я  сферической  спирали  Паппа.  Но 
геометрнд  эти  прим-Ьняли  понягг1е  о  движен1в  только  къ  отд'Ьль- 
НЕхъ  крявнмъ;  они  ие  им^Ьли  даже  мысли  основать  на  этомъ,  кавъ 
Робсрваль,  способъ  обравован1л  ж^хъ  кривыхъ  и,  главное,  не 
увотребляди    этого    принципа    для    открыт1я    свойствъ   кривыхъ 

ЛИН1Й. 

То  обстоятельство,  что  способъ  Роберваля  обла.галъ  совершен- 
ною общноетш,  заслуживаетъ  особаго  внимания,  лотомучто  въ 
ту  эпоху  геометргя  приводилась  еще  къ  отдельному  изучен1Ю  кри- 


')  РпШ  (дйиГу  диоИезситдпе  аициИ  рег  АгатеЬгит  ЛирИсе  VI,  т  йкег$а, 
\е%Леп1е,  г'треНаЫг,  Ший  песемап'о  [егп  вгсипЛит  таНопет  Шегит.  0иае81- 
шесЬап.  сар.  II 

Аристотель  возкращается  къ  атоиу  ириоцяпу  въ  23  воарос')^  н  показываетъ, 
что  юлвчество  в  направлев1е  составнаго  дв11же11Я  можетъ  быть  весьма  раз- 
»чво,  смотра  ао  тону,  составляют ъ  ли  нааравлсв1я  слагающихъ  движевШ 
больш1й  или  ивньш1й  уголъ. 

Зяамевитый  фялософъ  говоротъ  еще  довольво  опред'1^лнтельво  о  томъ  же 
прнвцмо-б  въ  УП1  глав^  12-й  кввги  своей  МетаФвавки. 


61  ИСТ0Р1Д  ГВ0МВТР1И 

выхъ,  разсматриваеныхъ  порознь.  Это  бцлъ  одинъ  И8ъ  первыхъ 
при]гЬровъ  перехода  отъ  конкретннхъ  идей  къ  абстрактнымъ  въ 
наув'Ь  о  пространстве. 

Изъ  способа  Роберваля  было  сделано  несколько  ошибоянихъ 
први^ненхй,  всл'Ьдств1е  несоблюден1я  правилъ  составлешя  движе- 
ний, какъ  это  случалось  тавже  н^сбольбо  разъ  и  въ  вопросахъ 
механики.  Но  эти  ошибки,  происходивш1Я  отъ  недостатка  внима- 
н1я,  нисколько  не  касаются  самаго  метода,  главное  правило  ко* 
тораго  внражено  Робервалемъ  совершенно  строго,  (хотя  доказа- 
тельство его  изложено  и  довольно  трудно)  и  тринадцать  прнложе- 
Н1Й  къ  весьма  разнообразнымъ  вривымъ  '),  сд^ланняхъ  самимъ 
авторомъ,  вполн'Ь  точпы. 

Теор1я,  Роберваля  стояла  на  одной  высоте  съ  воззр^Ьн1ЯМИ  Де- 
карта и  Фермата  п  уступала  имъ  только  потому,  что  они  пользо- 
вались могущественнымъ  пособ1емъ  анализа^  безъ  котораго  они 
били  бы  безплодны,  Роберваль  ум'Ьлъ  оценить  это  преимущество 
въ  способахъ  своихъ  знаменитыхъ  соперниковъ.  Мн^нхе,  которое 
онъ  высказалъ  по  этому  поводу  въ  письм'Ь  къ  Фермату,  намъ  ка- 
жется, можно  считать  справедливымъ.  Говоря  о  различпыхъ  при- 
ложен1Яхъ  своего  метода,  Роберваль  прибавляетъ:  еЭтотъ  методъ 
изобр'&тенъ  не  на  основан1и  той  возвышенной  и  столь  глубокой 
геометр1и,  какъ  вашъ  способъ  и  способъ  Декарта,  и  потому  онъ 
представляется  не  столь  искуснымъ;  въ  зам'Ьнъ  этого  онъ  кажет- 
ся мн'Ь  бол^  простымъ,  естественнымъ  и  бол'Ье  короткимъ;  такъ 
что  для  вс^Ьxъ  касательныхъ,  о  которыхъ  я  говорилъ,  мн^^  не 
было  даже  надобности  браться  за  пероз»  {Оеиьгеб  йв  Регта^, 
р.  165). 

9.  Роберваль  былъ  соперникомъ  Фермата  также  во  всЬхъ  во- 
просахъ о  разм^рахъ  фигуръ  и  о  ихъ  центрахъ  тяжести, — въ  во- 


*)  Парабола,  гипербола,  эллшсъ,  конхоида  Ннкомеда,  разлвчвыя  друпа  юв- 
ховды,  улнтюобразвая  Пасааля,  спвраль  Архимеда,  жвадратрижса  Дивострата» 
цвссовда  Д1оклеса,  цваловда, сопутствующая  цшклошаы  {су сШйгз  зоЫа)ш  парабола 
Декарта  (кривая  третьяго  оорядва,  которую  Девартъ  пронзводилъ  веврерывнымъ 
дввжев1еиъ  и  уаотреблялъ  въ  своей  гео11етр1и  для  построев1я  ураввевШ 
шестов  степеви). 
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1[росахъ,  которые  близко  касались  современнато  наа[ъ  интеграл ь- 
наго  исчисления.  Для  р]Ьшен1я  такихъ  вопросовъ  онъ  изобр&гь 
способъ,  сходный  съ  способомъКаваялери,  но  обработанный  бол'Ье 
сопасно  съ  геометрическою  строгост1Ю.  Этотъ  способъ,  почерпну- 
тый имъ.  по  его  словамъ,  изъ  внимательнаго  чтен1я  сочинен1й 
Архимеда,  онъ  назвалъ  ТгаИе  Лев  гпсИьшЫе^.  Почти  достоверно, 
что  онъ  шшъ  уже  влад^^ъ  прежде  появлетя  способа  Каваллерн, 
но  хранилъ  его  т  реЫо,  чтобы  иу^ть  передъ  своими  соперниками 
лестное  преимущество,  разрешая  при  помощи  его  весьма  трудный 
задачи.  Отъ  этого  вся  честь  столь  полезнаго  открыт1я  досталась 
на  долю  Каваллери  '^). 

10.  Ферматъ  (1590г--1663).  Способъ  Фермата  для  проведе- 
н1я  Басательныхъ  основанъ  на  одинаковыхъ  началахъ  съ  его 
орекраснымъ  методомъ  Ое  тахтгз  е{  тгттг^,  въ  которомъ  имъ 
первымъ  введена  безконечность  въ  вычисленге;  подобно  тому  какъ 
Ееплеръ  ввелъ  ее  въ  чистую  геометр1ю.  По  этой  причин'Ь  Фсрнатъ 
считается  первымъ  изобр'Ьтателемъ  исчисленхя  безконечно  малыхъ. 

(л^дующее  м'Ьсто,  взятое  изъ  Са1си1  Ле  (опсНоп$  знаменитаго 
Лагранжа,  показываетъ  ясно  и  точно  идею  и  механизмъ  спосо- 
бовъ  Фермата  и  связь  ихъ  съ  ноиМшими  пр1емами  исчислен1я. 
«Въ  своемъ  метод*  Ое  тахгтй  е{  ттт*'^  Ферматъ  полагаетъ 
В11ражен1е  количества,  для  котораго  ищется  тахтиш,  или  т1п1' 
шип,  равннмъ  выражен1ю  того  же  количества,  но  въ  которомъ 
неизв^^стное  увеличено  на  неопред']^ленную  величину.  Въ  этомъ 
П>авиен1и  онъ  уначтожаетъ  радикалы  и  дроби,  если  они  тамъ  на- 
ходятся, и,  сокративъ  общ1е  члены  въ  об-Ьихъ  частяхъ,  дЬлитъ 
вс1Ь  остальные  члены  на  неопределенную  величину,  которая  вхо- 
дить общпмъ  множителемъ;  поел*  этого  онъ  полагаетъ  неопред'Ь- 
ленную  величину  равною  нулю  и  получаетъ  такимъ  образомъ  урав- 
вен1е  для  опрсд'Ьлен1я  неизв'Ьстной.  Но  съ    перваго  взгляда  вид- 


'*)  Ттайё  Ле9  МикШЫеш,  тгкже  жакъ  я  большая  часть  сочинояШРоберва ля, 
пояплась  только  черезъ  двадцать  д'Ьтъ  оослФ  его  смерти  .въ  Сборваг]^:  ^^^ 
^епоиV^^деш  Ае  таИ1ётаИ^ие$  е{  йе  рНуллдиераг  М.М.  ее  1'Аеа4етёе  гоуЫе 
йп  9Ыепсе$\т  Го1.  1693,  ■  готомъвъ  VI  тонФ  прехвтъ  А/^о<г««  Ае  ^Асаёб- 
««  Аа  9Свепее$. 
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но,  что  тотъ  же  реэультатъ  получается  па  правилу  дифференц1шп- 
наго  исчисления,  которое  заклюшется  вь  томъ^  чтос  диФФвреиц1Ш1Ъ 
выра2ев1д,  для  восораго  ищется  ташпИош),  или  Ш11ит«111,  отяоои- 
тельно  иерем^Ьннахо,  приравнивается    нуо»:  основшпв  въ   обгахъ 
случаяхъ  одно  и  тоже:  члены,   исчееаюпцег  вакъ   безконечню  ив* 
лые   въ  диффоренД1аяьво1гь  осчислеи!^^    првравнжваиугся  нулю  въ 
способ'Ь  Фермата.  Его  способъ  касательных^  проистекаетъ  взъ  то- 
го же  начала.  Въ  уравнев1и  между  абсциссо1й  я  ординатой,  воторое 
онъ  навиваетъ   отлпчительнямъ  свойствоиъ  кривой,  онъ  увелпчя- 
ваетъ,  или  уменьшаетъ,  абсциссу  на  неопределенное  количество  и 
разсматриваетъ  новую    ординату    какъ    общую  для  кривой  и  для 
касате.1ьной;  отсюда  получается  уравнФВ1в,  которое'  ояъ  изел'Ьдуетъ 
такъ  же,  вавъ  въ  случае  тахшит  и  тшшит.  ЗдЬсь  опять  видю 
сходство  способа  Фермата   съ    диффереяцтальныкъ    исчисленгенъ: 
неопред'Ьленное    количество,    придаваемое   кф   абсциссе,  соотвЪт- 
ствуетъ  ея  дифференц1алу ,  а  получающееся  при  эгомъ  приращеихе 
ординаты— дифферепц]ал  у  ординаты.  Весьма  замечательно,  что  въ 
сочинен1и,  заключающсмъ    въ    себе   открытге  днфференц1альнаго 
исчисления  и  напечатанномъ  въ  Лейнцигскихъ    Актахъ  за  октябрь 
1684  г.  нодъ  заглав1емъ:  NоVа   те(1юЛи8  рго  тахгпт  е(    тгтгт 
е<;с.,  Лейбнццъ  называетъ  дифференцгаломъ  ординаты  лин1ю,  отво- 
юся  къ  произвольному  приращен! ю  абсциссы,  вавъ  ордината 
относится  въ  субтангенсу;  это    сближаетъ   его  анализъ    съ  спосо- 
бомъ  Фермата»  ^^. 


*^  Иуассовъ  высказался  не  столь  р']^шительео,  какъ  Лагранжъ,  по  поводу 
этого  важнаго  вопроса.  Безаристргст1е,  съ  которымъ  мы  обязаны  относиться 
къ  этому  обстоятельству  въ  истор1и  науки,  гд*  р*чь  идетъ  о  томъ,  чтобы 
приписать  Фернату  открыт1е,  расаространившее  столько  славы  ва  Англ{ю  и 
Германию,  эаставляетъ  насъ  орнвести  слова  Пуассона,  которые  оря  томъ  зна- 
конятъ  саиымъ  ясвынъ  образомъ  съ  идеей  способа  Фермата  и  точво  указы- 
ваютъ  отт'Ьнокъ,  отличающ1й  этотъ  способъ  отъ  изобр'Ьтен1я  Лейбница.  Фер- 
мату нринадлежитъ  ФилосоФСкая  идея,  Лейбницу  необходимое  оруд1е,  чтобы 
ею  пользоваться. 

аСъ  прибл11жев(еиъ  къ  та1Ытит  или  тгптчш  кояичество  иви^^аетса  все 
амен^Ье  и  мен'Ье  и  ди«Феревц18Яъ  его  исчезаетъ,  когда  оно  достигаетъ  одной 
«изъ  этихъ  крайнихъ  величинъ.    Исходя  изъ  этого    начала,  Фермагь    наоалъ 
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МнЪше  Лагранга  о  догЬ,  принадлежащей  Фермаггу  въ  язобр'Ь- 
тети  новнхъ  нсчислев1й,  было  также  мжЬн1енъ  его  зна11енит1п1ъ 
соврененниковъ  Лапласа  и  Фурье.  Еще  въ  то  врем»,  когда  никто 
не  дуналъ  отстаивать  въ  пользу  Фермата  принадлежащую  ему  по 
справедливости  славу,  оно  было  высказано  Далакбертоиъ^^),  кото^ 
рый  съ  такою  глубиною  и  проницательностю  писалъ  о  метафизи- 
ке геометр1и,  и  даже  еще  Бюффоиомъ,  перевод чикомъ  Теорш 
^люкай  и  воеторженнымъ  почитателемъ  великаго  Ньютона  ^'). 

И.  Ферматъ,  вм'Ьст^  съ  Паскалемъ,  былъ  изобрйтателемъ  исчи* 
слен1я  в^^роятностей,  одного  изъ  лучшихъ  произведешй  ХУП 
в^ка. 


«ва  счастлявую  мысль  давать  безконечво  малое  прирашен1С  переи^^вйои'V,  отъ 
9|отораго  завмситъ  нюл^дуемая  величина,  и  для  вахождеш^а  тахгтит  или 
•тгптит  орираввять  вулю  соотв1;тствеввое  прнращен1е  этой  вел нчввы,  пра- 
«ведеввое  оредварнтельво  къ  одиваковоиу  оорядяу  съ  прира1цен1еиъ  перемяв- 
«ваго.  Этим!»  саособонъ  овъ  опред^лилъ,  по  какому  пути  должевъ  идти  лучъ 
«са-Ьта  при  переход-Ь  изъ  одной  среды  яъ  другую,  предаолагая,  согласно  съ 
^орввятой  инь  теор1ей,  что  время  перехода  должно  быть  ваимевьшее.  Ла- 
«гравжъ  по  этой  причине  оризнаетъ  его  первыиъ  изебргВтателемъ  диФФерев> 
«{Цальнаго  исчислешя;  во  это  исчислев1е  состоитъ  изъ  ц'Ьлой  совокупности 
«оравилъ,  неносредс'.венво  ведущихъ  къ  диФФеренШалаиъ  всЬхъ  яозможныхъ 
яфункц1й,  а  не  только  въ  употреблев1и  безкояечно-малыхъ  изм-Ьвевхй  для  р-Ь- 
<>шев]я  той  иди  другой  задачи;  въ  этомъ  отношенш  изобр'Ьтен1е  дпФФерен- 
«ц1альваго  ясчнсден1я  ве  восходятъ  дал'бе  Лсйбвица,  изобретателя  того  сии- 
«волическаго  обозначен1я,  которое  съ  самаго  начала  было  принято  почти  всю- 
-"ду  и  способствовало  главнымъ  образомъ  усп'Ёхамъ  анализа  безконечио-ма- 
•лы1ъ»  [Мёт01ге  виг  1е  са1си1  йе$  ьаг(а(10П9,  раг  Ро1"б80п,  1и  а  1'Аса(1ёт1'е 
1е  10  поуешЬге  1831,  Шзёгё  с[ап5  1е  I.  XII  (1е8  Мётоггез  Ле  1'Асайёт1с  Лез 
шеяеез]. 

•*)  аДекарту  мы  обязаны  приложен!емъ  алгебры  къ  геометр1и,  на  которомъ 
■"освовывалось  диФФеревц1альвое  нсчислен1е;  Фермату  же  первымъ  приложе- 
«В1емъ  авализа  къ  дйФФеренц1альвы«ъ  воличествамъ  для  нахожден1я  касатель- 
«выхъ;  иов'Ьйшая  геометрия  есть  вичто  иное  какъ  этотъ  посл'1дн1й  способъ 
«яъ  бол*е  общемъ  вид'бо  [ЕпсусЬрШе,  Аг1.  (жёотеЬпе). 

*'^  «Фернатъ  нашелъ  средство  для  исчислен1я  безковечвыхъ  и  далъ  прево- 
•сюдвыИ  способъ  для  вахожден1я  наЧ|большихъ  и  наименьших ъ;  помимо 
«обозвачен1Я  этотъ  способъ  одиняяовъсъ  тЬмъ,  который  употребляется  въ  в 
«ше  время;  иаконецъ  способъ  этотъ  былъ  бы  диФФербт11альвынъ  исчислеи1'емъ 
«еслибы    авторъ   обобщилъ  его».  (Нреднсдов1е'  къ  переводу  МёШоЛе  Лез  ((и- 
Х1011Л  Ае  1Чею1оп). 
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Ему  не  было  равнаго  въ  теор1и  чиселъ:  онъ  влад'Ьлъ  безъ  сом- 
н^Ьн1я  кавииъ-нвбудь  простымъ  способомъ,  который  намъ  еще  не- 
изв%стенъ,  несмотря  на  значнтельнне  усц&си  неопред'Ьленнаго 
анализа;  потомучто  прекрасныя  теоремы  его,  оставленныя  намъ 
безъ  доказательствъ,  занимали  собою  потомъ  самыхъ  лучшихъ  ге- 
ометровъ  и  были  доказаны  только  мало  по  малу,  съ  большимъ 
трудомъ  и  посредствомъ^  различныхъ  прхемовъ. 

Хотя  Ферматъ  съ  особою  любов1Ю  занимался  преимущественно 
числовыми  изыскан1ями,  однако  и  геометр1я  обязана  ему  также 
прекрасными  открыт1ями. 

По  образцу  Архимеда,  который  нашелъ  квадратуру  параболы, 
Ферматъ  опред'Ьлилъ  площади  параболъ  всЪхъ  порядковъ;  сверхъ 
того  онъ  наш&1ъ  объемы  и  центры  тяжести  параболой довъ  и  дру- 
гихъ  гЬлъ;  открылъ  также  свойства  спирали,  отличающейся  отъ 
спирали  Архимеда.  Онъ  пошелъ  даже  дальше  главы  геомет- 
ровъ  древности,  разр4шивъ  посредствомъ  чисто  геометрическаго 
способа,  сходнаго  съ  способомъ  истощенхя,  задачу,  которой  у  Ар- 
химеда н'Ьтъ  и  сл'Ьда  и  которую  Декартъ  считалъ  выше  силъ  че- 

« 

лов'Ьческаго  ума,  именно  задачу  о  полномъ  распрямлен1и  куби- 
ческой параболы  и  н^Ькоторыхъ  другихъ  кривыхъ  (Ов  Ипеагит 
ситьагит  сит  Нпе18  гесНз  сотрагаНопе,  Оеиьгез  4е  РегтШ^р.  89), 
но  такъ  какъ  его  сочиненхе  появилось  только  въ  1660  году,  то 
въ  этомъ  важномъ  открыт1и  распрямлен1Я  кривыхъ  лин1Й  Ферматъ 
былъ  предупрежденъ  Нейлемъ  и  Фанъ-Геретомъ. 

Возможность  для  р'Ьшен1я  большинства  изъ  этихъ  важныхъ  во- 
просовъ  доставлена  была  Фермату  его  способожъОетахипг^  в1т1' 
П17т8.  Однимъ  изъ  лучшихъ  приложешй  этого  способа  было  при- 
ложен1е  къ  явлен1ямъ  преломлен1я  свЪта,  возбудившее  знаменитый 
споръ  между  нимъ  и  Декартомъ.  РЬшете  Фермата  оказалось  под- 
твержден1емъ  правила,  найдениаго  его  славнымъ  соперникомъ,  пра- 
вила, которое  онъ  до  ткхъ  поръ  оспаривалъ.  Это  р'Ьшенге  такъ 
изящно,  что  Фермату  сл-Ьдуотъ  приписать  вм'Ьсг!  съ  Декартомъ 
честь  расширен1я  пред'Ьловъ  геометрхи  прим'Ьненхемъ  ея  къ  изу- 
чению явлен1й  природы. 

12.  Ферматъ  занимался  также  другимъ  отд&юмъ  геометр1Н,  от- 


ВТОРАЯ  ЭПОХА  *  69 

носящимся  БЪ  геометричесвоиу  анализу  древнихъ   и  названннмъ 
нами  геонетр1ею  Апаион1я. 

Онъ  возстанови1Ъ  по  указанЕямъ,  оставленнымъ  Паппомъ,  пло- 
ст  мгьста  Аполлошя.  Въ  писыгЬ  къ  Робервалю  Фериатъ  заявилъ, 
что  янь  найдено  еще  много  другихъ  преврасннхъ  и  достойннхъ 
внннашя  предложен^;  но  напечатаны  были  и  сд'Ьлались  изв'Ьстны 
нахъ  только  двЪ  книги  АП0ЛЛ0Н1Я. 

Онъ  показалъ  средство  находить  плоск1Я  и  т1кхесныя  м^^а  по- 
нощш  общаго  аналитическаго  прхема  и  научилъ  пользоваться 
этниъ  прхемомъ  для  построен1Я  задачъ  посредсгвомъ  геометриче 
скихъ  м'Ьстъ.  Этотъ  пргемъ  состоялъ  въ  употреблен1И  координатъ 
Декарта,  который  были  придуманы  Ферматомъ  прежде,  нежели  зна- 
Яенитый  философъ  издалъ  свою  геометр1Ю. 

Впосл'6дств1и  Ферматъ  распространилъ  этотъ  прхемъ  и  првм^^- 
нилъ  его  къ  р']^шен1ю  труднаго  вопроса  объ  общемъ  построен1и 
геометрическихъ  задачъ  помощ1ю  прост^йшихъ  кривыхъ .  При  этихъ 
изнскан1яхъ  о  степени  кривыхъ,  необходимыхъ  для  построенхя 
какого-нибудь  уравнен1я,  онъ  пришелъ  къ  общему  выводу,  дока~ 
затедьство  котораго  да.1ъ  впослЪдствхи  въ  Лейпцигскихъ  Актахъ 
1688  года  Яковъ  Бернулли,  упрекавшхй  геометрш  Декарта  за 
опущен1е  этого  общаго  вывода,  состоящаго  въ  томъ,  что  всегда 
достаточно,  чтобы  произведен1е  порядковъ  употребляемыхъ  кри- 
выхъ ЛИН1Й  было  не  меньше  степени  уравнения  '*). 

13.  Въ  своемъ  сочинен1и  Ве  сопШсНЬиз  8рНаег%сг$  Ферматъ  пер- 
вый разрЪшилъ  вполне  задачи  о  прикосновен1и  шаровъ,  подобно 
тому,  кккъ  это  сд'Ьлалъ  Вьетъ  для  прикосновенхя  круговъ  въ  Аро1- 
1отш  СаЦт. 

Вопросъ  этотъ  былъ  предложенъ  ему  Декартомъ,  который  въ 
своихъ  письмахъ  говоритъ,  что  разр']^шилъ  его  посредствомъ  пря - 
ной  лиши  и  круга;  но  р%шен1е  это  до  насъ  не  дошло. 

Сочинен1е  Фермата  отличается  полнотою  и  написано  въ  хоро- 
шеиъ  чисто -геометрическомъ  стил*.  Но  надобно  заметить,  что  въ 


1*]  Ое  ёоЫИопе  ргоЫетаЫт   д€оте1Нсогит  рег  си^Vа^  втрИсСзНтоё,   е1е 
Орега  уапа  р.  ПО. 
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поолЙАнее  время  1шло«ен1е  этого  предмета  стало  гораздо  лу^ше  *'), 
и  вотъ  именно  въ  какихъ  отношенхдхъ.  Въ  <!очинеи1я  Фермата 
кром'Ь  [манной  задачи  о  шар'Ь  касающейся  четмрежъ  другихъ,  за- 
Бдю^ается  еще  четырнадцать  другихъ  задачъ,  вотория  въ  сущно- 
сти предетавляютъ  частные  случаи  главной;  но  ихъ  необходимо 
разрешить  предварительно,  одну  за  другой,  чтобы  этнмъ  посл'Ьдо- 


^^)  До  вачАла  иыв1»шваго  стодФПя  не  было  другихъ  сочнвеяШ  о  арввосво* 

I 

вев1и  щаровъ,  кроиЪ  сочивев1я  Фермата.  Но  въ  эту  эпоху  вооросъ  этотъ  орв- 
влекъ  вввмав1е  в'Ькоторыхъ  учевиковъ  Мовжа;  овв  взглявулв  на  преднетъсъ 
новой  точки  зр'6в1я,  которую  уже  можно  было  предугадать  въ  общности  пр1е- 
мовъ  и  соображенШ^  составляющнхъ  характеръ  геонетр1и  знаненитаго  учите- 
ля. Первыа  попытки  эти  были  пои'Ьщены  во  второмъ  вуиер*!  1-го  тома  Сог- 
геяройЛепсе  ро1у1есШдие\  драткШ  разборъ  менуара  Дюоева,  80Торы1  должевъ 
былъ  служить  ихъ  цоволнев1еиъ,  явился  позднее  въ  тоиъ  же  издав1в  (1.  II 
р.  420);  изящные  и  новые  результаты,  ваходящ1еся  въ  неиъ,  заставляютъ  со- 
жал']^ть  о  тоиъ,  что  знаиевитый  академикъ  не  публиковалъ  своей  работы. 
Готье  ((}аи111ег),  прОФессоръ  въ  Соп8егуа101ге  €1е8  аг18  е1  тёиегн,  взялся  сно- 
ва за  этотъ  вопросъ  и  изсл'бдовалъ  его  съ  совершенно  новою  и  окончатель- 
но удовлетворительною  общностью.  Нов'Ьйш(е  иетоды  довели  этотъ  предиетъ 
еще  до  большей  простоты.  Одни  изъ  этихъ.  изсл'Ьдовав1й  ии1»ютъ  чисто  на- 
чертательный характеръ,  т.  е.  въ  вихъ  не  разснатривается  никакихъ  соот 
ношенШ  иежду  величинами  лив1й;  они  суть  самыя  общ1я  и  самыя  простыя. 
Между  другими,  вводящими  понят1е  о  ш^р'Ь  и  требу ющиии  еоставлен1я  н'Ько- 
торыхъ  соотвошевЁй  между  лин1ями,  должно  отличить  изсл'6дован1я  зваиенв- 
таго  Ферголы  и  ученика  его  Флаути,  ваоечатанныя  въ  Мёто1ге9  Ле  ГАса^е- 
те  Лев  9с1епсев  Ле  ПарШ    (Си.    также    (коте1гга  <1еГ   Шо  соч.    Р1аи11  изд. 

второе  1821  г.  стр.  196). 

Вопросъ  о  шар*,  касающемся  четырехъ  другихъ,  есть  одинъ  иэъ  т*хъ,  въ 
которыхъ  геометр1я  долгое  время  им'1Ьда  преимущество  передъ  анализомъ. 
Эйлеръ  оредставилъ  Петербургской  Акадеи{и  въ  1179  году  два  аналитическ1я 
рфшен1я,  воторыя  помещены  были  только  въ  начал'Ь  вын'бшняго  стил'6т1я  въ 
Кесие11  этой  Академ1и  за  1807  и  1808  годъ  (напечатаны  въ  1810  г).  Карво 
уже  указал ъ  на  аналитическое  р'Ьшев1е  въ  своей  (жёоте1гге  <1в  ропШп  (стр. 
416),  но  оиъ  ив  выполнилъ  всЬхъ  исчислев1й,  которыя  должны  были  прнве* 
сти  его  къ  уравнен1ю  второй  степени.  Въ  ваше  время  Пуассонъ  первый  раз- 
р^швлъ  вполн'Ь  этотъ  вопросъ  путемъ  вычвслешя  [ВиШИп  4е  1а  80сгёЫ  р1и- 
(ошаНцие  1812  г.  стр.  141).  Вскор*  поел*  этого  Бине  и  Франсе  предложили 
еще  два  друг1я  аналитичесия  р*шеи1я.  (Си.  1оигпа1  Ае  1'ёсо1е  ро1у(есШдие 
тетр.  17  и  Аппа1е8  Ле  та1НтаЫдие8  томъ  Ш). 


Гмргтммт   п^>х^гри1   ххпт- 
ихтчжж.  ч(|»е»  катер^бч^   '•у?^ 

х]р«1атъ  те  квого  рода  о6.|б««11е.  вяеншо  р1^- 

(рохъ  четыре  поверхвоста  К7ч^1\^ 
[т  собою,  нля  лайке  юобще  чети- 
(тхь  ишшщашасгш  вторич>  оорика.  лвшь  би  оя^ 
■ск  шл  одну  ■омрхность  того  же  аорика.  Бь  ^1ч>1гь 
вшА  зажл^ж  включить  въ  оебк  пкъ  частвий  случай,  задачу  о 
чоярехъ  шац|кхъ     С^.  ПрккЪчаше  ХКУШ.. 

Это  срмясмЬг  рЪшсв1ж  Фе1«ата  съ  вовЪйоишн  не  будегъ«  жь 
жет^-бать,  сс^чтево  зд-Ьсь  неум^стнызгь,  такъ  какъ  оно  ука;?чг- 
ваетъ  як  хкрккг^ъ  усягЬховъ,  сд^ланныхъ  геохетр^ев)^  п  на  тч^ 
вавркклеше.  во  вотороху  она  дооша  стремнтьсд  даже  въ  таквхъ 
вовросахъ.  гд%  ян  слншсохъ  часто  ограничиваемся  тднвдев1ехъ 
къ  тртдамъ  ведикихъ  геохетровъ,  какъ  бы  не  сгЬя  даже  предпо- 
лагать, чтобы  усовершенствовашл  въ  наук-Ь  могли  нхъ  коснутьсл. 
14.  Фо>хать  обЬщалъ  и  началъ  возстановлеше  поразхъ  Евкли- 
да; этову  слову  овъ  придавалъ  вной  смыслъ,  нежели  какой  при- 
нять бил»  впосл^дствш  всякий  на  основаши  истолБован1я  Р.  Сим* 
сона.  Но  ес1и  знаменитый  шотландск1й  геометръ  разгадалъ  п 
возстановнлъ  Форму  нзлохен1я  поризмъ,  то  Ферматъ  не  мен^е  его 
проникь  можетъ-быть  въ  эту  тайну  угадавъ  Ц'к1ь,  назначеи1е  и 
ту  пользу,  которую  Евклидъ   признавалъ  за  своимъ   сочиненхемъ 

0  пйртзмохь.  Но  Ферматъ  выраакается  объ  этомъ  предмет^Ь  такъ 
кратко,  что,  можетъ-быть,  нужно  было  а  рпоп  опред-Ьдить   идеи 

1  ис^н,  которыя  мы  усматриваемъ,  какъ  намъ  кажется,  въ  его 
воззр^шн  на  поризмы;  поэтому  мы  оставляемъ  до  другаго  времени 
бол'Ье  подробное  сужден1е  объ  этомъ. 
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Пять  преддоженхй,  оставленннхъ  Ферматомъ  Еакъ  арнм^в, 
йЛЕ  какъ  $рес%шеп  поризмъ,  заставляютъ  жалеть,  что  онъ  не  про* 
должадъ  этого  труда.  Особенно  третья  изъ  этвхъ  поризмъ  должна 
заслуживать  полнаго  вниианхя  геометровъ,  такъ  какъ  это  одна  изъ 
оревраснЪйшихъ  и  наибол^Ье  полезннхъ  теоренъ  въ  теорш  кони- 
чесвихъ  сЪчешй.  Она  есть  ничто  иное  какъ  знаменитая  теорема 
Дезарга  о  инволющи  шести  точекъ, — теорема  столь  хорошо  извест- 
ная въ  новой  геометрш.  Другая  поризма,  которую  Ферматъ  предло- 
жйлъ  для  доказательства  Валлису,  есть  частный  случай  обш;ей  те- 
оремы въ  прим%нен1и  къ  параболе  '^). 

Ферматъ  об'Ьщалъ  не  только  возстановлен1е  трехъ  книгъ  по- 
ризмъ Евклида:  онъ  им-^лъ  въ  виду  распространить  это  учеше 
дал'Ье  пред'Ьловъ,  устаневленныхъ  греческршъ  геометромъ,  и  при- 
ложить его  къ  коиическимъ  сЬченхямъ  и  кривымъ  другаго  рода. 
Онъ  говорить,  что  открылъ  вещи  неизвестный  и  зам^чательнЕш  ^^). 

Мы  далеки  отъ  того,  чтобы  считать^  какъ  Р.  Симсонъ,  такое 
обещан1е  слишкомъ  см^лымь;  мы  видимъ  въ   этомъ  только  при- 


1^)  Р.  Сямсонъ  заииствовалъ  у  Фермата  эта  два  орекраевыа  предложбв18  ш 
доказалъ  ахъ:  первое  въ  своемъ  трактат!»  о  аорвзиахъ  оодъ  п^  81,  а 
потомъ  то  и  другое  въ  Трактате  о  воннческвхъ  с'Ьчев1ахъ,  Кн.  5-а 
теоремы  18  и  19.  Второе,  отвосящееся  къ  параболе,  было  также  восаровз- 
ведено  въ  ВгсНоппЫге  4е  та1НётаИдиез  раг  Окапат,  лъ  стать'Ь  о  оормзмахъ. 

1'7)  ^т6  е1  ЕисШет  грвит  ргото^еЫтиз  е(  рог18та1а  т  сот  «есИош'Ьиз 
е1  а1Ш  цигЬчёсищче  сиг^1$  тггаЬйга  запё,  е1  Касипиз  гдпо^а  4е1едети9  (Уа- 
Па  орега  МаШешаиса,  р.  119). 

Это  об'Ьщав1е,  которое  мы,  ормнимаа  въ  соображен1е  верность  суждеа1я  н 
благородный  характеръ  автора,  не  ■м'Ьемъ  повода  считать  преувеличеннынъ, 
ооказываетъ  вамъ,  какъ  важно  было  бы  для  геометр1И  отыскан1е  рукописей 
Фермата,  о  утрат'6  которыхъ  сожалели  до  сихъ  поръ  преннущественно  по 
отношен1ю  къ  анализу. 

Можно  над'Ьяться,  что  мы  не  навсегда  лишены  этихъ  драгоц1)ивыхъ  сочиве- 
вШ.  Либри,  П0СВЯТИВШ1Й  себя  изыскан1ямъ  по  обздеВ  нсторш  наукъ,  уже  оты- 
скалъ  два,  до  сихъ  поръ  неизданные,  отрывка  и  нашелъ  н'Ьсколько  указанШ, 
подающихъ  надежду  къ  новымъ  открыт1Яиъ.  ВысокШ  умъ  этого  знаненитаго 
изсл'бдователя  служитъ  ручательствомъ,  что  оаъ  при  своихъ  изыскан1ахъ  бу- 
детъ  высоко  ц^^нить  отрывки  по  чистой  геометр1и,  также  какъ  и  произведения 
ген! а  Фермата,  относящ1яся  къ  анализу. 
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знакъ  того,  что  Ферматъ  разгадалъ  истинный  смнслъ  учен1Я  Евкли- 
да и  ум'Ьлъ  понять  всю  важность  и  пользу  его. 

Прибавлеше.  Ферматъ  писалъ  также  о  мтстассъ  на  поверх» 

ности. 

Мерсеннъ  говорить  объ  этоиъ   сд'1^дующииъ  образонъ:    ОтШо 

« 

1о€0$  ай  вирефсгегпу  сизиз  гвадодет  тг  Ыеш  61,  (Регтаййз) 
атгсгз  соттипет  [еси^  е1  аНа  диае  иНпат  аЬ  ео  ШпН^т 
тре(г€ти8  (См.  Ишьегвае  б€оте(пае  тгсо1аедг1е  та1кета11сае 
$упорш;  т—к,  1б44,  р.  388). 

Шижадь.  (1623—1662).  Въ  тоже  самое  время  Паскаль,  обра- 
тивъ  вниманхе»  съ  свойственною  его  уму  проницательност1ю,  на 
способъ  нед&1имыхъ  Еаваллери,  доказалъ  его  съ  полною  строго- 
ст1ю  и  въ  самомъ  общемъ  вид'Ь  приложилъ  къ  труднМшимъ  во- 
проеамъ  о  поверх^остлхъ,  объемахъ  и  центрахъ  тяжести  т^лъ. 
Эти  изыскан1я,  представляющ1я  драгоц'Ьнный  памятникъ  силы  че- 
аовЪческаго  ума,  касались  близко  интегральнаго  исчислен1я;  они 
составляютъ  связь  между  Архимедомъ  и  Ньютономъ. 

При  помощи  этого  способа  Паскаль  превзошелъ  всЬхъ  знаме- 
нигЬйшихъ  геометровъ  въ  изыскан1яхъ  свойствъ  циклоиды. 

Эта  знаменитая  кривая,  истор1я  которой  т'Ьсно  связана  со  вс]^- 
ни  великими  открытиями  XVII  в^ка,  была  уже  предметомъ  изуче- 
Н1Я  Галилея,  Декарта,  Фермата,  Роберваля,  Торичелли.  Оставлен- 
ная на  н'Ькоторое   время,   она   была  снова   выведена  на   сцену 
Паскалемъ,  который  какъ  бы  желалъ,  чтобы  многочисленные  труд 
вне  вопросы,    къ   которымъ   даетъ   поводъ   эта   кривая,  служили 
всантан1емъ  я  м'Ьрою  силъ   и  способностей  геометровъ  того  вре- 
мени. Уренъ,  Слюзъ,  Валлисъ,  Гюйгенсъ,  Ла-Люберъ^  Фабри  отоз- 
вались на  этотъ  вызовъ  и  каждый  изъ  нихъ  разр'Ьшилъ  большую- 
или  меньшую  часть  предложенвыхъ  вопросовъ,  оставляя   Паскалю 
славу  полнаго  р'Ьшен1я.  иосл*]^  этого  циклоида  вступила  въ  третью 
фазу,  во  время  изобр^тен1я  дифференщальнаго  исчислен1я.  Сверхъ 
прекрасныхъ    и    разнообразя ыхъ   геометрическихъ   свойствъ,    она 
обнаружила  тогда  въ  рукахъ  Ньютона,  Лейбница,  Бернулли  и  мар- 
киза Лопиталя  еш,е    повыя  свойства,  почерпнутыя  изъ  механиче- 
выя:  Ш.^Отд.  п  * 
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сБИхъ  соображен1й  и  увеличивши  еи^е  бол^е  важность  и  знамени- 
тость  этой  удивительной  кривой  линш. 

Движете  колеса  по  плоскости,  служившее новодомъ  къотвр11Т1Ю 
циклоиды,  представляетъ  другое  образованге  этой  кривой,  на  ко» 
торое,  итгк  кажется,  не  было  обраш;ено  внинан1Я,  ииенно:  обеер- 
7Пка  пространства,  пробгыаемаю  дгпметромъ  колеса,  есть  также 

циклоида  '•). 

Изученте  этой  кривой  повело  къ  ц'Ьлому  многочисленному  классу 
ЛИН1Й,  производимнхъ  движен1емъ  данной  кривой  по  другой  непод- 
вижной кривой;  эти  ЛИН1И  были  разсматриваемы  во  всей  общности 
Лейбницемъ,  Де-Лагиромъ,  Николемъ  и  др.  Германъ  и  Блеро  рас- 
пространили туже  теор1Ю » на  кривыя  линш,  описываемый  подоб- 
нымъ  же  образомъ  на  сфер*]^. 

16.  Труды  Паскаля  по  другому  отд-Ьлу  геометр1и,  относящемуся 
къ  геометрическому  анализу  древнихъ  и  къ  теор1и  коническихъ 
с']Ьчен1й,  заслуживаютъ  вниман1я  не  мен%е  его  зам^чательныхъ 
изсл^Ьдованхй  циклоиды  и  не  иепЬе  другихъ  приложешй  способа 
Каваллери.  Въ  этихъ  изсл^дованхяхъ,  также  какъ  и  въ  сочинети 
Дезарга  объ  этомъ  предмете,  мы  накодимъ  зародышъ  нов-Ьйшихг 
учен1й,  составляющихъ  новую  геометрш.  Поэтому  иы  должны  го- 
ворить съ  н']^которою  подробност1Ю  объ  этой  части  отврыт1й  Па- 
скаля. 

Самое  выдающееся  изъ  нихъ  есть  открытге  прекрасной  теоремы 
о  мистическомъ  шестиугольник^^  (кехадгатше  тувИдие),  которая 
была  удивительнымъ  орудхемъ  въ  рукахъ  Паскаля.  Подъ  этимъ 
названхемъ  разум'Ьется  то  свойство  всякаго  вписаннаго  въ  кониче- 
ское сЬченЕе  шестиугольника,  что  три  точки  естргьии  протиео- 
положныхъ  сторонъ  всегда  находят4)Я  на  одной  прямой.  Коничес- 
кое сЪчен1е  опред'Ьляется  пятью  точками;  поэтому  теорема  за- 
ключаетъ  въ  себЪ  соотношенхе  между  положенгемъ  всякой  шестой 
точки  кривой   и   пятью  данными   точками,  и  * сл'Ьдовательно   эта 


1^)  Эошцикдоиды  также  способны  жъ  такому  двоккону  оронсхожден1ю  и  отсю- 
да выводятся  различные  свойства  этнхъ  кривыхъ. 

Бела  вместо  д1аиетра  будеиъ  разсматривать  въ  движущейся  ж^утЪ  какую 
нябудъ  хорду,  то  огибающею  будетъ  развертывающая  эпициклоиды. 


ВТ(МР4Я  9П0|и  75 

теорец»  внрмимтъ  собо»  оеновиое  ш  хара&торцсшчоеме  свойство 
кялчшааъ  ЛчтЛ.  Вотъ  аочеиу  Паемдь,  которому  т(№да«  юкъ 
самъ  онъ  говорвтъ  ^*),  бьио  не  бод'Ье  шестнадцати  д'Ьтъ,  врн- 
вяль  ее  за  основаню  своего  поднаго  трактата  о  шшичесаихъ  еЬ- 
чешдхъ.  Эфо  сочннен1е  не  дошдо  до  яасъ;  Лейбннцъ»  который  во 
время  своего  нребнвашя  въ  Паршк'Ь  им'Ьдъ  его  въ  своихъ  руаахъ, 
оередаетъ  ааыъ  въ  письм^Ь,  вапвсанномъ  въ  1676  году  &ъ  Перье 
!Репег},  адемвнниху  Паскалл,  ваглави  шестн  частей,  ндиотд'Ьловъ, 
взъ  Боторыхъ  сосхавдено  бндо  это  сочинен1е. 

Заглав1е  1-й  часты  показываетъ,  что  Паекадь  подьзовался  на- 
я&шп  перспектавы  ддд  обравованш  конвчес&дхъ  с'Ьчен1й  помощ1ю 
|^руга  и  такинъ  образомъ  выводидъ  свойства  ихъ  нзъ  своЛствъ 
круга.  Этотъ  прхемъ.  по  словамъ  Лейбница,  леаииъ  въ  основан1и 
всего  сочинеи1Д. 

Во  2-й  части  говоридось  о  нистическомъ  шестиугодьник'Ь.  <11о- 
<Еа8авъ  оатическое  образован1в  коническихъ  с^чен1й,  говоритъ 
<Лейбяицъ,  нооредствомъ  лродоакешд  круга  на  плоскость,  пересЬ- 
<кающую  конусъ  лучей,  онъ  объасндегъ  зам'ЬчатедьншЕ  свойства 
'Некоторой  фигуры,  составленной  нзъ  шести  прдмыхъ  двн1Й  и 
^называемой  имъ  мистнческииъ  шествугодьникомъ>. 

Въ  3-й  части  находидись  придожен1д  этого  шестиугодьника: 
свойства  хордъ  и  дхаметровъ,  равдклеиныхъ  гармонически,  и,  по 
всей  вероятности,  теоремы,  составлдющ1я  теорш  полюсовъ  '®). 


^^)  Сошсогит  ори$  сотр1е1иш,  е(  сотса  АроНопи  е1  аНа  гппитега  ипгсА 
[еге  ргороНИопе  атр1ее1еп9\  диоЛ  диШт  попЛит  зех  Лштит  ае1аШ  аппиит 
^1€Ыч8  ехсодИаЫ^  е1  Аетёе  (п  огАгпет  сопдеШ.  [ОеиV^м  Ле  Ра8са1,  X.  IV, 
р.  410). 

*)  Повседе  въ  ТгаИё  (кз  ргорггёШ  рго^еЫшз,  р.  101,  уяе  высжазалъ  это 
»'Ьв1е,  юторое,  какъ  наиъ  кажется,  ветрудво  подтвердить.  Въ  саиоиъ  д'Ьл^^ 
^сдв  предподожинъ,  что  дв'Ь  противоаоложныя  сторовы  шестнугольннка  без- 
ковечю  малы,  то  чертежъ  представатъ  цамъ  вмсавный  въ  воваческое  сФче- 
|1е  четыреугольввгь  в  дв1|  васатедьныя  въ  протнвоооложвыхъ  его  вершнвахъ, 
>  тогда  творена  вряводвтъ  вепосредствввво  въ  следующей,  какъ  въ  простому 
сд4дств1ю:  Когда  въ  конвчесхое  сЬчен^е  виисавъ  четыреугольвмкъ, 
то  васательвыя,  ороведевныя  въ  противополжныхъ  вершмвахъ, 
верес^кваются  на  прямой,  соединяющей  точки  встр'Ьчи  протнво- 
воложиыхъ  сторовъ. 
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4-я  часть  заключала  въ  себЬ  предложен1Я  объ  отр!Ь8кахъ  на  сЬ- 
кущнх^,проведевннхъ  параллельно  двумъ  ненодвижнвмъ  прямнмъ, 
и  свойства  фокусовъ. 

Въ  5-й  части  разрешались  задачи  о  построена  коничеекаго 
сЪченгя,  удовлетворяющаго  даннынъ  условхямъ,  т.  е.  проходяща- 
го  черезъ  данныя  точки  и  касающагося  данныхъ  прямнхъ. 

Наковецъ  6-я  часть  озаглавлена  Лейбницемъ  словами:  Ое  1оео 
$о1Ыо.  По  н%воторымъ  словамъ  можно  догадываться,  что  зд'Ьсь 
шла  р'Ьчь  о  знаменитой  задаче  Паппа:  ай  1ге$  аШ  цпаЫгиг 
Нпеа8. 

Въ  н^которухъ  отврыввахъ  заключались  сверхъ  того  различ- 
ныя  задачи. 

17.  Къ  счастш,  Паскаль,  по  случаю  этого  большаго  трактата, 
собралъ  лодъ  заглав]емъ  Евза!  ропг  1е8  сопгдие$  н'Ькоторня  важ- 
н^йш1я  теоремы,  который  должны  были  въ  немъ  заключаться,  же> 
лая  подвергнуть  ихъ  сужден1ю  геометровъ  и  узнать  ихъ  мн^Ьнге, 
прежде  нежели  продолжать  свой  трудъ.  Объ  этомъ  Е^тг,  появив- 
шемся въ  1640  году,  когда  Паскалю  былъ  едва  шестнадцать  лЪтъ, 
говорится  въ  н^^которыхъ  письмахъ  Декарта,  которому  Мерсеннъ 
послалъ  это  сочивен1е.  Съ  гЬхъ  поръ  оно  болЪе  в'Ьва  оставалось 
въ  забвеши,  изъ  котораго  было  вызвано  только  въ  1779  году» 
благодаря  Боссю  (Во88и(),  который  пом'Ьстилъ  его  въ  полномъ  из- 
дан1и  Оеиьгех  Ле  РазсЫ. 

Это  сочинен1е,  въ  семь  страницъ  ш  8-о,  есть  драгодЬиный 
остатокъ  открыт1й  и  метода  великаго  Паскаля  въ  области  кони- 
ческихъ  с%чен1й. 

Вотъ  весьма  краткхй  разборъ  его. 

Вначал'Ь  изложена,  въ  вид-Ь  леммы,  изъ  которой  должно  проис- 
текать все  остальное,  знаменитая  теорема  о  шестиугольник-Ь. 

Кажется,  что  эта  теорема  соотвФтствуетъ  словамъ  (/е  диаЫог  (апдепШтв,  е1 
гесШ  рипс(а  (ас(пит  зипдепЫЬчбу  которые  составляютъ  заглав1е  3-й  частя,  ■ 
что  это  была  одва  взъ  теоремъ,  выведенныхъ  Паскалемъ  взъ  своего  шеста- 
угольнвка.  Но  легво  ввд'Ьть,  что  въ  этой  теореме  заключается  вся  теори 
полюсовъ.  На  освовая1в  этог«  мы  счвтаемъ  довазаввымъ,  что  теор1я  оолюсов-ь 
заключалась  въ  числ1)  орвложен1й,  сдФлаввыхъ  Паскалемъ  взъ  его  шеств- 
угольввка. 
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Первое  нзъ  сл^дующихъ  загЬмъ  предложен1й  относится  также 
къ  шестиугольнику,  вписанному  въ  коническое  сАчеше:  это—^соот- 
ношен1е  между  отроками,  образуемыми  на  двухъ  сторонахъ  дву- 
мя другими  сторонами  и  двумя  дгагоналями.  Въ  сущности  это 
соотяошен1е  есть  ничто  иное]  какъ  теорема  Дезарга  о  ннводющи 
шести  точекъ;  но  оно  представлено  съ  иной  точки  зр'ЬнЫ  и  п(|- 
этому  способно  къ  иного  рода  приложен1ямъ.  Мы  разовьемъ  по- 
дробнее эту  мысль  въ  Прим'Ьчан1и  XV. 

Сл^дуюш^ее  предложен1е,  выраженное  въ  вид^  двойнаго  равен- 
ства отношен1й,  заключаетъ  въ  себЬ  различный  теоремы.  Первая 
изъ  няхъ  есть  129-я  теорема  7-й  книги  <Математическаго  Со- 
бран1л1  Паапа;  она  подала  намъ  поводъ  къ  введен1Ю  понят1я  объ 
аншрмоническомь  отношенги  и  мы  говорили  уже,  что  она  можетъ 
служить  основан1емъ  для  значительной  части  новой  геометр1и. 
Вторая  теорема  есть  Птолемеева  о  треугольнике,  пересЪченномъ 
трансверсалью. 

ЗатЪмъ  сл^дуеть  нредложенхе,  которое,  если  принять  во  вни- 
наше  Птолемееву  теорему,  приводитъ  къ  прекрасному  и  весьма 
важному  свойству  коническихъ  сечен1й  относительно  отр^зконъ, 
оброзуемыхъ  этими  кривыми  на  сторонахъ  треугольника, — теорема, 
д(жазанная  въ  последнее  время    знаменитымъ  авторомъ  ОёотеМе 

Следующее  после  этого  предложен1е  есть  тоже  свойство  кони- 
ческихъ сечен1Й,  распространенное,  вместо  треугольника,  на  ка- 
кой-нибудь четыреугольникъ  *^).  Эта  теорема,  обобщенная  Карно, 
который  доказалъ  ее  для  многоугольника  и  для  какой  угодно 
геометрической  кривой  и  распространилъ   даже  на  кривыя  поверх- 


^)  Ксая  оредаоложемъ,  что  дв^  вершины  четыреугольнвка  удалены  въ 
бемояечюсть,  то  отрезке,  ковчающ'юся  въ  этихъ  вершннахъ,  будутъ  раввы, 
тасъ  жагь  овв  безковечны  в  считаются  отъ  двухъ  оарадлельвыхъ  врямыхъ; 
отсюда  яровстеваетъ  ореарасвое  свойство  воввческвхъ  сбчевШ,  состоящее  въ 
ТОНЬ,  что  провзведен1я  отр-Ьзвовъ  ва  двухъ  травсверсаляхъ,  проводвмыхъ  вяъ 
одао!  точка  варалледьно  двунъ  веподвнжвыаъ  прямымъ,  находятся  въ  по- 
етоаввомъ  отвво1ев1а. 
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ности  *) .  есть  одна  изъ  самыгь  богатып  сл^Ьдсттями  теоремъ 
въ  учен1н  о  трансверсаляхъ. 

Послб  этого  мц  встр^Ьчаеиъ  внаменитую  теорему  о  инвохющи 
шести  точекъ,  спервумъ  изобр'Ьтателехъ  которой  быль  Деваргь, 
<содинъ  изъ  ведичайшнхъ  умовъ  своего  времени,  обладавппй  глу- 
сбокими  8нан1ями  въ  математик'^  и,  между  прочимъ,  въ  теоргп 
сконичесвихъ  сЪчен1й>.  Паскаль  прнбавляетъ,  что  сстаралея  но- 
се дражать  его  методу  въ  этомъ  предмет^Ь^  который  онъ  изложилъ 
<гбе8ъ  помощи  осеваго  треугольника  и  изсл*Ьдовалъ  въ  общемъ  ви- 
сд%  вс^^  родн  коническихъ  с%чен1й]»  ^'). 

18.  Изв'Ьстно  богатство  сл'Ьдств1й,  проистекающихъ  изъ  вшпе- 
приведенннхъ  теоремъ,  и  потому  очень  понятно,  что  Паскаль  но- 
ложилъ  ихъ,  какъ  самъ  онъ  объяви лъ  это.  въ  основате  яолнаго 
трактата  о  коническихъ  сЬчешяхъ;  сами  эти  теоремы  выведены 
ивъ  мистическаго  шестиугольника;  такимъ  обравомъ  Паскаль 
изъ  одного  основнаго  предложенхя  получилъ  до  400  сл^Ьдствгй,  какъ 
это  говоритъ  Мерсеннъ  въ  сочинен1и  Ое  тептш,  ропЛегИт$  е1с, 
т  Ы.  1644  ").  (См.  Прим.  Х1П). 

Нетрудно  замЬтить,  что  каждая  изъ  этихъ  главныхъ  теоремъ 
внражаетъ  изв'Ьстное  свойство  шести  точекъ  комичеекаго  с^кчетя, 
и  это  объясняетъ  намъ,  какимъ  образомъ  Паскаль  могъ  ихъ  по- 
лучить изъ  своего  мистическаго  шестиугольника,  который  заклхь 
чаетъ  въ  себ'Ь  обпцее  свойство  такихъ  шести  точекъ.  Но  каждая 
изъ  теоремъ  получила  свою  особую  форму,  удобную  для  изв^^на- 


")  ОёотёМе  (к  розгЧюп,  р.  437. 

^)  Говоря  объ  Аполлон!!,  иы  объасншла,  что  сл-Ьдуетг  поиннать  подъ 
нменемъ  осеваго  треугольниа;  мы  сказали  что  этотъ  велнШ  геонетръ 
древности  орн  образован1и  коннческвхъ  сбчевИ  предоолагалъ  сФкущую  пдо- 
сюсть  пераенднуларною  къ  плоскостн  атого  треугольника.  Дезаргъ,  какъ  мы 
видинъ,  и  00  его  оримФру  Паскаль,  иэсл'бдовалн  ковическ1а  с«чев1я  гораздо 
болФе  обцимъ  снособомъ,  давая  сЬкущей  плоскости  совершевво  оронзводьЕое 
полояев1в. 

»•)  Пт'еа  рпуроёШапе  ип^епа/^^Аяа,  400  еогоИлгШ  агта1й,  гп1е§гит 
Хро11оп(ит  сот^ихиз  Ш, 
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ч 

го  рода  при]гЬнен1й,  которыя  такимь  образомъ  ве.1и  къ  б&зч^сле»- 
ному  множеству  свойствъ  коническихъ  сЬченгй. 

Это  въ  внсшей  степени  полезное  ум'Ьнье  выводить  изъ  одного 
принципа  большое  число  истинъ, — уменье,  которому  кы  не  встрЪ- 
чаемъ  пршгЬровъ  въ  сочннен1Яхъ  древнихъ,  составляетъ  главное 
преимущество  нашихъ  новЪйшихъ  методовъ. 

19.  Паскаль  написалъ  н'Ьсколько  другихъ  сочинен1й  по  геомет- 
рш  въ  томъ  же  стил']^,  какъ  его  ТгаШ  (1ев  сопгдйе$.  Намъ  и8В']Ьст- 
вн  только  ихъ  заглав1я,  благодаря  зам^тк^^,  переданной  Паска- 
лемъ  въ  1654  году  ^^)  обш;еству  учевыхъ,  собиравшихся  попере- 
х^иио  другъ  у  друга  прежде  основангя  Академ!  и  Наукъ.  которое 
бцло  въ  1666  году. 

Зд:Ьсь  мы  узнаемъ,  что  Паск&ль.  по  прии'Ьру  Вьета,  но  съзна- 
чительнымъ  обобщешемъ  и  посредствомъ  чрезвычайно  простаго 
способа,  разр^^шилъ  задачи  о  прикосновеши  круговъ,  зат'Ьмъ  соот- 
в-Ьтственныя  задачи  о  прикосновен1и  шаровъ;  что  онъ  написалъ 
травтагь  о  плоскихъ  мгьстахъ,  гораздо  бол'Ье  обширный  и  значи- 
тельный, ч^мъ  все  сд'Ьланное  по  этому  предмету  древними  и  но- 
внмн  геометрами  у  и  притомъ  посредствомъ  новаго  и  чрезвычайно 
тдобнаго  пргема;  'наконецъ,  что  онъ  изобр'Ьлъ  новый  способъ  пер- 
спективы, доведенный  до  возможной  простоты,  потомучто  всякая 
точка  нзображен1я  строилась  помопцю  пересЬченхя  двухъ  прямыхъ 

ЛИН1Й. 

Этмхъ  слабыхъ  указашй,  находящихся  въ  зам^гк'Ь  Паскаля,  до- 
.статочно,  чтобы  сожалеть  объ  утратЪ  сочинен1й,  въ  которыхъ 
долженъ  былъ  блистать  изобр'Ьтательный  ген1й  этого  глубокаго 
геометра  и  то  замечательное  искуство,  съ  какимъ  онъ  ум^лъ 
всегда  обобщить  первое  открытге  и  извлечь  всЬ  заключенныя  въ  немъ 
истины. 

20.  Деваргъ  (1593 — 1662^.  Дезаргъ,  котораго  Паскаль  избралъ 
руководмтелемъ  и  который  дЫствительно  былъ  достоинъ  такого 
Пеника  также  писалъ  годомъ  раяЪе,  о  коническихъ  сЬчетяхъ 
оовершеипо  новымъ  и  оригинальнымъ  образомъ.  Его  способъ,  так- 
же какъ  способъ  Паскаля,  основывался  на  началахъ  перспективы  ^^) 

«О  Оеиюгеж  4к  Ра$еа1,  1.  IV,  р.  408. 

*)  Это  еще  юоросъ,  аиалм  ли  дре1в1е  примФнеи!е   перспективы  къ  рац1о- 
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и  на  н^Ькоторыхъ  предложешяхъ  теор1и  трансверсалей .  Намъ  оста- 
лось только  несколько  не  вполне  ясныхъ  указан1й  объ  одномъ  его 
сочинен1и  подъ  заглавхемъ:  ВгоиШоп  рго1е1(1'ипе  аНеШе  аих  ш- 
петеп8  4е$  гепсоп(ге8  йи  сдпе  тиг  ип  р1ап.  Друпя  сочинен1я,  если 
только  они  существовали,  какъ  это  можно  предполагать  на  осно- 
ванхи  одного  м^ста  въ  Еиш  Паска.1я,  состояли  можетъ  бить  толь- 
ко изъ  лету1ихъ  листковъ,  въ  которыхъ  Дезаргъ,  какъ  кажется; . 
им^^лъ  обыкновен1е  сообщать  о  своихъ  открит1яхъ,  или  огв'Ьчат;. 
своимъ  нногочисленнымъ  клеветникамъ. 

Сочинен1е,  о  которомъ  мы  сказали  выше,  появилось  въ  1639 
году.  О  немъ  говорится  во  многихъ  письмахъ  Декарта. 

Это  сочинеше  отличалось  н^Ьсколькими  новыми  предложепхнмп, 
и,  главное,  лухомъ  метода,  основашемъ  которому  служило  вкрное 
и  плодотворное  разсужденхе,  что  коническхя  сЬченхя,  будучи  полу- 
чаемы отъ  различныхъ  способовъ  пересЬченхя   1Сонуса,    им-Ьющаго 

0СН0Ван1еМЪ     КруГЪ,    должны     ИМ']^ТЬ     СЪ      КруГОМЪ      МН0Г1Я       0бЩ1Я 

свойства. 

Дезаргъ  внесъ  такимъ  образомъ  два  важныхъ  нововведеи1я  въ 
пзучен1е  коническихъ  с^Ьченхй.  Во  первыхъ,  онъ  разсматривалъ  ихъ 
на  конус^Ь  при  всевозможныхъ    положетяхъ    секущей   плоскости, 


нальвоМ  геоиетрш;  ■  вопросъ  этотъ,  жажется  еще  недостаточво  мсл-Ьдовавъ. 
Съ  перваго  взгляда  мы  ссловны  отвечать  ва  вего  утвердвтельво:  такъ  ар1енъ 
этотъ  кажется  естествеввымъ  и  близко  свяэаввымъ  съ  соособонъ  оолучев1я 
коническихъ  &Ьчев\Ш  на  кругломъ  ковусФ. Таково  поэтону  и  обыквовенвое  нв*!- 
вЁе  геоиетровъ.  Ово  подвр'Ьплено  было  въ  посл'Ьдвее  время  своеобразвымъ 
мвФшемъ  Цонселе  о  оормзиахъ  Евклида,  которыя  будто  бы  были  предложе- 
Н1ЯМН,  доказываемыми  по  этому  способу  (Тгайё  Ле»  ргоргШёз  рго^ееНом, 
1п1го(1ис1юп,  р.  XXXII).  Но,  несмотря  ва  все  уважен1е,  которое  мы  питаемъ 
къ  мв']^в1ямъ  эвамевитаго  геометра,  мы  должны  созваться,  что  при  чтен1и 
древвикъ  мы  ве  вашли  даже  сл'Ьда  чего-вибудь,  что  позволило  бы  намъ  раз- 
дфлять  его  мв'Ьв1е  «ъ  даввомъ  случа'Ь.  Мы  думаем ъ,  напротивъ,  что  способъ 
перспективы,  какъ  мы  его  теперь  употреблаемъ  въ  рац1овальвой  геоиетрш, 
совсЬмъ  ве  употреблялся  въ  греческой  школФ.  Поэтому,  до  бол^е  полваго  и 
освовательваго  изсл1^довав1я,  мы  будемъ  приписывать  этотъ  способъ  новымъ 
геометрамъ  и  скажемъ,  что  Дезаргу  и  Паскалю,  первыиъ,  приваддежитъ  за- 
слуга ирииФвев1я  его  къ  теор1и  коническихъ  С'Ьчев1й. 
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не  цодьзудсь,  Еакъ  Адоддов1А,  осевьшъ  треугольникомъ.  Во  вто- 
рнхъ,онъ  задум&дъ  Ерин'Ьнить  Бъ  этимъ  кривымъ  свойства  круга, 
сдужащаго  основанхемъ  конусу. 

Эта  жасхь,  какъ  она  ни  кажется  теперь  проста  и  естественна 
нанъ,  привикшимъ  къ  способу  перспективы  и  бъ  другимъ  пр1е- 
намъ  преобразован1Я  фигуръ,  не  приходила  на  умъ  геометрамъ 
Александрии.  Мы  не  находинъ  никакого  сл'Ьда  ея  въ  ихъ  сочине- 
нихъ;  пользуясь  въ  своей  теорш  коническихъ  сЪчен1й  свойствомъ 
крш  (именно  свойствомъ  произведения  отр'Ьзковъ  пересекающих- 
ся хордъ),  они  вовсе  не  имЪютъ  нам^рен1Я  найти  соотв^Ьтствен- 
ное  свойство  для  этихъ  кривыхъ,  а  им'Ьютъ  въ  виду  доказать 
тохько  свою  теорему  о  1(иш  гесШт. 

21.  Способъ  Дезарга  даль  ему  возможность  внести  въ  теорш 
коническихъ  с'Ьчен1й,  какъ  это  сделано  пмъ  и  въ  другихъ  сочине- 
шяхъ,  большую  обш;ность  и  новыя  воззрЪн1л,  послуживш1Я  къ  рас- 
шнренш  €0ображен1й  и  метафизики  въ  геометр1И. 

Овъ  ра!)сматривалъ  различный  сЬченгя  конуса  (кругъ,  эллипсъ, 
параболу,  гиперболу,  систему  двухъ  прямыхъ),  какъ  видоизм'Ьне- 
Н1Я  одной  и  той  же  кривой;  до  этихъ  же  поръ  они  разсматрива- 
дись  отд'Ьльно  и  изслЪдовались  каждое  особыми  способами  *'}. 

Декартъ  передаетъ  намъ,  что  Дезаргъ  разсматривалъ  также  си- 
стему параллельныхъ  лиши,  какъ  видоизм^^неше  системы  прямыхъ, 
сходящихся  въ  одной  точк'Ь;  точка  встр']^чи  въ  этомъ  случае  на- 
ходится въ  безконечности.  «Что  касается  вашего  способа  разсма- 
(трнвать  параллельный  лиши,  какъ  будто  бы  он%  сходились  на  без- 
сконечноиъ  разстояши,  чтобы  включить  ихъ  въ  одинъ  классъ  съ 
СТ&МИ,  который  идутъ  въ  одну  и  туже  точку, — то  онъ  очень  хо- 
<рошъ...]^  *•)  (Ьеиге^  йе  ОезсагШ,  \.  П1,  р.  457;  издан1е  т— 12). 


*']  ВемагдиешЫ»  ргтт  весКопм  сотсав  итьепаИ  диа(1ат  гаИопе  1гае1а- 
г€,  йе  ргорожШопа  тШ^аз  зк  епипШге  соери,  и1  диаесипдие  9есИо  ёпЫпШ- 
и^ё' ро99е{.  (АЫа  егиЛ,  апп.  1685,  р.  400). 

*)  Это  ■ововведев1е  обратило  на  себа  въ  то  время  вввиаи1е.  Боссъ  при- 
водятъ  его,  как^  прт'бръ  общности  воззр^в1й  Дезарга  въ  геонетр1я,  въ  ел*!- 


^2  я6гб1г1Я  гАокс!ТР1и 

Лей<^ницъ  у^ал^в.&!!Ъ  также  н^а  эту  1ййсжь  Дёзаргя  въ  нё1|уар^Ь 
объ  опред'1и[ен1и  кривой,  оги6аго1й^ей  без&ойечйое  Чвсло  лиН1й  {АШ 
егий.  ап.  1692,  р.  168);  въ  дру1'о<гь  м*с*%  ойъ  приводить  эту 
й<1сль  въ  связь  съ  евоинъ  законокъ  не11{герпдн(к;ти  {СЬтш,  ф|>/.  (:. 
П,  р.  101).  Ньютонъ  иринялъ  такое  же  оиред^летпе  параллель- 
ннхъ  ЛЙЯ1Й  въ  18  к  22  левгмахъ  РтгнЫрга^  гд'Ь  окъ  разснатри- 
ваетъ  парал^ельныя  прявгыя,  какъ  сход^ш;{яся  въ  вевконечно-уда- 
лепной  точк*. 

Дё^аргъ  прим^нялъ  къ  сястевгб  прямыХъ  свойства  крявыхъ  ли- 
Я1Й;  теперь  это  вещь  естественная  я  часто  употребляемая,  пото- 
мучто  систека  пряныхъ,  также  какъ  геометрическая  кривая,  ко- 
жетъ  быть  выражена  однпмъ  уравнен1емъ;  но  тогДа  это  было  Со- 
ображен1е  новое  и  оригинальное.  Декартъ  сл'Ьдующинъ  образомъ 
говорить  объ  этомъ  въ  письм4  къ  Мерсенну: 

«Способь,  которымь  онъ  начинаетъ  свое  разсуждеше,  прий*]^- 
сняя  его  въ  одно  время  къ  прямымь  и  кривымь  литямъ,  гЬыъ 
сболЬе  хорошъ,  что  онъ  есть  самый  общ1й  и  кажется  почернну- 
(гтымь  изъ  того,  что  я  привыкъ  называть  метафизикой  геометрги; 
сэто  наука,  которою,  сколько  мнЪ  известно,  никто  еще  не  поль- 
(сзовался,  разв-Ь  только  Архимедъ.  Я  самъ  всегда  приб-Ьгаю  къ 
<ней,  чтобы  въ  общень  вид^  судить  о  предметахь,  которые  воз- 
сможно  найти,  и  о  томь,  гд'Ь  я  их'Ъ  должень  искать.... з)  {ЬеЫгез^ 
4.  IV,  р.  379). 

22.  Идеи  Дезарга  о  сравнен1и  системы  прямыхъ  съ  кривы- 
ми лишями  должны  были  повести  его  къ  изысканш  въ  кон^че- 
скихъ  с'Ьчен1Яхъ  различныхъ  изв'Ьстныхъ  свойствъ  пары  прямыхъ. 
Намь  сохранилось  только  одно  изъ  нихъ,  которое  Паскаль  въ 
Ёвтг  роиг  Ш  гопгдпе^  называеть  чудеснымь  и  которое  д-Ьйстви- 
тельно  необыкновенно  богато  выводами.  Это  есть  соотнопхеше  меж- 
ду отрезками,  образуемыми  на  произвольной  с^Ькущей,  коническинъ 


дующнъ  слова»:  «Онъ  аоЕазываетъ,  въ  п1Сьи1Ь  въ  своему  оовойному  другу, 
Паскалю  сыну,  что  параллельвыя  лив1я  во  всемъ  подобны  лнн1а11ъ, 
сходящимся  въ  одвой  точкФ,  н  иичФнъ  отъ  нихъ  не  отличаются.» 
(ТгаИё  Ае9  р^аи^и€9  дёотё1га1е$  Н  ре^9ресиVе^у  ш— 12,  1665). 
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ЛчтЬал  ш  четбфьмя  сто]^намя  в1Г11с&ннаго  въ  йего  четнреу- 
гольвИва. 

ОмтоМевАе  это  сосФовтг  въ  том%,  ч^о  «проязвехенхе  о1'р'Ь8Мвъ 
гграйев^^ыв,  ^кпЬчающихся  нежду  точкою  кояичесваго  е^че- 
€пл  V  двумя  протввоположйния  сторонами  четореугольника,  от- 
«яосится  въ  проязведен1К>  отрФзковъ  между  тою  же  точкою  в;{твой 
си  двумя  другими  протявоположннмн  сторон8(ми  четнреугольника, 
«также,  какъ  отеосяфся  между  собою  подобншя  же  нроя8веден1я . 
«оосгавленння  для  второй  точки  перееЬчен1я  коническаго  с'Ьчея1я 
€еъ  траясверсалью.9 

Эта  теорема  изложена  Паскалемъ  вЪ  Е^ш  роит  1е$  сот^/ие^  и 
Бограяюмъ  (Веанртаж!)  въ  критическомъ  письме  о  сочивеН1Н  Де- 
зарга:  ВгоиШоп  рго}е1  Липе  йНвШе  аих  еЫпешепв  (Леи  гепсоШгеи 
Ли  сйте  тес  ип  р1ап.  Изъ  этого  письма  мы  узнаемъ,  что  Дезаргъ 
назмвалъ  соотношеяхе,  составляющее  его  прекрасную  теорему, 
имолюц(ею  шести  точекъ. 

Изъ  теорема  видно,  какъ  шесть  точекъ  другъ  Другу  соотвФт- 
етвуютъ.  т.  е.  с&пршжены  попарно.  Дезаргъ  разсматривалъ  случай^ 
когда  дв'Ь  сопряженныя  точки  сливаются;  тогда  получается  инво- 
1Ю10Я  пятя  точекъ  ^);  потомъ  случай,  когда  дв%  друНя  сопряжен- 
явя  точки  также  сливаются;  тогда  остается  только  четыре  точки 
в  яяволющонное  соотношеше  обращается  въ  гармоническую  про- 
порцио. 

Въ  пряведеяномъ  нами  изложен1Я  ияволющовнаго  соотношен1я 
шести  точекъ  содержится  восемь  отр'Ьзковъ;  но  его  можно  зам^Ь- 
нить  другямъ,  заключающимъ  въ  себ^Ь  только  шесть  отр'Ьзковъ, 
и  тогда  это  будетъ  точно  такое  же  отношен1е,  какое  было  дано 
Паипомъ  для  отрЬзковъ,  образу емыхъ  на  трансверсали  четырьмя , 
еторовамя  и  двумя  д1агояалями  четыреугольника  (130-я  теорема 
VII  книги  Математичеокаго  Собрашя), 


^)  Встъ  другой  случай  виволюц'ш  пяти  точевъ:  когда  шестаа  точка  удаляет- 
са  въ  безковечвость;  тогда  сопраженвая  ей  точка  приввмаетъ  весьма  зач'Ь- 
чвтельвое  положев<е.  Я  ве  зваю,  васлфдовавъ  лв  особо  этотъ  случай,  пред- 
етавяяющ1йс11  часто,  когда  ■  р^Iчв  н^Ьтъ  о  теор1в  ввволюц1в, 
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Разсматрнвая  пару  д1агоналей,  каЕъ  кривую  лвнш  втораго  по 
рядка,  проходящую  черезъ  четыре  вершины  четыреугольника,  мы 
зам^тинъ,  что  теорема  Дезарга  есть  обобщен1е  теоремы  Папна,  въ 
которой  дв^  д1агонади  четыреугольнива  заменяются  какимъ  угод- 
но коннческнмъ  сЬченхемъ,  проходящимъ  черевъ  четыре  вершины. 

23.  Превосходное  сочинеше  Брханшона  Метогге  9иг  Ш  Ыд/пег- 
(1и  йеихгеше  огйге  (Рапе,  1817)  основано  на  этой  теорем'Ь  и  об- 
баруживаетъ  все  богатство  ея.  Но,  кажется,  Дезаргъ  санъ  извлекъ 
уже  изъ  нея  значительную  долю  пользы,  при  вывод']^  многихъ 
свойствъ  коническихъ  сЬчен1й;  д'Ьйствительно,  Богранъ  въ  своемъ 
письме  ^)  говоритъ,  что  часть  сочинешя  ВгоиШоп  рго  е(  ек.  со- 
стояла въ  и8сл'Ьдован1и  сл'Ьдств1й  изъ  этой  теоремы.  Сверхъ  того 
мы  находпмъ  въ  сочинен1И  гравера  Босса  РгаОдт^  деотИгаШ  е( 
Р'^г8рес11ьен  сл^Ьдующее  м1ксто,  относящееся,  по  всей  вероятности, 
къ  той  же  теореме.  Боссъ  отвечаетъ  противникамъ  Дезарга  и 
ирибавляетъ:  <сМежду  прочинъ  то,  что  онъ  напечаталъ  о  вони- 
сческихъ  сечен1яхъ,  где  въ  одной  теореме  заключаются,  какъ 
селу  чаи,  шестьдесятъ  предложешй  первыхъ  четырехъ  внигъ  Апол- 
(КЛ0Н1Я,  заслужило  ему  уважеше  ученыхъ,  которые  счнтаютъ  его 
«однимъ  изъ  лучшихъ  геометровъ  нашего  вреиенИ|  и  между  ними — 
осчудо  нашего  века — Паскальз». 

Мы  исгречаемъ  еще  въ  сочинен1и  гравера  вгё§;о1ге  Ниге!.  подъ 
заглав1емъ  ОрИдие  Ле  рог1гаг(иге  е1  ретШге  гХ^.  Раг18  1670,  1П  Ы. 
несколько  замечан1й  объ  этой  же  теореме,  доказывающихъ,  что 
Дезаргъ  умелъ  сделать  изъ  нея  обширное  употреблеше. 

Такимъ  образомъ  достоверно,  что  теорема  Дезарга  служила  ос- 
новашемъ  его  теор1и  коническихъ  сечен1й  и  что  мно1'очисленныя 
свойства  этихъ  кривыхъ,  который  мы  научились  выводить  изъ  этой 
теоремы  только  несколько  летъ  тому  назадъ,  не  ускользнули  отъ 
логическаго  и  склоннаго  къ  обобщен1ямъ  уна  Дезарга. 

Но,  кроме  необыкновенной  плодотворности,  теорема  эта  пред- 
ставляетъ  еще  другой  характеръ,  на  который  не  менее  важно  об- 
ращать внимаше    при   философскомъ  разборе  развитхя   и    напра- 


3'» 


)  Си.  Прнн.  XIV. 
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ыешя  методовъ  теор1и  коническихъ  сЪчен1й.  Эта  теорема,  но  еа* 
нов  сущности  своей,  дала  возмо&вость  Дезаргу  разсматривать  со- 
вершенно ироизволныя  с^чен1Я  круглаго  конуса,  не  прибегая  къ 
уаотребленш  осеваго  треугольника,  какъ  говорить  объ  этомъ  Па- 
сшь;  тогда  какъ  древше  и  всЪ  писатели  иосл'Ь  нихъ  пересекали 
конуеъ  только  плоскостями  перпендикулярными  къ  осевому  треу- 
гольнику. Намъ  кажется,  что  это  великое  нововведенхе  есть  самая 
важная  заслуга  сочинешя  Дезарга  о  коническихъ  с^чен1яхъ. 

24.  Изъ  предыдущаго  ви^гно,  что  сочинен1е  Дезарга  было  дМ- 
ствительно  нрекраево  и  оригинально  и  что  оно  внесло  въ,  геоме- 
трш  коническихъ  сЬченШ  новую  общность  и  новую  простоту.  Оно 
бнло  оценено  по  достоинтству  великими  людьми  того  в'Ька.  Ма 
привели  уже  выражен1е  удивлешя  къ  этому  сочинешю  со  стороны 
Паскаля;  тоже  мн'Ьнхе  разд^^ялъ  и  Ферматъ,  который  въ  письм'Ь 
къ  Мерсенну  выражается  такъ:  сЯ  весьма  уважаю  Дезарга,  т'Ьмъ 
сбол^Ье,  что  онъ  былъ  самъ  изобр^Ьтателемъ  своихъ  коническихъ 
<с^чен1й.  Книжечка  его,  которая,  какъ  вы  говорите,  считается 
еболтовнею,  показалась  мн'Ь  весьма  понятною  и  очень  умною.» 
(Оеисге^  йе  Регтси,  р.  173). 

Нетрудно  вид^^ть,  въ  чемъ  заключается  главная  причина  обил!  я 
сл^дствШ,  извлекаемыхъ  изъ  теоремы  Дезарга,  и  той  совершенно 
новой  простоты,  которая  внесена  ею  въ  теор1Ю  коническихъ  с!^- 
чен1й.  Это  потому,  что  въ  ней  заключается  совершенно  обш,ее  со- 
отяошеше  между  шестью  произвольными  точками  кривой.  Древ- 
ннмъ  было  известно  подобное  соотношеше  только  въ  случа*]^  н'Ько- 
торнхъ  особыхъ  положешй  шести  точекъ;  такъ  напри м'Ьръ,  въ  слу- 
чае, когда  четыре  точки  находятся  попарьо  на  двухъ  параллель- 
ннхъ  между  собою  хордахъ  (соотношеше  это  состоитъ  въ  томъ,  что 
нроизведенш  отр'Ьзковъ,  образуемыхъ  на  параллельныхъ  хордахъ 
лятею,  соединяющею  дв^Ь  остальныя  точки,  относятся  между  со- 
бою, какъ  произведешя  отрЪзковъ  этой  лин1и,  образуемыхъ  па- 
раллельными хордами).  Поэтому  имъ  были  необходимы  всегда  про- 
межуточный предложен1я,  чтобы  перейти  отъ  прямаго  или  неяв- 
наго  разсмотр^шя  пяти  точекъ  къ  разсмотр'Ьн1ю  шестой  точки. 
Отсюда — весьма  большое  число  вспомогательныхъ  теоремъ,  казав- 


8^  ясто^щ  ХЕ(щмт9Щ 

гдавцц^  19$р»90У7»— ддщкрота  доК(^Ательствъ. 

Пр|^ЭД1^,  ^щ^вщ  цнмчш  Ы  диаШг  Ишеа$  црцаоАио  къ  сом^- 
ш«Н0О  о^ецу  свойству  шести  точэкъ  к^шЕчеспгв  (Лчтл\  90  до 
каолмтя  эта  задача  це  была  разр^е«а  вполне  и  этотъ  велшЦ 
геохетръ,  который  говорить,  что  рЪшвл^  ее  при  аомощи  вачаль, 
щц:одащнксл  въ  его  П1  кнвгЬ,  не  аиЪлъ  мохетъ  быть  времеви 
достаточно  внвкнуть  ъ%  ед  сущность;  онъ  не  нащелъ  даже  нух- 
ныт»  нои'Ьстнть  ее  въ  своемъ  сочинеши  о  конвчесаих'ь  сЪчвН1яхъ, 
талъ  что  у  древнидъ  она  не  имФда  никакого  прш^Ьнен1Д. 

25.  Мы  говорили  уже,  что  Фериатъ  шь  числЬ  н'Ьеколькихъ  пред- 
ложен1й,  служившихъ  арим'Ьраии  аорявмъ,  далъ  также  теоршу 
Деаарга;  нельзя  соин'Ьваться,  чтобы  этотъ  велишй  геокетръ  не 
открыдъ  ее  саиъ.  Но  Деэаргу,  кром!  старшинства  въ  открытш 
бол'Ье  ч'Ьиъ  на  25  л^тъ,  принадлежитъ  то  нреихущество,  что  онъ 
разгадалъ  и  уаотребилъ  въ  дЪло  всю  пользу,  доставляемую  этой 
теоремой  нри  изучеши  коннческихъ  сЬчешй. 

Намъ  кажется,  что,  до  посл'Ьдняго  времени,  Р.  Симсоиъ  бнлъ 
единственный  геометръ,  пользовавш1йся  этою  теоремой;  овъ  дока- 
залъ  ее  въ  5-й  книНЬ  ТгаИв  (к  Соп%дае$  (пред.  12)  и  ионималъ 
ея  плодотворность,  потомучто,  выведя  изъ  нея  шесть  сл4Ьдств1й, 
онъ  прибавляетъ,  что  въ  нихъ  за&1ючается  простое  и  естествевлое 
доказательство  н'Ькоторыхъ  предложен1й  первой  книги  Рппс%р(а 
Ньютона.  Р.  Симсонъ  заимствовалъ  эту  теорему  изъ  сочинешй  Фер- 
мата, какъ  это  сказано  въ  его  ТгаНе  (1е^  Р(игг9те$,  гд*!^  онъ  ее 
также  доказываетъ  въ  п^  81. 

26.  До  настояпцаго  времени  теорему  Дезарга  разсматривали 
только  въ  вышеизложенной  Форм1  и  извлекли  изъ  нея  множество 
приложен1й.  Но,  вводя  понят1е  объ  ангармоническомг  откошети^ 
можно  смотр'Ьть  на  нее  съ  другой  точки  зр'Ьа1я  и  дать  ей  другой 
видъ,  въ  которомъ  она  явится  новымъ  предложемгемъ,  способннмъ 
къ  д^угимъ  приложен1Ямъ.  Это  предложеше  можно  считать  цен- 
шральнымъ  во  всей  теор1и  коннческихъ  С'6чеи1й,  потомучто  изъ 
него,  какъ  изъ  единственнаго  центра,  проистекаетъ  естественншгь 
образомъ  безчисленное  множество  разнообразныхъ  свойствъ  этнхъ 


щвщъ,  СДОЙ1ВТЧ*,  ^м)Тор^д  0ва>  эхогр  иладтся  н^^вф^^цн^ЧФ  « 

рейхи  отъ  Т|№ре]КД  Д^рса  въ  Феоррм^  Пасдд^^  ц  (2(е:^  !;^г^4,  ц 
отъ  шрЦ[Д41  ръ  атшцэ  теорец*]^  в'^  раздницыуъ  другвмъ  о(^щш|'^ 
свойствамъ  вонически1^%  Р'Ьчев1й,  напр.  къ  др]9вр(1сн9й  теор^и^ 
Ньютона  об'ь  оргашческомъ  образован!?  этнх^  аривывъ.  (См. 
Прян.  XV). 

27.  Древше  для  обравовацш  аовнческнхъ  сЪч^цШ  разсматр^вади 
только  аонусъ  съ  круглыхъ  основан1емъ;  Дезаргъ  и  Паскець  под- 
ра2ал|[  имъ  въ  этомъ,  такъ  какз^  они  получали  эти  кривил  по- 
средствонъ  перспективнаго  продожен1Я  круга.  Всл'Ьдств1е  этого 
возннкалъ  вопросъ,  ыА  ли  конусы,  им'Ьющге  основашемъ  какое- 
нибудь  коническое  сЪченхе,  тождественны  съ  круглыми  конусами; 
ял,  другими  словами,  можетъ-ли  всяк1й  конусъ  съ  эллиптиче- 
СЕшгь,  парабол ическимъ,  или  гиперболическимъ  основашемъ,  быть 
перес^ченъ  по  кругу;  и,  если  это  такъ,  то  какъ  опред'Ьлить  по- 
ложев1е  секущей  плоскости?  Дезаргъ,  по  свид^^тельству  Мерсенна 
'^},  предложилъ  этотъ  вопросъ,  им^^вт1й  въ  свое  время  некоторую 
знаменитость  по  причине  трудности;  д']^йствительно,  задача  эта 
дооусваетъ  три  рЬшен1я  и  потому  зависитъ  въ  анализе  отъ  урав- 
нев1я  третьей  степени,  а  въ  геометрхи  отъ  коническихъ  с^ченШ. 
Декартъ  р'Ьшилъ  ее  при  помощи  своей  новой  аналитической  гео- 
иетрш  и  посредствомъ  весьма  изящнаго  пр1ема,  но  только  для  то- 
го случая,  когда  основан1е  конуса  есть  парабола;  при  этомъ 
решете  приводится  къ  пересЪченхю  круга  съ  параболой  *^.  По- 
сл1Ь  этого  тотъ  же  вопросъ  занималъ  собою  многихъ  другихъ 
знаиенитыхъ  геометровъ:  маркиза  Лопиталя  ^),  Германа  '*), 
Хакье  ''),    которые  следовали  также    аналитическому    пути  Де- 


*<]  (]п{сег$ае    деотеМаСу   тгх(аедие    та1кетаисаФ  9упорШ\  т  Го1.    1644, 
р.  Ш. 
«)  ЬеипФ  Ле  ПеёсаПег,  Ы.  ш— 12,  1725;  I.  VI,  р.  328. 
»]  ТгоИё  апа^уи^ие  Аем  нсНом  с^^им\  Иуге  10,  р.  407. 
**)  СоштеШатИ  АсаЛетш  Ре1гороШапае]  I.  VI,  апо.  1732  е1  1733. 
«)  В1тепа  Л'  реглреПЫ;  1П-8;  Нотае  1755,  р.  140. 
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карта  и  внесли  въ  него  н^которыя  упрощетя.  Мн*Ь  неивв^ктно, 
было  ля  Б'Ьмъ  нибудь  предложено  чисто  геометрическое  и  графи- 
ческое в'Ьшен1е  этого  вопроса.  Вся  трудность  исчезаетъ  передъ 
нов'Ьйшпми  геометрическитга  пргемами,  при  помощи  которшъ  мож- 
но получить  н1(Сколько  различныхъ  р^^шен1й  к). 

Прибавлепге.  Мы  сказал,  что  предложенный  Дезаргомъ  во- 
просъ  о  перес1Ьчеши  по  кругу  конуса  съ  эллнптическинъ,  гнпербо- 
лнческииъ,  или  параболическимъ  основашемъ  былъ  р'Ьшенъ  Декар- 
томъ  на  основанш  началъ  аналитической  геоиетр1Н.  Мы  должны  бы- 
ли прибавить,  что  Дезаргъ  также  р'1^шилъ  эту  задачу  посредствонъ 


3^)  Достаточно  ооред'Ьднть  три  гдавныа  оса  конуса,  потомучто,  знак 
■хъ,  непосредственно  получаемъ  положев1е  вруговыхъ  с1>чбви1. 

Для  оаред'Ьлев1я  главныхъ  осей  провожу  черезъ  большую  ось  ковнческаго 
сЬчев!!  С,  служащаго  освован1емъ  ковусу,  плоскость  пероендикулярную  къ 
плоскости  освовав1я  и  въ  этой  плоскости  воображаю  себФ  другое  коническое 
сЬчев1е,  имеющее  вершинами  и  Фокусами  вершины  и  Фокусы  перваго. 

Это  второе  коническое  с'Ьчев1е  я  разсматрнваю,  какъ  осиован1е  другаго  ко- 
нуса, ин'Ьющаго  съ  данныиъ  одну  и  туже  вершину.  Новый  конусъ  встрФтнтъ 
плоскость  кривой  С  по  другому  коническому  с'11чен1ю;  оно  пересЬчетса  съ  С 
въ  четырехъ  точкахъ;  въ  четыреугольаик'&,  составленномъ  этими  точками, 
Дв11  точки  перес'Ьчен1я  противоположныхъ  сторонъ  и  точка  перес'Ьчев1Я  д1а- 
гоналей  будутъ  три  точки,  привадлежащ1я  тремъ  искомымъ  осямъ. 

Задача  тахимъ  образомъ  рФшена. 

Второе  р'Ьшен1е.  Черезъ  вершину  дан  наго  конуса  проводииъ  орнмыа» 
перпевдввулярвыя  къ  касатольнымъ  плоскостямъ;  эти  прямыя  образуютъ  дру- 
гой ковусъ  втораго  порядка»  который  встр'Ьчается  съ  плоскостью  ковнческаго 
сФчеи1я,  служащаго  освовав1емъ  первому  ковусу,  по  другому  коническому  сЬ- 
чевш.  Эти  дв'Ь  кривыя  пересЬкаютса  вь  четырехъ  точкахъ,  служащихъ,  какъ 
въ  предыдущемъ  сдуча'Ь,  къ  р'!)шев1ю  задачи. 

Мы  должны  прибавить,  что  въ  плоскости  двухъ  коническнхъ  сЬчеиШ  вооб- 
ще существуютъ  три  точки,  нзъ  которыхъ  каждая  им'Ьетъ  одну  и  тухе  по- 
ляру относйтельво  обФвхъ  кривыхъ;  эти  то  три  точки  и  привадлежатъ  тремъ 
искомымъ  главвымъ  осямъ. 

Мы  нашли  еще  н11Сколько  другихъ  р^шевШ;  во  всЪ  они  требу ютъ  оос трое 
Н1Я  ковнческаго  с'Ъчеи1я;    это  такъ  и  должно  быть,  потомучто    задача    допу- 
скаетъ  три  р'Ьшен1я. 


мтиг  -эпоха  9& 

«яйс  мцп  «%  ■ммшнш  тайштй  м«  шют:»^,  г.  «.  осв,  нсЬю- 
це§  «мймво,  «т  всамя  ткфвмдпуаяряп  яъ  ве!  «гопооть  ое- 
раммтъ  тв7е%.пд  эцгапст,  цгалръ  котораг»  еооотгоп  п  этой 
061.  Онъ  строыъ  эту  ось  прм  ВФ0мц«  |В}х«>  ^п|^^,  дм  ю^орыхъ 
01ред|111иъ  семью  угбцуо  т^тшъ,  'Нсрсммъ  не  говурйН,  катя 
910  <Ш1  лпй:  иб  по  всей  ж1;ро1теоста,  в11Ь  быди ^^  «ншчесия 
с%9етя. 

Опредфнквъ  кругомм  б%9ев1Я  «(шуеа,  Дезаргъ  ув»^еЬя1ъ  вхъ 
•А1Я  р1мев1я  раялптшъ  другвхъ  -мдичь;  наврвМ^  о  лерес1^че- 
1111  ювуса  во  воввчеовму  «4чейкоу  «юдоввшу  съ  даявнв!»;  иди 
не  тяко»^)  тюуое  у^имторя1$  <«  уелговю,  «т>.  ваибодьши 
уп>дъ  вежду  сооряшбввумв  цМмвтрвнвщ'Ьвтъ  даввую  ведучииу. 

Двввргь  р||впп1«  «  эту  «|мв<1у  а  орвтовя^,  !1Ш  «^•^аи^  Мерсен 
на,  въ  савовъ,  какъ  тодько  вояможно,  общевъ  вв1д1Ь;  «ввиио: 

Даны:  вю|1Г8  с^  алл^лпк^ическлм^^  пщшболичеттмъ,  или 
||МВ)Рд)ВЦ111«аетуг1ме>  аеиован9емв  и  тьп^щяя  пмем^етъ;  опре- 
длтяпь^  не  €троя  кривт$  пвреотчетт  конуел  съ  плоар9стт, 
ел  сопряженные  дгаметры,  наклоивиные  поёг  ^ншщяъ  уг- 
л$мв^  ел  кшоителшып,  ордп/шти,  параметры  :и  ^^рл/т  глав- 
^шяеь^ие^  лгти. 

Деза^  упомвишетъ  оавъ  о  п^офвой  же  задач*)^  въ  Н9вцф  своей 
шмвьвой  кяигв  о  11ереае)|ТвМ,>  ваюдвцейся  въ  трактагЬ  в  пер- 
евевтвв'Ь,  ввданвбжъ  Соссонь  (1П*^8,  1ИЯ^  р.  384);  онъ  (выра- 
жаете! тяввхъ  о^рвяовъз 


*;  1|«тедъ  11||швл«  кту  задвчу  въ  свуча*!^  «мца  в^шмяа  вонуоа  яаяодвтся  въ 
одоеюетя,  вроягодащей  ч^реа^ь  одииъ  лаъ  главныяъ  ^(аВФтроиъ  кови^скаго 
€^46118  в  оераевдивудярвой  къ  алоскостя  основав1а;  это  вядво  взъ  8-го  и 
9го  ореддожев1й  Еввгн   о   сФероидахъ  и  ^^овондахъ. 

1зъ  этвхъ  же  предложен^  вядво,  что  Архямедъ,  еще  арежде  Аполлои1я, 
Р1эеяатрякалъ  аосоВ  ковусъ  съ  1[0углыкъ  освовавюяъ;  т^яъ  ве  ыеЯ'Ье,  ккгро- 
чаяъ,  АИеллояШ  первый  сталъ  йвуягать  теор!»  «евичемйхъ  о^^в)Й  ва-воео»^ 
(«вуей. 

Вш.  Ш.  Отд.  II  3 
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0[(ии  Ш  аррштенсе$  $ЫеШ  (»$  ешеых  в$  1а  ^9§иге^и1 1агергё$ете, 
Это  пачжтъ:  юнимкое  скчеик  проашеяо  юсредстам»  пер- 

епвхтшц  иайп  въ  его  швеюети  дв1^  оржша^  юторыа  аъ  пер- 

«■еппв1Ь  Ь}пгъ  ршвннп  оеамк  того   ковпееваго-  с1Ыеша,  юто- 

рое  »>^учаетея  въ  вро^о«ев^в. 

Ивъ  вуеавсювш  въ  Зупо/т^  Мерсевва   мы  уаваекъ  ев|е,  что 

Деварп»   оаотавмъ  подвы!  тракфатъ  о  тйаеовояъ  умЪ,  гд1^  онъ. 

р^Ьшв^ъ  сд1Ьдующ1а  четыре  задата: 

1 .  Дашы  три  плоскге  ума:  онредллшть  три  ума  д$у%ранныхь, 
3.   Дйпм  два  плоскге  уиа   и  йётл  двущтый:  пайшч 

остальной  плостй  и  деа  49^1раицые  у%ла 

3.  Дамъ  одинъ  плоскгй  и  &$т  д^лгранкые  угла:  пойти  дмп 
друпе  плоскге  и  третш  4еу$ранннй  рюль. 

4.  Навовецъ  по  дакпымг  тремь  деррапшымь  найти  три 
плоскге  рла. 

Мероаввъ  врнбавдяетъ,  что  Деааргъ  еоставллхъ  друго!  трегран- 
вый  уголъ,  въ  воторожъ  1и»ев1е  умы  был  бополиетшми  дву- 
граввывъ  углавъ  давваго  и  наоборо1пъ.0тъ  «того  «етире  идачв 
врвводвлвсь  въ  двувъ. 

Легво  зав1ктать»  что  этотъ  дополпителышй  трегравпы!  уголъ 

соотв'Ьтсвуетъ  дополнительному  треугольввку  СФервчессой  три- 

гововетр1В,  в8обр1&теввову  за  в1&ово1ЬКо  жЪ^тъ  до  этого  Свелл1ехъ 

въ  его  сотавев1в  о  трнгоно*етр1в.  Что  жасаетея  до  еашиъ  вадачъ, 

то   ов1^  представ^яютъ  граФвчеовое   р1^шев1б  задачъ   СФервчесхов 

трвговохетр1в.  Впос11^дств1в  ото  вазывадось  р1^шев1ешъ  треугольной 

пвранвды.  Теперь  этв   задячв   составляютъ  главу  Начертательной 

Геометр1В  в  часто  употребляются   въ  првложен1Яхъ    втой  наувв, 

особевно  въ  обдйлв^Ь  камней.  (См.  Тга^е  Не  ОеотеЛгге  4е$егц1Н- 

^Су  (1е  М.  НасЫке   ж  3-ю  тетрадь   1-го  тома   Соггеерошквре^' 

ро1у(есШдир) . 

28.   Мы  обязаны  также  Дезаргу  сл'Ьдующв^иъ  свойствомъ  троу- 

гольнива,  которое  въ  новой  геометрхн  сд^алось  однннъ  нзъ  основ- 

ныхъ  и  наибол'Ье  полевныхъ  предложенхй:  €Бсли  два  треугольника, 

свъ  пространств'Ь  или  въ  одной  плоскости,  им'Ьютъ  попарно  вер- 
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сшшш  ва  трехъ  прямнхъ,  сходящпсд  въ  сдвой  точк'Ь;  то  сто- 
<ронн  1хъ  пересеваются  вопарто  въ  трехъ  точкахъ,  лежащихъ 
сва  одной  прямой.» 

Эта  теорема,  вы^гЬ  съ  двумя  другими^  иэъ  которыхъ  одна  есть 
ев  обратная,  аом'Ьщеиа  въ  вонц^  сочинен1Я  ТгаИе  Ле  репресНье, 
еоспшленнаго  Боссомъ  *?)  согласно  началаиъ  и  методу  Дезарга  и 
аоявввшагося  въ  16Э6  году.  Когда  треугольники  находятся  въ 
лв71ъ  равннхъ.  плосвоетяхъ,  то  теорема  втц  ка&ъ  замЪчаетъ  Де- 
заргь,  есть  очевидная*^ истина;  но  аогда  они  въ  одной  плоскости, 
то  докавательство  заиЪчатедьмо  тЬмъ,  что  оно  основывается  на 
Птолемеевой  теореме  о  треугольдик^)  пересЬченномъ  трансвер- 
салы>.  Это  одивъ  ||въ  нервыхъ  црнмЪровъ  употреблен1я  у  новыхъ 
гоонетровъ  этой  знаменитой  теоремы^  сдававшейся  потбмъ  осно- 
вшехъ  теорш  трансверсалей. 

Въ  последнее  время  эта  теорема  Дезарга  была  воспроизведена 
1гь  первый  разъ  Сервуа  (8егуо18)  въ  сочинен1и  8о1иИопв  реи  соп- 
пше$  е(б.  и  потомъ  употреблялась  Бр|аншономъ  {Согге$ропАапсе 
ро1§(еекшрлещ  (.  Ш,  р.  3),  ЦОнселе  въ  его  ТгаНе  Л€$  ргорпеШ 
рго^ееНюе^^  Штуртюмъ  и  Жергономъ  (АппЫе^  Ле  тШкетаИдиех\  1. 
ХП  е(  ХУП).  Понселе  основ&жъ  на  ней  свою  изящную  теор1Ю 
гонологическихъ.^фигуръ.  Онъ  нааываетъ  два  треугольника,  о  ко- 
пфнхъ  мы  гов(фимъ,  юмйлотческими,  точку  пересЬченоя  прямыхъ, 
соеднвяющихъ  попарно  ихъ  вершины,  центром^  гомолот,  и  пря- 
мую, на  которой  попарно  оересЬкаются  ихъ  стороны,  —  осью  ю- 

Шрибавлвш.  Повселе  дать  следующую  теорему  для  геонегр1н 
въ  пространств^^,  какъ  соотвЪтетвующую  Деварговой  теорен1^  ва 
нлосвостя:  Если  дм  тетраэдра  ммлютъ  вершины,  леаюащл 
псплрт  ща  четырем  прялма^,  сходящиеся  еь  одной  точкп», 
то  плоскости  проттвоположныт  граней  пересткантся  по- 
четл^ль  прямым»^  цемюдмщимся  еь  одной  плоскости  ( Тга^- 


^  МтнЛге  Ш1#рег#е//е  ^е  М.  Оемагдиел,  раиг  ргд/Идиег  1а  репресШе  раг 
рШ^-рМ,  стте  и  дёотЛго1;  1в-8;  1648,  р.  340. 
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*    М  469  ргор^ёгё^  ргфШтв^    аП.    т%}:  Ъ^  "теорем  штип 

Кспда  вершины  двухь  тетраэдроеъ  поМ/мЦёМв  пьпйр9(0  Ш 
^тырёкь  пр1^мыз^,  41ритдле!мспщы(»ь  Нъ  ^йдкой-щпнп  оЛрог 
9рющихъ  тЩболоидй  сь  б№л<(^пёлоеП1^4ё,4пФгрМи  пюят- 
реткёютел  по  чет1Лрёмъ  пркМЫмъ^  каморык  ^р^мдлвти'т 
/ск  о^ау^щимь  Ьру^го  'Фиперболбиёа. 
й9.  До  сйхъ  поръ  бользоти^съ  толМо  )№011б^и^веЁ1ШЁ  <;вМ- 
с)<ва11«  дй1ухъ  1»ки&ъ  т^уго^гьйиийвъ,  ме!^рйчее&1я  Же  в^иошвШи 
Ш1п>,  т.  е.  <тиут&Ая  ъелччшвъ  и  )^н1^ро№,  воФОрая  м№1гн  не 
н^1ИЬе  1вачерга1<еяьныхъ  сво#<№Ь%,  еш^е  не  бшм  развм^трйюмы 
б%  еФщемъ  вид^.  №в41(1Тва  !Г(М1ьео  «%1сотор«е  ч^с^к1Мг  случм, 
Такъ,  ес^и  ^'р-е^гг^Мъннк»  ооДоб1Г(1  и  бвдобйо  рА«№лмке№1,  1Ъ 
пхъ  ось  гомолог1и  находится  въ  беэкмечявстй;  в<ь  этох%  еАЧ- 
М'&  ра9СТоя]|4я  двухъ  кмикъ  ййбудь  *($М'^в%1№тве№ШБъ  ^оЭДкъ 
о1№  центра  подобия  на)соАй1*<;я  въ  шстоййном»  о^ною^н!!!.  Точв'о 
также,  если  це^тръ  'гом^^лоНн  двухъ  ^рьуР(^^^ъшшкоеъ  н^од'МК'еЖ  (№ 
бекканв'^ност!!,  "то  йэв'Ьстно,  чЮ  р^$^1'о^й1я  со«)%'Ьтствевныкъ  гго- 
чекъ  отъ  оси  гомология  ^ньЛютъ  пост(9яяно^  ет1№11еяи.  Шяят«о, 
41[^>  эти  два  соотяо!1№н1Я  11]^двФа'вл^к)Тъ  ^голькб  частное  слу*1а|| 
одного  с^щаго  ооо1«ой!бЫя,  'Ё^ршадл^йщвго  Л^фсь  МЖйИъ  утёд- 
н^  гомоамгичеевяк'ь  треугольннЕам'ъ,  у  яотсфихъ  М  ЦеНШр^,  м 
ось  гомолог1й  не  находятся  ёъ  бе^юн^4Ёо<М41.  Мы  :Ко№аваМ1б1Гь 
это  общее  х)оотяошен1е  въ  «гашемъ  ме1гуар1^,  ш)  оно  1!а]въ^  нро^^Ьб, 
что  мы  приведемъ  его  здЪсь,  кааъ  дополнен1е  къ  теоре1I^Ь  Д<»В11{>- 
га:  4готи01&ен1е  разстояяШ  д«ухъ*  еоотв%тствеяв)Б1Хъ  вершевъ  въ 
гомоло1^ическ11)съ  ^^^гои^тчтхъ  отъ  'ц^^й^ра  темо^оргв  я  е^&оше- 
й^е  равс^яй1й  тЪзсъ  же  йёрШМъ  О'^ъ  оси  к'омологЕЯ  наход^'Г^  меж- 
ду собою  въ  хгосюянш^гь  отнбШ^н1н^.  Э'Га  теорема  '#р«вв№айно 
полезна,  зоое-^авляя  м:вожеств^  новйи^Ь'  о^^оАепъ  гбИолЬГичвекихъ 
фягуръ  и  «ъ  особенности  система  двухъ  «о^я^1есввх%  с^&^есг^й,  для 
которой  изучены  въ  общемъ  видЪ  только  чисто*геометрическ1Я 
свойства  •*]. 


^)  Изв'Ьстныя  до  сшхъ  поръ  в^рпгчс^т'я  сИойс^'М  двун»  каМг^'ь  угЬЛВЪ  Чго^ 


то?^п  $^||(^  |9в 

11]рн($аввм'ь  ещ^,  «то  9«^  теорещ^  Дез1фга  сахацъ  естеетвеннмцъ 

0бр»Э1ИП»  1фЩЭОД0«9»  «Ъ    С4ФД7«)Ще]|У  «ре|ф1№0Р1|у    цр91Щ«пу   А#р- 

еващшцц,  состАммтэнуь  можцр  с«аадт^»  глцк1№0?  Ш8н«чев1е  Э9ай 
теорены.  сЕсди  нзъ  двухъ  плосвихъ  фу^ур*^,  ц^у^щеняыхъ  111ь 
«пространстве,  одна  есть  перст^^своа  другр^  а  во4«  будеот.  пра- 
вить моекоеть  п^рм1|<  ф«рур|^  юол4)  лнир  церес^чсяДи  ед  съ 

(]Ш69^9СТЫ0     ДТ0в»4    Ф^Р1^УМ1)    ФО    НрЯЛМД^  С06ДЦШ1Щ>Щ1Д  соотв^т- 

<€т^ш|ыя  точциоб^да.'^  Фигуръ,  вд^да  будутт^. сходиться  въ  ед- 
<що1  точ^сЬ  "О;  это  ^це  буд^ТФ  и  въ  о^омъ  слу.ча*,  когда  ндосд(]Н 
сетв  фигуръ  совместятся.  >  Ивъ  этого  предложешя  легко  объясня- 
ются мнопл  оридс^ени  рерсце^твлц. 

30.  Д^рФЪ  ваннм^сл  прщаасАнгяц^  геонетрхр  т>  11скл^ств1М1ъ; 
1акъ  человек*^,  од;цмадны4  воршдци  сцособностями,  овъ  ввесъ  въ 
лл  ЗДНЯТ1Я,  щ%1!тЬ  с%  точ^цстар,  ^а^сто  не9|1№а]Г0ю  худоцни- 
ыогь,  духх  обобщен1я,  8|ац^Ч€;||9Д9  вамвг  въ  его  ишскаихяхъ  по 
11СТ0Й  теоцегргц. 

Были  ввданн  ра^шчвыд  сочв^ещд  его  о  персцектив^,  обделке 
шга^й  в  об^  устройетвф  сцлнечнцхг  ч^?^ь  Этв  сочиаен1я  былв, 
1итсд,  веюка  кратки;  ощ!  оредстяздяли  н^что  ъъ  родЪ  идвла- 
чтй,  тключюшцщ^'ц  въ  себе  какъ  бм  тодъко  самое  существенное 
содф«М1е  другвхъ  6м%е  обпцфвыхъ  в  додныхъ  сочвнещв.  Сцу- 
стд  я^аколько  л^тъ,  вввестнцД  граверъ  Боесъ  бнлъ  овнакомлецъ 
Д^е«фго1Г||  съ  этими  вовцми  сооб|^1^ев1ями,  и,  хотя  овъ  былъ  по- 
д^едственннй  геом^тръ,  однако  им^л^  доводьцо  прониц^тельн(ц;ти, 
чтобы  оценить  ген1й  Дезарга;  овъ  снова  изложвлъ  эти  изследова- 
ни,  но  черезъ-чуръ  расшву^о,  думая,  что  для  художвповъ 
болДе  удобно  такое  издожевЕе,  вовсе  весвоД(твеЕное  встивному  гео- 
метру. Но,  всл'Ьдств1е  утраты  оригинальныхъ  сочинен1й  Дезарга, 
статьи  Босса  прюбрели  некоторое  значенхе.  Для  геометра,  кото- 


ичишт^л  сЛпйЫЛ  ор1М]||1ТС1,  С1елмо  ыяЛ  нзш4с1во,  толаю  к>  н1«ото|^ым% 
п^шаштчдсштшъ  соотвошвш!»'»* 

*)  Эта  точка  мпрФчв  Судотъ  ■вмФиагь  овое  иолоаеаЮ  «%  оростравств'Ь  н 
Л6П0  ■ад'Вть,  что  ова  омсывает^  вр1Гь  №  олоонюст!  воувеядажуляраой  къ 
общему  верег1чев1ю  ллоеюотбМ  шб^шхъ  «агуръ* 
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рый  захО'И^ъ  бы   прочееть  И1Ъ  со  внн]ган1емъ,  они  достаточны, 
чтобы  воастановить  теоретическ1я  начала,  елужаалпя  основан1е1гь 
раадачных'ь    практяческихъ  придоженШ,  изложенныхъ    въ  орягя- 
нальнигь  трудагь  Дешрга. 
Вотъ  заглав1я  сочинен1й  Деварга. 

1.  М^Ло4е  ишег9е11€  Л^  теИге  еп  репресНье  1в9  оНеЫ  Ф>ппё9 
гёеиетепг,  ои  еп  4ет^  ргорогИот,  тевиге^^  ёМдпвтет^  9ап9  ет- 
р1оуег  аисип  рЫп1  ^и^  90й  Нал  (1и  скатрЛе  (оиюгауе,  раг  6.  В. 
\л.  (в1гаг(1  Оеваг^иев,  1уоппа18),  ^  Раг1б,  163в.  При вилет  дана  бы- 
ла въ  1630  году! 

2.  ВгоиШоп  рго/е(  Ле  1а  соире  4е9  ргегге9,  1640  г. 

3.  1е9  саНгат,  ои  тоуеп  ве  р1йсег  1е  91у1^,  ои  Гоог^,  напечатан- 
ное въ  конц'Ь  ВгоиШоп  Ле  1а  соире  Ле9  р(егге9.  *•) 

Въ  трактагЬ  о  перснектив'Ь,  составлен номъ  Боссомъ,  находятся 
отрывокъ  изъ  орнгинальнаго  сочинен1я  Деаарга.  Въ  этомъ  отрывкк 
мы  узнаемъ  сущность  и  основан1е  всего  сочинен1я  Босса.  Ц^^ь 
Дезарга  состояла  въ  воспроизведенги  иерсиективы,не  прибегая  къ 
рисунку  предмета,  а  только  при  помощи  лин1Й,  указывающихъ  по- 
ложен1е  каждой  точки  предмета  въ  пространств'Ь;  подобно  том^, 
какъ  так1я  же  лин1и  служатъ  въ  стронтельномъ  искустН  къ  по- 
строенш  основной  плоскости  и  контуровъ  предмета.  По  этому  по- 
воду онъ  изобр^^лъ  ^ескеИе  (иуап!е^  которая  и  теперь  употреб- 
ляется у  художниковъ  и  въ  н^воторнхъ  сочинен1яхъ  о  перспбЕ- 
тив^Ь  носить  имя  Дезарга  (см.  о  перспеткив^^  соч.  Огапат,  р.  62. 
ба.  1720,  1П— 8). 

Это  сочинеше,  по  свид^^тельству  Фермата,  было  спрхятно  и  умноэ. 
Декартъ  высказалъ  о  немъ  подобное  же  мн^те,  говоря  въ  пись- 


**)  Заглав1е  оерваго  изъ  атахъ  трехъ  сочамвШ  мы  яашла  въ  РепрФеИ^е 
Яе  Жеёпт  (ш  Со1.  1653)  ■  въ  еочааея!*  о  аерсаежтяв'Ь  Ламберта  (^  часть, 
2ипсЬ  1773;  т  8-0;;  загдав1я  остальных-ь  двухъ,  теперь,  важетса,  совершем- 
во  немвв'Ьствыхг,  потоиучто  ми  вмгдф  ме  аашлм  ва  ввхъ  внвавого  увала- 
в1я, — въ  весьма  р'Ьдвомъсочввев1аКюрабедля  (^.  СагаЬеНе):  Б(еатеп  <1е»  Оеш«< 
ге9  ёи  а'еиг  Омагдпел;  Рат  1644,  ш-4.  (91  стравнца)« 
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II  1&  М^ееяну:  сЯ  получвлъ  "гольм  {Асвашм  двей  току  наэяя'ь 
ав1  вабмьяоя  снят  т  /Ыю,  яохорпя  вы  хвЪ  восшди;  одву^явь 
сш,  въ  ютораД  говорится  о  яеронеяФивб  (^«илмт  Деешрш), 
сиеим  не  одобрять  и  не  оцЪннть  въ  ней  орнчуддиваго  я.чнстяго 
сжпа».  {ЬеЫгеш^  I.  IV,  р.  257). 

Кяягя  о  квадрянтдяъ  васдужнла  такяю  одобренае  Декарта,  кото- 
рнй  нажоднлъ,  что  снаобрАтенве  дрёвосходно  и  тЬш  богЬе  ост|о« 
стяно,  что  оноягь  вшшюй  стввеня  1фосто>.  {ЬеИге^^  \.  1У^  р.  147). 
ВепкЦ  фялоеофъ  не  ввравялъ  своего  нв'Ьн1а  о  яакгй  с4е  1а  сои- 
ре  Ы  р1вгге8э,  яого^сучто  въ  ней  недоешвало  фигу|п»  ^^). 

Кажекяу  чю  Двваргу  првнаддежятъ  тажлсе  юобрЬгеше  аяиця- 
]иоидъ  и  яхъ  упоФребАвше  въ  шшшис'Ь^-^явобрЪтеше,  чфеть  ко* 
тораво- Лейбнядъ  нряпяснваетъ  внаяеннтому  аетронсшу  Рём^^у. 
Де*Лагнръ  въ  нредцсювки  въ  ТгйШ  (к^  ериле1тйе$  говорить,  что 
01ъ  сдйладъ  въ  заох^Ь  Бохьо  (йеао11еи)  близь  Царяава  водесо  съ 
9вни1К10щдадьнш1я  вубцами  ^тлето^рулю  па^ибнаго  же, построй 
енкаю  ншсогда  Деааргомъ.  Въ  предиа[0В1и  въ  ТгЫ^  Л$  месагщие 
1б№г«  ДелЛаряръ  повтеряетъ  даже,  что  онъ  «дает^ь  •построен{е  ко- 
леса еъ  вечувстввтеяьн11]|ъ  трвшенъ,  лолет^  первое  иаобрлтенге  м- 
1мршо ^принадлежишь  Дееареу,  одному  иеь  лучшихъ  ге^ме- 
шров%  таю  стомьтгш^ 

31.  Главный  характеръ  сочиненай  Дезарга  заключается  въ  бодь» 
шой  о<кцности  теоретнческихъ  начал ъ  н  яхъ  прил'Ьнен1й,  въ  той 
обпмюстн^  которая  составдяетъ  красоту  и  величайшее  достоянство 
Вймертателтош  Геометры  Монжа.  Такъ,  въ  начади  своего  со- 
чш1ен1я  ВпиШоп  ргщН  Ле  1а  соире  Ле9р1егге$  Дезаргъ  говорить, 
что  еёо  енособъ  для  обдллки  камней'  имлетв  одинаковое  оеши 
йошк    сь    епособомь    ею    перспективы  ^^;.    Въ    овксьм^  *  1643 

^,  Балье  (ВаШе1)  въ  сочнаеа1я  У/е  Ле  ВевсагШ  говорнтъ,  что  эта  дв^  ви- 
Г1  Дезарга  была  аздааы  въ  1043  году.  Но  вто  ошабва:  Балье  сн-кшаваеть 
В1ъ  съ  еочаае11ая«  Босса,  воторыа  авалась  дМствательво  въ  1643  году;  оаъ 
ве  ваалъ,  что  еще  въ  1640  году  было  напечатаао  Дезаргомъ  сочвнев1е  Вгои-' 
|7/аа  р^^^е^  Ле  1а  еоире  йеё  р(егге8  вм^ст^  съ  «1е#  саИгапзо  и  что  объ 
зтовъ  тольао  сочааев1в  могъ  говорвть  Декартъ  въ  пвсьм'к  жъ  Нерсевву,  ан- 
еаавояъ  въ  1641  году. 

^  дтв  слова  Деаарга  оередавы  Кюрабаллеяъ  въ  вышеупоиавутояъ  соча- 
вёв1в  его;  стр.  70. 


]70(1Р,..нряеоедагашма1ькь  оомвевт  ё1Км&  о  квмришаж^^  Дааарп 
вош)К«пьо.с80вД  идешш  а  тооЫ^л  рласмштриьшг^  ати.шреФтаты  ю 
о^щедъ-  (гиёт,  шакь  л^ .  еёиыйщшенном^.  стмбт^  ФФФйетеежшшмш 
учтопту. 

Приведемъ  еще  одно  м^^то  изъ  .  ВгсЩием  дктеШшкё  *#1(.  рмг*» 
9ре^е9(Цме^\  «Д)ш|р|^  дешшнвиъ  въ  общевт.вцк^  1юч>здапе11ъ 
«вф&т,  (^ш  1её  мМе^^.  чяо  обцвиюсапвэ  не  хкмаегол  ткям^  еочхи 
ср11е1  в^^вав^т^  е/ибж  тытеш^р^Шу  нли  вммшIгава^IВ1. 

Эая  еммк  Воосв  рлг  к€  ма/мкщ  ве  8Н1Ь1|вп  ла,  чп^  Дарарп..врв 
доказате4ьс'П1|жъ  иршбАтлп,  вгь  фвгурамь  тре»ь  вамкрвцШ  длч 
вщюда  свойвФ^  виасввкъ  |фи]ф^?  А  этс  в  в|1итшлдмт  «юврь 
зпфатргь  шжалн  Исаава  шъ.  васйАдоввн^якъ  чвсогой'  гшшетр!». . 
.  )|1во11я  иАотА  нжь  нвишъ  Двварта  донвиишргь,  ввв  шл  отищл 
нагецаппесЕвхя»  вбишвавшкь  Дезарп  не  01грдар1ввАл«]ц  плюа 
рео1Ю191ей  в  ее  В|рв;ювен1дшц  ве  чяк1  онъ  вввад^  шиве-  в  е1гь 
авйДвзА;  ввдво  д&аве,  чфв  е|1у  етакво  ^ве.  бшш  в^имшш  к  вр1А<> 
ме^н  фваюсефск1е. 

Во^Ь  911В  иодробооств  оЛиар]рхвжаеть  рен1й  Дсра)»в,  вомрпй 
бнлъ  высово  увалень  его  ввашвфгншв  севремввввяамв)  Де^ 
к«ртомъ,  Пасвалемъ,  Фертатовъ;  да^дв  ще  поервдепенвце,  в^цв- 
ман1е  которнхъ  было  ниже  новивнм  и  общноств  его  вовар^тА,  яо- 
рицаяи  и  оресдйдовалв  ^о. 

Ми  ирвбаввшь  ев|е  пЬовельжа  оодробносуей  01  ДввартЬ  вгь 
Врамйчав]Д  XIV. 

ТоАве  овуон  бедЬе  ^пм1тя  вроявди^еФсв«  еаова  щуят  амтрдовь 
Деварга  в  Ия^авадя.  Этж  методы  бвлв  сахре^ены  для  яа№  вгь  оер- 
вонъ  сочянвв1я  Де-Легирае  ипшчесвижъ  €4чен1вхъ  1673  г.  Этотъ 
|?еФметр1|  вяалъ  о  сочивей1в  Деаарг^  ВгаиШоп  рщЫ  ёе9  сощие$ 
^,др9Э0Д]атъ  есо  загл;^ви)  цо  сочиц^н^е  Ц^сл^Д  Д^ш  уоцг  1е9 
(^т/^9  быдо  уже^  важетея,  совеущевяа  аебыт^  *'). 


»;'■«■    .  ■  г ' 


^^4^еп9^  тхШади0  регри^скга  Л,е  9ио  а^тем,  ^ат  а^б  11  апщ9  ПЬеЦи^т  Цт 
ш1о  NоVае    теЬкоЛг  яесИопев  соп1са»   еХ  суНпАг1С€^  ехр(\сщщй.ь 


Ш.  1Ьщщшщ  (16вб|-г1|вАЗ),  Ишмт».  ц^шкк  урудмъ  Дм1§га 

тлщщ  п  э«шъ.  спу^Ъ  пнут*  |4вд^р^№  (Ийвк^)^ 

«|1№пшйг  вм1^  ^^я^  Щ  т^  АР9П»  »«мени7%га  Дэкар№,  6«|^Г1| 
первый  со  €|ИЩЩЦ4  щтсяМЦй  е<^ад«енй  о  «(>||Н1^1Ц^кр]^'ъ.^1|^н0щ«^^ 

аткъ  91|  164)  году  ЭЪ  ^НУШрем.  К91Г4А%;  9/^.д'ЩЧЪММЩШН.бЫр 

тш1аеаие  ^.у  ^л]^  %^9.  Шл9§щъ  дэ  ци^  въ  вцду,  4мъ  Д^ 

3191^  в  Па4^«&1К   ГЛМ1М4  Ц^4%..-^  ВЦВеСгТЯ    СЗОДСТВа  Щт01ЙСКВ1|1| 

ЭДАС1ве11ъ  вэ^дАдоваяи  Ц«аЗ^»  н^  .(&атов«М'||   аФ9=  1№Я9т  о^у-' 

ю  виь9а»аде41  ев^ай^ттт  коц]мнз^  ^0  и  »то  дм^  е||у  В(9»|го«рас1ъ 
№  одрвге  дмц^9вшодьства  внрестд  ореддоц^щ^,  в^оторяд  тре|I^^^тъ 

В9|  этотъ  1фвд«101гь  ^цдяйтельщ)^  удрощед}в' 

Въ  еочвнеа^в  Мядор^  надодщтая  вздвщов  рЪщев]^  9Л}^П€цо* 
мостить  на  даншмръ  1№ну^  данц^  мшцчес^ре  с^чавм»;  Ап94^г 
дшо*,  въ  смвй  щесто!  цввеЛ^,  Р%ЩЦД1^  «п:у  з|1|(^7  ?«ДС|ко  для 
щмва^  конуса  (Теоре]щ  39,  40  и  4(1-в  З^А  авих^и) . 

Вгсщл  авига  В1(1^4фъ  арвАув1:омъ  цост|р/ое||)е  ковичесааго  с;Ь^- 
ш  во  точааиъ  на  вдосавв^в. .  Ав^ддова^  не  завщмвдея  этоД  сда- 
чей, но  она  долд^^в^  ((ада  ва^аддв^^ы^  щ^  1^(^а  ^оЩа  Лрвствя, 
такъ  вакь  зд'Ьсь  говоридось  о  воническяБЪ  с'Ьчен1яхъ  на  пдошкггн 
нвиагадма  тави  оввйства  этнхъ  врнвкхъ^  юэт^опъ  не  бнловъ 
ВетепШ  соп(еа  АвоЛ1011{я>  [готейгучто  подобное  же  еочи11ен1е,  но 
отличное  отъ  Ьоса  8оМа^  было  также  написано  Аристеенъ. 

Н)  1ы  войдемъ  В1|.  ш%ыл^^^  рсцрвбвоотр  о  сц4»соб^  дре»иижъ>  когда  бу«- 
леиъ  говорить  о  большриъ  еочииев1и  Де-Лагира  ТгЫЫ  Лев  С9ЩЦ/и.^ 
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Между  ршиичниа  способам!  Мядцша  для  аосцмрш  мнпес- 
кпъ  сгЬчевМ  укажтъ  на  оС^аммлпе  »«нвоа  «очюю  1ф<11о1 
лянш,  скодьмщеймвцамя  по  двум  другнмъ  пршамъ  ^');  в  евце 
ностроеа!е  той  же  кривой  посредствовъ  вм14нев1в1  вебхъ  ордвввл» 
круга  въ  данн(шъ  отношей1н«--*построеВ1е,  которое  уже  бвхо 
употребляемо  Стевштшъ  (О^и^^з  1па$кётй1$^ае$^  р.  848). 

Въ  8Т0Й  же  впвгЪ  находимъ  предложев1е,  что  если  тъ  квшой 
нибудь  точки  въ  плоскости  воническаго  с^Ьчем}в  будемъ*  1фоводить 
прямая  ЛИН1И  ко  вс^мъ  точвамъ  кривой  в  будемъ,  продолжая 
ихъ,  умхичивать  въ  данномъ  отношетв,  то  вонцк  ь^ёшРь  ляппА 
будутъ  лежать  на  новонъ  вояическомъ  с%яен1в,  подобномъ  лево- 
му. Это  очень  простое  предложен1е  скрытымъ  образомъ  заключает- 
ся уже  въ  шестой  книгЬ  Аполлон1Я,  гдф  рЪчь  вдеть  о  подобннхъ 
коническнхъ  сЪчешяхъ,  и  мы  првводвмъ  его  вд^сь  только  пото- 
му^ что  оно  вм^ЬсгЬ  съ  предыдущи1№  способомъ  обравовав1Я  (удди- 
нен1емъ  ординатъ  въ  постоянно!!^  отвоаюипв)  служить  точкою 
отправлея1Я  н  цросгкйшнмъ  с^^учаемъ  кеггода  преобразоватш  фн- 
гуръ,  который,  какъ  мы  увндимъ, .  бнлъ  значительно  расширекъ 
Де-Лагиромъ  я  Ньютономъ/  потомъ  распространевъ  Понселе  на 
фигуры  трехъ  изм'Ьрен1й  въ  сочинен{и  о  проэктивннхъ  свойствахъ 
фигуръ;  въ  настоящее  время  этотъ  методъ  получилъ  еще  большее 
развит1е  п  мы  разсматриваемъ  его  въ  нашемъ  мемуарЬ  лодъ  на- 
званхемъ  юмо/ра^ииескаго  преовраео^атя^  какъ  одинъ  изъ  са- 
мыхъ  могущественныхъ  способавъ  новой  геоветрги. 

33.  Гржгор1Й  О.  Вннцентъ  (1584 — 1667).  Подробный  ра8б<фъ 
сочинен  1й  Дезарга  и  Паскаля,  относящихся  къ  новой  геометр1я, 
отвлекъ  насъ  отъ  другой  части  геометр1И,  отъ  геометрти  мЪрн,  въ 
которой,  съ  большимъ  или  меньшимъ  йскуствомъ,  въ  бол^Ье  или  же- 
н-Ье  явной  формЪ,  вводится  безконечная  величина. 


^)  ТаюЯ  саоеобъ  черчев1я  влдяоса  былъ  уже  доваваиъ  €тевяаон%,  юто- 
рнй  ириоасыметъ  ■эобр^тбв1е  его  Гвудо  Убальда»  ■  дФйстаятельно  овъ  ваяо- 
шешъ  въ  сочввевЁя  Г.  Убалмв:  Р1атрНае9чсогит  пт9вг»аИчт  Ткеогкт^ 
(1п— 4,  1579);  во  этотъ  способъ  былъ  взв^стевъ  уже  древввиъ;  Прожлъ  го* 
ворвтъ  объ  вемъ  въ  своёнъ  1(0Имевтар!В  жо  второму  аредложев1ю  1-11 
квнгв  Евклида. 
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Воввратннса  жъ  этому  отдЪяу  науЕн,  въ  котсфокъ  мн  ув&дап, 
ип  18об{гЬтатедеЯ,  ]1бал«|»а,  Тюльдека,  Ва1иилв(^>,  Фермата,  Ро- 
бервадя,  Паскаля.  ВслФдъ  за  этике  гешалшшга  людьми  и  на  од- 
ной съ  вшге  висот1^  мы*  *  находякъ  Гр0г<ф1я  С.  Вянцейта  (вгёбОке 

<1б  8(.-У1ВСвП(). 

дтатъ  геошетръ,  одянъ'изъ  самахъ  глубркихъ  знатоковъ  древней 
гесмютрШ)  прнлагаэгъ,  аодо(№о  Каваллеря  и  Робервалю,  но  еовер- 
омво  сашмтоятахьнннъ  образомъ,  способы  Архимеда  къ  явыска- 
нш  квадратуры  криволинейныхъ  нространстяъ.  Бго  спосббъ,  на- 
8нвав1Я11ся  ВиеШ$  ркии  т  рШпит,  вредставлялъ,  подобно  сносо- 
бамъ  Каваллери  и  Роберваля,  усовершенствовате  способа  истойце- 
Н1я;  оя*1^  былъ  столь  же  строгъ,  какъ  соособъ  Архимеда,  я  бол^ 
лругяхъ  удобеяъ  для  аряложен1й/Большое  8начея1е  придавало  ему 
раалячное  расаоложен1е  вписанныхъ  и  описанныхъ  около  кривой 
яяогоугольниковъ,  я  Григор1й  С.  Вннцеитъ'ум'Ьлъ  этямъ  восполь- 
зоваться. Въ  такомъ  различ1и  способа  О.  Вияцевта  отъ  споооба 
Архимеда  заключалось  другое,  вееьма  важное,  преямущевтво:  не 
безъ  основан1я  можно  предполагать,  что  дифференщальяый  тре- 
угольнигь,  ЯВЛЯЮЩ1ЙСЯ  въ  чертежахъ  Гр.  С.  Вянцента  между  кри- 
вою и  двумя  последовательными  сторонами  одного  изъ  двухъ  мно- 
го]гга1ьниковъ  а  ескеЫез  (вписаннаго  или  ооисаннаго),  долженъ 
бнлъ  привести  Баррова,  Лейбница  и  Ньютона  къ  исчислен1ю  без- 
ковечяо  малыхъ.  Иодобнымъ  обравомъ  связываются  между  собою 
я  расширяются  вс1Ь  нетияы  въ  наукА;  величайппя  открнпя  не  бы- 
ваютъ  внушаемы  одяимъ  вдохновен1емъ,  они  бнваютъ  подготовле- 
нн  гораздо  ран'Ёе. 

Григор1й  с.  Винцентъ,  заслуги  котораго,  несмотря  на  мн'Ьяхя 
Гюйгенса  и  Лейбница  ^*},.  еще  недостаточно  оц^Ьненн,  обогатилъ 
геояетр1Ю  многочнслеш1ыми  открыт1ями  такяю  и  въ  теор1я    кони 


**)  Вотъ  слова  Лейба  вца:  Мс^ога  [петрё  ОаШеап$9  е(  Са^аНетгапи)  ёпЫг- 
Лш  йии1египЁ  (гЫт^^М  ^еЫеЬгм,  СаНеШл  09^ема  гаНопе  Ипеа»  ОеотНпае 
^омтваС!  ехрНтемИ  рег  аедиЫ^м;  РегтаНия  гтШа  те1ЬоАо  ее  тахАпм 
Н  тЫтмг.  ае  6г€дог(Ы8  а  ёапс^о  У|'ясея/А)  гмШи  ргаее1аН9  гпеепШ.  (АсЫ 
еги4и.,  ]ба<>,  в  0еи9гм  Аг  ЬеЛпИг,  (.  III,  р.  199). 
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ческихъ  сЪченхй  одвихъ  въ  друпя  мы  должны  упокм!т1'  й^'кь  «^ 
^^»:Ц  Я(Н(^^ЭМ(9|»  Ц  п<^}тР9Щ№(Д»    тт««»    СЮМЮ   <1%ЛШЛ    уеду: 

Л|цц^т>  кр||Б(9в  тщщ\  второй  эъ  э^^ион^щЕ  эт^ях*»  о|№1тт1»  ■<» 
оу^^1(ош^  угдй«т  1(^лцч^<;тва,  'Щк!^  >9:ю  рв*!  <угг41»тея  Еара^медь- 
пццц  ме;|^ду  со(^в». 


Юшадцатъ  лФтъ  спустя,  Лейбвяцъ  пвсалъ  еще:  ЕШ  ИгедоЫив  а  $.  У^х- 
4ф1  {Отптм  с<е.  ^^ейии'!»,  I.  VI,  р.  18»). 

«Сочивев1е  Грвгор1я  С.  Вввцевта  есть  н^тцнцое  совровв^це»  богат||1^  ^а-' 
аасъ  геоветрвческвхъ  встивъ,  важвыхъ  ■  любооытцыхъ  опрытШ». 

Вслв  сочивев!я  Грвгор1я  С.  Вввцевта  не  изучалась  до  снхъ  поръ  сколько 
овн  двелуявваюгъ,  то  првч«в|1  этого  безъ  сонн'Ьвгя  заключается  въ  оочтв 
смвовреиеввоиъ  опрн«и1  геонетр1в  Деварта  ш  ■ечвед«а{а  безжнючво-налы^к'ъ» 
ВАТ01Й1Я  ур#|Э1с#Рг  уцн  це;^'^  «1^  обл»оть  а^влщми  Оввд^  двоаяага  оввв^вем- 
стфд,  црввелеввдго  ьнща,  о  досто1|9И;тц'Ь  ^тог^  гвоцатр|,  вы  еч91«ю1рь  .евбв 
вврав!)  оредложвть  иолодымъ  математвкавъ,  в']БряЕцн11ъ  Э1»  уса'Ь^щ  в  буА|^- 
вость  геоиетр{и,  читать  его  сочинев1я.  Ови  встр']^тятъ  тавъ  иврг1я,  ещ/^  во- 
выя  для  ввхъ  в  арекрасвыя  открыт1я. 

1^  ввтереевоВ  эев'1тк'1^  (Гетле  о  Грвгор!в  С.  ВвмценгЪ  сказаво,  что  овъ 
оотавввъ  ввого  рувоавсвВ,  воторыа  о^бравы  въ  19  товахъ^в  /оЛ  в  ваводат- 
ся  въ  бвбл1отег]Ь  въ  Брюссел*!^.  «Было  бы  желательво,  прибавлаетъ  Кетле» 
чтобы  кто*ввбудь  взъ  друзей  ваукв  взялъ  ва  себя  тр\дъ  пересвотр'Вть. 
этот>  р'1М|(Ш  в4В4тввк:ь.  Оцъ  м«|в«тъ-быт^  Р9шв1>  бц  тутъ  ^ещв  |р  оихъ 
врръ  еще  |^в]|дв']кст|;14А.  Потовучто  ковв.ч#св|я  еМеви  цредс1а|##|рт'%  н^шсто- 
{даццаЦ  всточввк>.  ск^^ствъ  щ.  йц^о  бы  сла^ко^ъ  сц'к.яо  с^|^ать.,  ч^о  э^отъ 
вуедв^7>  совершевно  всч#рв(^в%».  (Соггег^пфлпее  тоМвща^че  ^  ркм^^е^ 
и  I,  р.  162). 
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шгь  эт^1%»  сМюбОом  т  ЪбЬиМ  вЙ^<НЬ,  (Ч)'1ё№А   в:хъ  |)1ав.<Ь^1&1№ 
одмъ  и  4оА  а^ё  сйЫ:Ъб1,  ёо  |11>  |твЛ1яны«%  фор1<&к%,  НаЛЬщи^*^ 

ч 

каждая  свои  особнд  удобства. 

встийу  «ъ  {йшМч^гЬ^'ь  тд<геК1ь  з^Шя,  ч^ЪбЫ  й6б^^еЧ^  и^%  »ея  «ьо4 
внгодк  я  вс1{  слйкд^тНй, 'к'ь  ко^ым'^  пвй  тиатъ  «^ёк^и. 

Теор1я  ковнческихъ  с^ченхй  доставила  уже  иамъ  самое  уб'Ьди- 
тельвое  доказательство  этого  въ  т^^хъ  различныхъ  преобра80ван1яхъ, 
кь  которнмъ,  кавъ  мы  показали,  способны  теоремы  Дезарга  и  Па- 
скаля и  которыя  даютъ  этимъ|  теоремамъ  возможность  заключать 
въ  себЪ  безконечное  число  сл'ЬдствМ,  обнимающихъ  собою  боль- 
шую ч^ть  свойствъ  коническихъ  с^ченМ  (См.  Прим.  ХУ}. 

Григор1й  С.  Випцентъ  наансалъ  глубоюй  трактатъ  о  сравнен1п 
соврали  съ  параболой, — предметъ,  которвмъ  занимался  также  Ка- 
валлери;  въ  немъ  находятся  удпвительныя  сближен1я  между  эти- 
ми двумя  кривыми,  свойства  которыхъ  большею  частхю  соотв'Ьт- 
ствуютъ  другь  другу.  Равенство  двухъ  соотвЬтствующихъ  дугь 
этнхъ  двухъ  кривыхъ  было  также  доказано  Робервалемъ,  но  спо- 
собомъ  очень  труднымъ,  основанныиъ  на  его  учен1и  о  составныхъ 
двнжетяхъ;  оно  же  было  потомъ  предметомъ  превосходнаго  ме- 
муара  Паскаля  *"),  который  представляетъ  первый  прим'Ьръ  сравне- 
нен1я  двухъ  равнородныхъ  кривыхъ  лин1й  посредствомъ  чистой  ге- 
ометр1и  древнихъ  и  безъ  помощи  безконечно  малыхъ.      ^ 

34.  Еслибы  мы  писали  полную  истор1ю  геометр1и,  а  не  только 
очеркъ  постепенной  выработки  ея  методовъ,  относящихся  по  лре- 
имуществу  къ  новой  геометрги,  то  мы  должны  бы  были  для  по- 
полненЁя  второй  эпохи^помянуть  о  трудахъ  еще  многихъ  други|^ 


•')  ЕдаШё  Лея  Идпе$  9р9га1е  е!  ратаЬоЦ^^ие  (Оеиг»М'  Ае  Р(иса1е  I.  V,   р. 
Ш-454). 
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геометровъ,  съ  усоЪхокъ  ааннмавшвдея  чвстою  год1етр1е1>  древ- 
нихъ  и  новшгь  уче1|1е11Ъ  о  недЪлвмыхъ  в  саособствовавшвхъ  зна- 
чвтедьному  разввпю  нау&в  впос1%дств1в.  Во  главок  вхъ  стыв  бы 
два  9намвннтне  учевява  Гадвлев:  Торвчвшн  в  Ввв1анв,  превосход- 
ннд  в  ваяшн4  авс1'Ьдовав1я  воторыхъ  мы  вздожвдв  бы  съ.  оообаю 
.а)бов1ю;  потомъ  1ео(авД,  Ьа  ЬоцЬёге^  вге^огу,  Е11еопе  (1б  Лв^^^^ 
ШеЬб1-А11ве  Шш.  Мегса^ог^  8сЬоо(ео.  Св?а,  Нау^;бП8,  81агб«  МГгеа, 
№со1а8,  1огепг1П1,  ОиМо-бгаасИ  в  др. 

Мнопе  В8Ъ  атвхъ  геометровъ  занвшивсь  тааже  возвввавшею 
въ  то  время  геометр1ею  Декарта  в  потому  будутъ  вграть  рол»  въ 
следующей  эвох'Ь  между  дввгателямв  этого  вехвкаго  ваобрЬтешл. 


ГЛАВА  ТРЕТЬЯ. 

ТРЕТЬЯ  9П0ХА. 

1м  Дехарсъ.  Г1596 — 1650)  ВажнЫшая  услуга  была  овазама 
геокетртн  Девартонъ.  Этотъ  фвлософъ,  благодаря  неоцЪтвноб 
зшслн  своей  о  приложены  алгебры  гсг  теорЫ  кривнхь  линт,  соа- 
даль  оруд1е  для  ареодолШя  арепдт€ТВ1й,  останавлввавшнхъ  до 
ткхъ  поръ  «едвчайвгахъ  геонетровъ,  в  существенво  изм%нвлъ  ввдъ 
хжтематвчеоахъ  наувъ1). 

Эю  учен1е  Декарта,  вв  малЫшаго  зачатва  котораго  мы  не  на- 
ходввъ  въ  оочвнен1яхъ  древввхъ  геометровъ  в  о  которомъ  одномъ 
тольЕО.  можетъ-бнтЬу  можно  свавафь  то,  что  свазалъ  Мовтесвье 
о  евоенъ  ЕлрггЫе  1ш\  €рго1е9  Нпе  та1ге  сгеа1аъ, — это  учеше, 
говорю  я,  придало  геонетр1В  харавтеръ  отвлеченвости  в  всеобщ- 
ностн,  существевво  отлвчввшШ  ее  отъ  геометр1В  древввхъ.  Спо- 
собн,  совдаянне  Каваллерв,  Ферматомъ,  Робервалемъ,  Грвгор1емъ 
С.  ВввцентомЪу  носвлв  тавже  отпечатовъ  этой  общности  въ  ихъ 
хетафвзическвхъ  прввциаахъ;  но  они  не  им'Ьли  ея  въ  првло- 
жев1яхъ.  Тольво  вдея  Декарта  доставила  средство  прилагать  эти 
споеобн  одаообравнвмъ  в  общвмъ  образомъ;  она  была  необходим 
шшъ  введешемъ  къ  новымъ  исчвслен1яиъ  Лейбница  в  Ньютона, 
который  не  замедлилв  возродиться  изъ  этихъ  превосходныхъ  спо- 
собовъ. 


')  Ирвдохев!б  алгебры  жъ  теор1а  1|А1нхъ  лмШ  ест(аредметъГеометр1н 
Дшрп,  жотораа  шФст^Ь  с%  его  сочнвеаим!  ТгаШ  Ам  ММогм  я  П9ар{Ндие 
>|мввлась  въ  АеШяешЬ  въ  1337  году  всл'1дъ,  ■  жагь  бы  въ  ввд%  ■  опыта- 
|||,  ва  его  вваветтымъ  ММоёе,  ва  юторомъ  основывается  совреневиай 
«алосоЫа. 

Ковечю  нк  одна  Фвдософскаа  система  не  нн'Ьла  при  своеиъ  появлев1н  такой 
аолдершп,  вакую  давали  методу  Деварта  подобны»  испытания. 
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Геометр1л  Декарта,  кром^  эГого  характера  всеобъемлемости. 
представляетъ  въ  сравцен1и  съ  геометргею  древнихъ  еще  другое 
особое  отлич1е,  на  которое  сл'Ьдуетъ  обратить  внвман1е:  она,  по- 
средствомъ  одной  формулы,  указываетъ  общ1я  свойства  ц'Ьлыхъ 
группъ  кривыхъ  ЛИН1Й,  такъ  что,  когда  этимъ  путемъ  открывается 
какое-нибудь  свойстно  одной  к^ивс^й,  ^еФчасъ  же  узнаются  так1д 
же  или  подобныя  свойства  во  множеств^^.друпхъ  лин1й.  До  этнхъ 
же  поръ  изучались  только  отд^^льныя  свойства  н^Ькоторыхъ  |кри- 
вшзг^.  ^азиматринаенахъ  порознь^  Ь  воФ^Да  имредсфммъ  ^^^акУХъ 
пр1в11тъ,  «оторые  не  уч^таяавлямик!  нша1^й  внан  1т^у1ншшч- 
нынт  крнныый. 

Съ  ьчшкъ  поръ  я^ачалосъ  бясиме  ра8Мт1е  гашетрк,  я  уе\Лая 
ея  раслросграннлись  на  вс1^  друпя  яауси,  «подящеяся  съ  тЛо 
въ  11рикоснопен1и.  Сама  алгебра  получила,  въ  вей  полепюе  оооойв, 
ея  сиивомчесдмя  дМств1Я  сгалн  <0|1*Ье  ^негля|сш1>  «Начете  ея>р1ас- 
1якрялась  я  о&к  эти  гяштяил  отрасли  нашмхъ  1гоям1мтельмнх1!ь 
зв1№1й  пошли  съ  9Фи<ъ  пор^  одияаюв»  «к^ш11  иКапшш. 

Достаточно  ужавать  на  одно  язъ  первыгь  и  оашасъ  вмишхъ 
1гр|^«у1Де(»'в^,  доставлеяяыхъ  гегаетр1ею  «я^гсбргЬ,  шшнно  ва  яо* 
толадваН1е  я  употреблеяЕе  отрицательвшъ  р|1кшея1й^  «оюриж  да 
т^тъ  тръ  счягалясь  не  им^Ьющ/иии  «иквсого  8на^ен1я  и  тажгь  слА-^ 
но  Жат^удняля  древняхъ  аяалистопь. 

Ойоообъ  неоиред'Ьлениихъ  коэффиц1ен1Юва»,  который  Дофртъ 
кзобр'Ьлъ  въ  своей  геокетрш  и  'квторяаъ  сЬъ  съ  тавшъ  ускНпмп» 
полыюмлФл,  есть  также  одно  иаъ  еа»ыхъ  глу6оком11С1вннЕ2кгь  я 
оаммхъ  полезнЁ1!Х'ь  открвтМ  въ  анасшз'Ь. 

Прибавлеше,    Въ  письиахъ  Декарта  встр'Ьчавтся  много  м'1^стъ« 
относящихся  къ.геонетр1и.  Его  книга  Орг1$€и1п  ро$1кита  (Ашз!. 
1701,  111  4)   такие  вмлючаетъ  въ  се61^  и-Ьскодька  •трмвкоА'ц  ш» 
гео!№етр1Я.    Жяль.    что   никто  еще  не  яодуявяъ   ео§р«ть  вей  втя 
^  {)азт^'Ьяггаые    отрывки  и  присоединять  ихъ  въ  од!^*^  кз1|  яне1'^п- 

сленныхъ  издаи1Й  геометрш  Декарта. 

Иы  ограяичиисн  указашеиъ  въ  письиахъ   знаиенитаго  философз 
иа  одйнъ  <)с»бы1&  иетодъ,   изобр'1^тенный  дшъ  для  рШешя    задачи, 
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занвшвшеВ  неоднократно  какъ  его  самого»  такъ  и  его  современ- 
ншБОвъ  Фермата,  Робервадд  и  Пас&адд^  именно  задачи  о  каса- 
тельной  &ъ  цнклоид'1.  Методъ  Деварта,  въ  то  время  пользовав- 
Ш1ЙСЯ  большою  И8В^стност1ю,  чрозвычайио  простъ  иможетьпри- 
и'ЬндтьсЯу  какъ  зам^тидъ  ето  и  Декартъ,  къ  укороченныиъ  и 
растдиутымъ.цикдоидамъ  и  даже  вообще  ко  всЁмъ  кривымъ,  об- 
раауемнмъ  точкою  тоской  кривой,  катлщейса  оо  другой,  неиод- 
вижноВу  кривой.  Снособъ  состоятъ  въ  томъ,  что  об^  вривыд 
разсматрнваютсд  какъ  многоугольники  съ  безконечнымъ  чисдомъ 
сторовъ.  Многоугольники  эти  прикасаются  другь  къ  другу  по  об- 
щей стороне  и  потому  въ  каждый  моментъ  им'Ьютъ  дв'Ь  общ1я 
вершннБЦ  во  время  безконечно-малаго  перем^щенхя  первыВ  мно- 
гоугольникъ  вращается  около  одноВ  изъ  вершинъ,  остающееся 
ненодвижною,  и  точка  многоугольника»  образующая  кривую,  опи- 
снваетъ  следовательно  дугу  круга,  центръ  котораго  находится 
въ  неподвижной  вершине;  нормаль  къ  этой  дуг^,  представляющее 
элементъ  описываемой  кривой,  проходитъ  такимъ  образомъ  черезъ 
упомянутую  вершину. 

Этотъ  снособъ,  существенно  отличающШся  отъ  всбхъ  другихъ 
способовъ  проведен1я  касательныхъ,  применяется  съ  т^хъ  поръ 
постоянно,  благодащ^  его  необыкновенной  простоте.  Но  безъ  со- 
мн&ш  вследств1е  именно  этой  простоты  онъ  не  обратилъ  на 
себя  должнато  вниман1я  геометровъ;  его  употребляли  только  въ 
8Т0Й  самой  задаче  и  довольствовались  распространен!емъ  его 
еще  на  сферичесшя  эпициклоиды.  Изследовавъ,  въ  чемъ  заклю- 
чаются отличительный  особенности  и  различ1я  этого  способа  отъ 
другихъ  решеи1Й  задачи  о  касательныхъ,  мы  старались  узнать, 
не  способенъ  ли  принципъ,  лежащхВ  въ  его  основан1п,  къ  такому 
обобщенио,  которое  д4иало  бы  его  применимыыъ  ко  всакоВ  дру- 
гой задаче. 

Следующая  теорема  представдяетъ,  какъ  намъ  кажется,  обоб- 
щвше  9Т0Г0  способа  Декарта. 

Когда  плоском  фиц^ра  получаетъ  безканечно  малое  перелчь- 
ще»\е  вг  своей  плоскости^  то  всегда  сущеетвуетъ  точка,  остаю- 
щаяся во  время  этою  движенгя  неподв%4Жной, 

Нормали^  проводимыя  въ  различныхъ  точкахъ  фигуры  къ 
тра$кторгямъу  опглсываемымъ  этими  точками  во  время  безко- 
печно  малаго  движенгя^  проходятъ  ваь  черезъ  упомянутую  не- 
подег^жную  точку. 

На  основаши  этоВ  теоремы  для  построен1я  нормали  къ  кри- 
вой, описываемоВ  точкою  движущееся  плоскоВ  фигуры,  достаточ- 
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НО  опред'Ьлить  точку,  которая  остается  неподвижяоЯ  въ  тотъ 
коментъ,  когда  образующая  точка  приходить  въ  разсматриваемую 
точку  кривой.  Положеше  неподвижной  точки  определяется  при 
помощи  УСЛ0В1Й  движеи1я  фигуры. 

Если,  наприм'Ьръ,  ивв'Ьство  движенхе  двугь  точекъ  фигурн, 
то  искомая  неподвижная  точка  опред'1лится  пересйченЕемъ  нор- 
малей къ  описываемнмъ  кривымъ. 

Пусть  прямая  данной  длины  движется  такъ,  что  концы  ея 
остаются  на  двухъ  неподвижннхъ  прямыхъ;  нзв^^ио,  что  при 
этомъ  каяЕдая  точка  какъ  на  самой  прямой,  такъ  и  вн^Ь  ея,  но 
неизменяемо  съ  нею  соединенная,  будетъ  описывать  вллипсъ. 
Чтобы  определить  нормаль  къ  втой  кривой,  проведемъ  черезъ 
концы  движущейся  прямой  перпендикуляры  къ  ненодвижнымъ 
прямымъ:  искомая  нормаль  пройдетъ  черезъ  точку  пересечен1Я 
втнхъ  дерпендикулкровъ. 

Движев1е  фигуры  можетъ  быть  определено  различными  дру- 
гими УСЛ0В1ЯМИ,  >съ  П0М0Щ1Ю  которыхъ  также  легко  удается  най- 
ти эту  неподвижную  точку. 

Положимъ^  вапримеръ,  что  описывается  конхоида  Никомеда 
точкою  прямой  лин1и,  проходящей  чрезъ  неподвижную  точку  и 
скользящею  одннмъ  концомъ  по  не1^вижной  прямой.  Разсмо- 
тримъ  движущуюся  прямую  въ  какомъ-нибудь  положенш;  вовста- 
вимъ  къ  ней  перпендикуляръ  въ  неподвижной  точке  а  другой 
перпендикуляръ  къ  неподвижной  лин1и  въ  той  точке,  гд'Ь  яежнтъ 
ковецъ  движущейся  прямой.  11ересечея1емъ  этихъ  двухъ  перпен- 
дикуляровъ  определится  искомая  точка,  черезъ  которую  прохо- 
дить нормаль  конхоиду. 

Мы  не  будемь  здесь  останавлнваться  на  другихъ  разнообраз- 
ныхъ  услов1яхь  перемещен1я  плоской  фигуры  и  не  будетъ  изы- 
скивать те  кривыя,  къ  которыиь  П0М0Щ1Ю  ВТОГО  пр1еха  легко 
проводятся  касательныя. 

Предыдущаго  достаточно  для  указашя,  что  изложенная  нами 
теорема  представляетъ  обобщен1е  идеи,  высказанной  Декартомъ 
по  поводу  касательной  къ  циклоиде,  и  что  теорема  вта  ведетъ  въ 
особому  способу  касательяыхъ,  отличающемуся  отъ  вс'Ьх:ъ  дру- 
гихъ и  даже  отъ  способа  Роберваля,  хотя  опъ  также  основанъ 
на  мысли  о  движенш.  Заметимъ  впрочемъ,  что  примененхе  этого 
легкаго  способа,  также  какъ  и  способа  Роберваля,  ограниченно, 
потому  что  въ  немъ  предполагаются  известными  геоиетричесв1Я 
УСЛ0В1Я  перемещешя  фигуры,  точка  которой  списзваетъ  данную 
кривую.  Способь  втоть  применимъ  однако  какъ  къ  большому  чи- 
слу особыхъ  крпвыхъ,  такъ  и  къ  цехымъ  семейства^ъ. 
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Прн102еЯ1я  нашей  теоремв  не  ограничиваются  геоиетрхей,  но 
ногутъ  быть  также  полезны  и  въ  нсханик*]^  при  вычислеши  ги* 
)ыхъ  силъ.  ДМствитзльво,  изъ  теоремы  сл'1дуетъ,  что  живыя  си- 
лы различннхъ  точекъ  подвижной  ф!1гуры  пропорциональны  ква- 
дратамъ  нхъ  разстоашй  отъ  той  точки,  которая  въ  данный  ио- 
нентъ  остается  неподвижною;  следовательно,  если  положеше  этой 
ТОЧКЕ  изв'Ьство,  то  достаточно  знать  живую  силу  еще  одной  ка- 
кой-нибудь точки  фигуры.  Понселе  заявилъ  ып%  что  ;1мъ  сд'1лано 
подобное  приложеше  этой  теоремы  ко  многимъ  вопросамъ  о  ма- 
шннагь — ^вопрос^къ,  въ  которыхъдо  сихъ  поръ  не  существовало 
никакого  геометрическато  способа  для  вычислен1я  живнхъ  силъ. 

Н1скохько  х^ть  тому  назадъ  (См.  ВЫЫт  ип^Vе^8ё^  йез  всгеп- 
(Х$^  &.  14)  мы  представили  ату  теорему  какъ  частный  случай  тео- 
ремы о  какомъ-либо  кбвечномъ  перем'Ьщен1и  фигуры  въ  плоско- 
сти и  даже  какъ  частный  случай  бол^е  общей  теоремы  о  двухъ 
додобныхъ  фигурахъ,  расположенныхъ  какъ  угодно  на  плоскости. 
061  эти  теоремы  зависятъ  въ  свою  очередь  отъ  сл']^дующаго  ещ ) 
бол^е  общаго  принципа. 

Раэсмотргшъ  па  плоскости  дв1ь  фигуры^  которыя  первсиа' 
чалшо  были  перспективами  одна  другой  и  потомь  помп»щ€ны 
на  плоскости  какимь  бы  то  ни  было  образомъ;  каждая  точка 
одной  фигуры  будетъ  при  етомъ  имлть  себп  соотвптственную 
ка  другой;  существуетг  вообще  три  точки  одной  фигуры,  ко- 
торыя совпадаютъ  сь  своими  соответственными  точками  на 
другой  фигурл;  одна  ивь  этисп  точекь  всегда  действительная, 
двп  же  друггя  могуть  быть  мнимыми. 

Отсюда  слфдуетъ,  что  на  одной  фитур'Ь  существуютъ  также 
три  прямыя,  совпадаюпця  съ  соотв']&тственныии  прямыми  второй 
фигуры:  это  именно  прямыя,  соединяюпця  три  сказанный  точки. 

Одна  Н8ъ  такихъ  прямыхъ  всегда  д-Ьйствительная;  дв'Ь  друг1я 
могутъ  быть  мнимыми. 

Когда  дв^  фигуры  подобны,  что  представляетъ  частный  слу- 
чай перспективы,  то  дв4  изъ  трехъ  точекъ  и  дв']^  изъ  трехъ  пря- 
мнхъ  будутъ  всегда  квимня;  третья  точка  д']^11ствительная; 
третья  прямая  также  действительная,  но  лежитъ  въ  безконечности. 

Тоже  будетъ  и  въ  томъ  случае,  когда  две  фигуры  равны  меж- 
ду собою. 

Этнмъ  свойствамъ  плоскихъфигуръ  существуютъ  соответствую - 
Щ1Я  въ  фигурахъ  трехъ  измерешй  и  я  вывелъ  уже  несколько 
тборемъ,  относящихся  къ  втой  теор1а  (См.  Ви1Шгп  ипШгвеХ 
^еш  $Ыепсе$,  %.  14,  р.  321,  1830). 

1* 
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2.  Духъ  и  архемы  геометрхи  Декарта  слишкомъ  коротко 
инв'Ьстны  вс']&мъ,  знакомымъ  даже  только  съ  первыми  основ- 
ными началамЕ!  математики,  такъ  что  намъ  н'Ьтъ  надобностн 
в&одить  въ  подробности  по  этому  предмету.  Мы  прямо  пе- 
рейдемъ  къ  обзору  сочинешК  важн'Ьйшихъ  писателей,  гив- 
шихъ  во  время  Декарта  и  развивавшихъ  его  геометрш,  рас- 
ширяя при  ея  помощи  кругь  математическихъ  исгинъ  преи- 
мущественно въ  области  теорхи  кривыхъ  лиши. 

Фериатъ.  Прежде  вс'Ьхь  должно  у  полян  уть  о  Ферма- 
те и  Робервал:Ь.  Еще  до  появлешя  геомегр1и  Декарта  Фар- 
мать  самъ  употреблялъ  подобные  же  аналитическхе  прхемы. 
Но  сочинешя  его,  основывавш1яся  главннмъ  образомъ  на 
его  прекрасномъ  способе  Ле  шахгтгз  е1  тгттщ  по  сво- 
имъ  свойствамъ  и  своему  особому  характеру  приближались 
скор1)е  къ  геометрическимъ  сочинев1ямъ  древнихъ,  ч^ыъ  къ 
трудамъ  Декарта. 

Роберваль.  Р.«ер=«ь,  «^,е,.1е  Р.В.Я..™  с.,ер... 

честна^  существовавшаго  между  нимъ  и  великимъ  филосо* 
фомъ,  критиковалъ  до  мал'Ьйшихъ  подробностей  новую  гео* 
метр1ю  и  этимъ  существенно  способствовалъ  ея  распростра- 
нен1ю.  Съ  другой  стороны  онъ  нЪкоторымъ  образомъ  воз- 
далъ  ей  должный  почетъ,  оставивъ  намъ  искусное  примФне- 
ше  свойственнаго  ей  способа  къ  построен1(о  мгьстъ  посред- 
ствомъ  уравнен1й  въ  сочинеши  подъ  заглав1емъ  2)в  ге8о1г^ 
Попе  аедиаИопипк 

3.  Де*Б0НЪ.  фе  Веаапе^  1601  —  1651).  При  появленш 
геометрш  Декарта  духъ  и  значеше  ея  были  усвоены  преи- 
мущественно Де-Бономъ;  онъ  облегчилъ  чтед1е  новой  геоме- 
трш прим']^чашями,  который  ц'Ьнились  высоко  самикъ  Де- 
картомъ  и  которыя  были  прибавлены  въ  некоторым ь  мФс- 
тамъ,  затруднявшимъ  по  краткости  изложешя  и  по  новости 
предмета  даже  лучшихъ  геометровъ. 

Де-Бону  первому  принадлежитъ  мысль  ввести  въ  теорш 
кривыхъ  лиши  свойства  касательныхъ,  какъ  элементъ  для 
построешя  кривыхъ;  онъ  же,  по  поводу  одноК  задачи  подоб- 
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наго  рода»  предложенной  имъ  Декарту,  изобр'Ьлъ  обратный 
епособъ  касательныхъ.  Онъ  предложилъ  именно  построить 
такую  кривую,чтобы  субтангенсъ  (считаемый  по  оси  абсциссъ), 
разделенный  на  ординату,  пыЬлъ  постоянное  отношеше  къ 
отрезку  ординаты,  заключающемуся  между  кривою  и  по- 
стоянною прямою,  проходящею  черезъ  начало  кривой  подъ 
угломъ  45®  къ  оси  абсциссъ  '). 

Задача  эта,  трудная  даже  при  пособхи  интегральнаго  ис- 
Ч1С4ен]я  и  по  изобр^^теши  этого  исчислен1д  занимавшая  со- 
бою Лейбница  и  братьевъ  Бернулли,  была  разрешена  Де- 
Еартомъ,  привыкшимъ  поб'Ьждать  самыя  больш1я  затруднен1я 
въ  геометр1и:  Декартъ  съум'блъ  привести  эту  задачу  къ 
геометрическимъ  м^стамъ,  разсматривая  каждую  точку  кри- 
ке! какъ  лерес]Бчен1е  двухъ  безконечно-близкихъ  касатель- 
ннхъ.  Этимъ  путемъ  онъ  открылъ,  что  кривая  имЬетъ  асимп- 
тоту параллельную  постоянной  прямой  и  что  субтангенсъ, 
взятый  по  направлен1ю  этой  прямой,  им'Ьетъ  постоянную 
величину.  Свойства  эти  привели  Декарта  къ  построешю  ка- 
сательннхъ  къ  кривой  н  къ  построевш  самой  кривой  по- 
ередствомъ  двухъ  линеекъ,  движущихся  съ  опред'Ьленными 
скоростями.  Несоизмеримость  этихъ  движенШ  показала  ему, 
что  кривая  прннадлежитъ  къ  разряду  механическихъ,  къ  ко- 
торнмъ  его  анализъ  не  примЬнимъ.  Поэтому  онъ  и  не  далъ 
ея  уравнешя.  {ЬеИгез  Ле  ВезсагШ,  I,  VI,  р.  137)  ^). 

Декартъ  въ  своей  геометрхи  разсматривалъ  только  так]я 
крввыя,  уравнешя  которыхъ  по  его  системе  координатъ  бы- 
ла опред^Ьленной  конечной  степени;  онъ  называлъ  ихъ  кри- 
ВНИИ  геометрическимиу  присвоивъ  остальнымъ  назван1е  лсв- 
ханическихъ.  Лейбницъ  ввелъ  назваше  алгебраическгя  и  транс- 


*)  ЬеНге»  йе  ВевеагЫв,  I.  IV,  р.  215.   ' 

*}  Пвсьхо,  въ  которомъ  Декартъ  излагаетъ  Де-Бону  свои  иден  объ 
дтихъ  совершенво  новато  рода  изысканхяхъ,  разсматрпваемыхъ  имъ 
какъ  обратныя  его  правилу  каслтельныхъ,  есть,  по  нашему  ив']^- 
шю,  одввъ  изъ  важв'1^Вшихъ  докуиентовъ  и  должно  занять  почетное 
1кто  въ  исторш  новаго  всчнслен1л. 


110  ИСТ0Р1Я     ГЕОМЕТРШ. 

цендентныя  кривыя.  Теперь  употребдяютъ  безразлично  вы- 
раженья геометричсшя  и  алгебртческгя  для  обовначеви 
кривыхъ,  бывшихъ  предметомъ  геометрш  Декарта.  Мы  бу- 
дехъ  пользоватся  постоянно  псрвымъ  назвашемъ,  потому 
что  обозначаемыя  имъ  кривыя  отличаются  некоторыми  об- 
щими геометрическими  свойствами  столько  же,  какъ  и  ви- 
домъ  ихъ  7равнен1в;  притомъ  эти  свойства  могугь  быть 
доказываемы  путемъ  чисто-геометрическнмъ  безъ  помощи 
системы  координатъ  и  алгебраических^  формулъ  Декарта. 

4.  Шутенъ.  (ёсЬеокнДб.*— 1659)  написалъ  пространный 
комментарШ  къ  геометр!»  Декар1а  и  далъ  многочисленння 
приложешя  его  способа  въ  сочинеши  ЕхегсИаИопез  Осоте- 
1ггсас,  преимущественно  въ  3-й  книг*!,  представляющей  воз- 
становлен1е  Ьоса  р1апа  Аполлошя,  и  также  въ  5-ой  книгЬ, 
имеющей  8аглав1е:  Ве  Ипегз  сигьгв  зщетгогит  депегиш^  ех 
8оШг  зесИопе  огНз.  ЗкЬсъ  находимъ  мы  первый  примЪръ 
прим^нешя  способа  коордннатъ  къ  кривымь  въ  простран- 
ств'Ь;  Бпрочемъ  д'Ьло  идетъ  пока  только  о  пяоскихъ  кривыхъ 
и  Шутенъ  употреблаетъ  только  дв%  координаты.  Но  самые 
вопросы  подобнаго  рода  были  тогда  еще  новы  и  были  пер- 
вымъ  шагомъ  въ  аналитической  геоиетр1и  трехъ  изм'Ьрешй, 
которая^  какъ  увидимъ  въ  конц'Ь  третьей  эпохи,  развилась 
только  спустя  пятьдесятъ  лЪтъ. 

Шутенъ  написалъ  еще  трактатъ  объ  органическомъ  обра- 
зоваиш  коническихъ  сгьченгй^  таЬ  онъ  указываетъ  различные 
способы  чертить  эти  кривыя  непрерывнымъ  движешемъ. 
Черчен1е  эллипса  помощш  точки  прямой,  скользящей  кон- 
цами  по  сторонамъ  угла,  было  известно  еще  прежде:  оно 
указано  было  Гвидо  Убальди  и  Стевиномъ  и  ведетъ  начало 
еще  отъ  отъ  древнихъ  геометровъ»  о  чемъ  нами  было  уже 
сказано  по  поводу  Прокла.  Шутенъ  обобщилъ  этотъ  прхемъ^ 
распространивъ  его  на  случай,  когда  образующая  точка  на- 
ходится внЪ  прямой.  Въ  сочипевш»  кромЪ  способовъ  черче- 
шя  коническихъ  С'1чен1й,  находимъ  внчисленхе  ихг  квадра- 
туръ  по  способу  пед^Ьлимыхъ  Кавальери. 
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Прибавленге.  Арабн  та&яе  занимались  органаческимъ  обра- 
зовашеиъ  кривнхъ  лиши  и  въ  особеиности  коннческихъ  с^че- 
111Г1.  Это  видно  изъ  заглавШ  трехъ  сл'Ьдующихъ  сочинен1Й,  нахо- 
дящихся въ  Левдеаской  библ1отек'Ь. 

1)  АНтес^  Ьеп  ОНаШ  Зидшгеиз:  Ве  сопгсагит  зеНгопит 
^езсггрОопе, 

2)  АЬи  8сНе1  Ситаеиз:  Ве  сггсьпо  рер^есЬо^  ^ио  еПат  зесОо- 
пез  соп1сае  е^  аНае  Ипеае  еи^Vае  скзсггЫ  роззип^ 

3)  МаН,  Ьеп  Низегп;  Ве  Ыгсгпо  рег/^ес1о  е1  (огтаНопе  Ыпеа- 
гит.  (См.  СаШодиз  ИЬгогит  Ьат  гтргеззогит  ^иат  тапиз^ 
епрШит  ЫЫШНесае  риЫгсае  ипшгзНаНз  ЬидЛипо  ВаЬауое; 
10  Го1.  1716,  р.  454,  455). 

5.  Вторая  книга  ЕхегсИаНопез  ОеотеЬпсае  есть  собра- 
Н1е  задать,  разр'Ьшаемыхъ  посредствонъ  одной  прямой  лин1и. 
Это  первые  прии'Ьры,  относяпцеся  къ  той  особой  геометрш, 
которая  въ  последнее  время  изслЪдована  въ  подробности 
Сервуа  и  Бр1аншовомъ  подъ  именемъ  геометрги  линейки. 
Въ  ковц'Ь  2-й  книги,  подъ  заглав1енъ  АррепсИх,  Шугенъ 
р^шаетъ  дв'Ьвадцать  задачъ,  въ  которыхъ  точки  или  лин1и 
предполагаются  невидимыми  или  недоступными  по  причиЕгЬ 
преаятсгв1й.  Шутенъ  говорить,  что  на  подобный  изыскашя 
онъ  наведен  ь  былъ  чтен1емъ  сочинешя  ОеотеЬпа  регедН- 
пап8,  авторъ  котораго  р'Ьшаетъ  при  помощи  однвхъ  кольевъ 
задачи  практической  геометрш,  приложимня  главнымъ  обра- 
зомъ  къ  военному  д'Ьлу.  Сочянешо  это,  безъ  имени  автора 
1  безъ  7казав1я  времени  издашя,  не  показалось  ХЦутеву  ста- 
рвмъ  и  по  его  мп'Ъшю  напечатано  было  въ  Польш'Ь. 

6.  Шутенъ  принадлежалъ  къ  числу  тЪхъ  математиковъ, 
которые,  въ  виду  могуществснныхъ  и  возбуждавшихъ  уди- 
влеж1е  пособ1й,  оказываемыхъ  анализомъ  геометрхи,  припи- 
сывали аналитическпмъ  прхемамъ  ясность  и  изящество  въ 
доказатедьствахъ  и  построешяхъ  древнихъ  геометровъ,  об- 
виняя ихъ  въ  сокрыт1й  настоящаго  пути  къ  своямъ  отры- 
Т1ямъ  ради  возбуждешя  большаго  увивлешя  вь  потомстве. 
Въ  подтверждеше  этого  ма^Ьшя,  Шутенъ    на  мпогихъ  при- 
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м^Ьрахъ  ^)  показалъ,  что  синтетичесшй  способъ  всегда  мо- 
жетъ  быдъ  выведенъ  взъ  аналитическаго.  Но  Шутенъ  не 
позаботился  разъяснить  истинное  значеше  сдовЬ  а/шмизъ^ 
какъ  его  понимали  древше,  и  въ  особенности  т^хъ  принФ- 
ровъ  анализа,  воторне  йанъ  оставлены  Паппомъ;  въ  9тоиъ 
заключается  причина  ошибки  Шутена:  разум'Ья  подъ  анали- 
зоиъ  только  употреблеше  алгебры  и  не  находя  никакого 
сл'Ьда  ея  до  Д1офанта,  онъ  вывелъ  заключеше^  что  древше 
скрывали  свой  анализъ. 

Это  обвинеше  было  высказано  въ  первый  разъ  Ношусомъ 
въ  его  Алгебрть  и  потомъ  повторено  во  II  глав'Ь  Алгебры 
Валлиса;  впосл'1>дств1и  оно  потеряло  значеше  и  сочтено  бы- 
ло веосновательнымъ. 

7.  ОдюЗЪ(81и2е,  1623—1685)  и  Гуддъ  (Ниййе,  1640— 
1704)  усовершенствовали  способы  Декарта  и  Фермата  для 
проведен1я  касательныхъ  и  для  изыскан1я  тахгта  и  шгтта; 
Слюзъ  пополнилъ  прекрасное  построен1е  уравнешй  третьей 
и  четвертой  степени  посредствомъ  круга  и  параболы^  дан- 
ное Декартомъ,  показавъ,  что  для  этого  можетъ  служить 
кругъ  и  какое  угодно  коническое  сЬчеше  дайной  величины; 
обобщеше  это  было  важно  для  того  времени. 

8.  Д,в'Вш1гь  фе  Ши,  1625—1672),  знаменитый  пен- 
с|онар1й  ГолландШу  упростилъ  аналитическую  теорхю  геоме- 
трическихъ  м^стъ  Декарта;  онъ  изобр'Ьлъ  новую  и  остроум- 
ную теор1ю  коническихъ  сЬчешй,  основанную  на  различныхъ 
построен1яхъ  этихъ  кривыхъ  на  плоскости  безъ  помощи  ко- 
нуса; изъ  этой  теор1и  онъ  вывелъ  ваАн^йш1я  свойства  ко- 
ническихъ с^чешй  чисто-геометрическимъ  путемъ. 

Построешя  Де-Витта  приводятся  къ  пересЬчешямъ  пря- 
мыхъ  ЛИН1Й,  представляющихъ  большею  частш  стороны  дви- 


*)  ТгаЫаЫв  с1е  сопсгппапЛгв  {^етоп8^^а^^оп^Ьи8  деоте^гШз  ех  са1- 
си1о  аХдеЬгагсо»  Посмертное  издан1е. — Зд'Ьсь  находимъ  аналитическое 
доказательство  теоремы  Птоломея  объ  отр'Ьвкахъ  сЬкущеА  на.  трехъ 
сторонахъ  треугольника. 
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жущяхся  угАовъ.  До  этого  времена  подобный  сиособъ  пос- 
троешя  нзв^Бстенъ  быдъ  только  для  параболы.  Постр6ея1я 
мляпса  и  гиперболы  или  пря^о  основывались  на  круг!^  или 
требовали  пособ1я  этой  кривой. 

Должно  впрочеиъ  зам'Ьтить,  что  уже  Кавальери  старался 
вайти  построеше  эллипса  и  гиперболы  помооцю  пряной  лп- 
н1и,  подобное  построенш  параболы;  его  изнсвав1я  тмЛлш 
усиАхь,  доставивш1й  этому  знаменитому  геометру,  по  соб- 
ственному его  признашю,  живое  удовольствхе  ').  Вотъ  осно- 
вате  его  способа,  которое  мы  для  ясности  излагаемъ  въ 
бол1Ье  общемъ  вид-Ь:  ,Представвмъ  себЬ  уголъ  и  проведемъ 
рядъ  сФкущвхъ^  параллельныхъ  между  собою;  изъ  точекъ 
встречи  каждой  с^^кущей  со  сторонами  угла  проведемъ 
соотв1(тственво  прямыя  къ  двумъ  неподвижнымъ  точкамъ; 
пары  такихъ  прямыхъ  будутъ  пересекаться  въ  точкахъ,  гео- 
метрическое м^Ьсто  которыхъ  есть  коническое  сЬчете,  про- 
ходящее черезъ  дв§  неподвижный  точки^. 

Бавальери  доказываетъ  не  эту  общую  теорему,  а  одинъ 
в8ъ  частныхъ  случаевъ  ея:  у  него  разсматривастся  уголъ 
прямой,  неподвижный  точки  берутся  на  сторонахъ  угла  и 
направлен1е  сФкущихъ  таково,  что  эти  неподвижный  точки 
слуяштъ  вершинами  кривой. 

Такимъ  образомъ  мысль,  руководившая  Де-Виттомъ  ирк 
лостроеши  коническихъ  с^чешй  помощш  прямой  лиши,  не 
бнда  совершенно  новая;  но  Бавальери  ограничился  только 
одною  весьма  частною  теоремою  изъ  этой  въ  высшей  сте- 
пепн  богатой  результатами  теорш,  и  потому  сочинен1е  Де- 
Вятта  представляло  важную  новость,  нд  которую  нельзя  не 
обратить  внимап1Я  въ  истор1и  геометрш. 

Построеп1я  Де-Витта,  кром'Ь  новизны,  ;$аключали  въ  себЪ 
зародышъ    органическаго   образован1я  конвческихъ  с^чешй, 


*)  ПхетсИаНопез   деатЫггсае   вех.  Вопошае,   ш— 4®,1647.    2)е  тоЛ> 
^аеИг  ^(езспЬеп^г    зесОопез  еопъсаз^    е^  гп  отпгЬив  ипг^агтг.  (Ехетср- 
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дяннаго  Ньютоаомъ  кь  1-й  кнвгЬ  РппЫрга  я  потомъ  по- 
вторенааго  В1>  ЕпитегаЫо  ипес^и1,пь  1егШ  агЛгтв  и  въ  ЛгИН- 
теОса  ип^Vе^за^^$.  И  действительно,  большинство  теоремъ 
Де-Витта  получается  изъ  теоремы  Ньютона,  если  нредполо- 
акимъ  въ  вей  уголъ  равншсъ  нулю  а  вершину  его  п  бее* 
конечности. 

Изъ  преднслов1Я  къ  сочинешю  Де-Витта  видво^  что  авторъ 
смотр'Ьлъ  на  сво^  со^инете,  какъ  на  введенхе  въ  общую 
теорш  и  деречислеше  кривыхъ  линШ  высшаго  порядка^  Эта 
плодотворная  мосль  была  осуществлена  черезъ  пятьдееятъ 
л^тъ  Ньютоноиъ,  Маклореномъ  и  Брайкеврядженъ. 

9.  ВаЛДИСЪ  С^аШз,  1616 — 1703)  нанисалъ  первый  Лна- 
лишическгй  шрактатъ  о  ноническиосъ  сгьчешяхъ  въ  ду&'Ь 
Декартовой  геомстр1и.  Но  по  преимуществу  заниматся  онъ 
тою  част1ю  гео11етр1Е,  къ  которой  относятся  открытха  Архи- 
меда. Соединяя  въ  Лргшметикгь  безконечныхъ  анализъ  Де- 
карта со  способомъ  нед'Ьлимыхъ  Кавальери,  онъ  звачитель- 
но  способствовалъ  усп^Ьхамъ  геометр1и  въ  гЬхъ  вопросахъ, 
которые  теперь  относятся  къ  области  ивтегральнаго  исчи- 
слен1Я. 

10.  Гюйгенсъ,  Фанъ  Герет^ь  и  Нейль  способствовали  так- 
же развит1ю  Декартовой  геометр1и. 

Фанъ-Гереть  (Уап-Неигае*)  и  НеЙЛЬ  (N011)  первые 
раар1(шали  задачу  о  выпрямлеши  кривой  лин1и;  задача  эта, 
по  мн'Ьшю  н'Ькоторыхъ  геомотровъ  того  времени^  считалась 
абсолютно  перазр'Ёшвмой  и  представляла  весьма  больш1я  и 
совершевно  особый  затруднешя. 

1Ь  Гю&геноъ  (Нпу^епв,  1629—1696)  знамевитъ  весьма 
многими  трудами  и  они  им^ютъ  такое  важное  значенхе  для 
геометр1И,  что  мы  должны  войти  здЪсь  въ  некоторый  под* 
робности. 

Этотъ  велик1й  геометръ  основательно  зналъ  способъ  Де- 
карта, пользовался  имъ  и  усовершенствовалъ  его  во  многихъ 
приложешяхъ.  Но  по  нео преодолимой  склонности  Гюйгенсъ 
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оетмалса  в^Ьревь  способу  древнихъ  и  зд'Ьсь  сила  его  ген1я 
ушЛлл  торжествовать  надъ  величайшими  трудностями. 

Чтобы  указать  м^сто^  Еоторое  долженъ  занимать  Гюйгенсъ 
въ  истор1и  математики,  достаточно  заметить,  что  Ньютонъ 
називалъ  его  ведикимъ  (Зиттиз  На^еп1а8)  и  говорилъ  о  его 
отцФнт1яхь  не  иначе  какъ  съ  удивлен1емъ.  ^Онъ  считадъ  его 
смымъ  краснорФчивымъ  изъ  всбхъ  новыхъ  математиковъ  и 
самнмъ  лучшимъ  подраасателемъ  древнихъ,  воторыхъ  дока- 
зательства но  изяществу  и  формЬ  заолуживаютъ  удивле- 
шя*  •). 

Прнводимъ  обзоръ  открытШ|  которыми  Гюйгенсъ  обазанъ 
геометрхм  древнихъ  и  которая  обнаруживаютъ,  какъ  много 
способы  древнихъ  могутъ  доставить  тому,  кто  съум'Ъетъ  по- 
стигнуть ихъ  сущность  и  усмотр'Ьть  свойственные  им>  пути 
нагляднаго  иБсд§дован1Я. 

Занимаясь  приблизительнымъ  опред'Ьлен1емъ  квадратуры 
круга  и  гиперболы,  Гюйгенсъ  открылъ  н'Ьсколько  новыхъ  и 
любопытныхъ  соотношетй  между  этими  двумя  кривтдми. 

Онъ  далъ  распрямлен1е  циссоиды;  до  т'Ьхъ  поръ  известны 
были  только  распрямлеша  кубической  параболы  и  циклоиды. 

Онъ  опред*Ьлихь  величину  поверхности  для  параболиче- 
скихъ  и  гиперболическихъ  коноидовъ — первый  прим^ръ  по- 
добнаго  опред'блешя  величины  вривыхъ  поверхностей. 

Ему  мы  обязаны  любопытными  теоремами  о  логариемик^ 

и  образуемыхъ    ею    т^лахъ.   Эти  теоремы    только   указаны 

Гюйгенсомъ  въ  кощЬ  его  р%чи  о  причин'Ь  тяжести;  он'Ь 
доказаны  Гвидо-Гранди  по  способу  древнихъ. 


*)  РетЪег1о11,  въ  предвслов1и  бъ  элементаиъ  Ньютоновой  философ!». 

Можно  думать,  что  это  справедливое  удивлен1е  геометрическому  сти- 
лю Гюйгенса  вызвало  въ  великоиъ  Ньютоне  н^^вотораго  рода  соревно- 
в&н1е>  вс1^детв1е  котораго  онъ  предпочелъ  атотъ  же  сдособъ  мзложе* 
ни  иъ  своемъ  беасмертномъ  сочинев1и  РНпсгръа^  хотя  влад'Ьлъ  уже 
ве^мн  пособ1ями  новаго  анализа. 

Говоря  это,  мн  повторлемъ  ин']&н1е,  высказанное  Морисомъ  (Ъагоп 
Маопсе)  въ  его  превосходной  стать'Ь:  НоОсе  виг  1а  те  еЬ  1ев  ^^аVаиx 
ё^Ниудепз. 
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Гюйгевсъ  разрФшилъ  1)  эадачу  о  цепной  шшв;  задача  ата 
первоначально  представилась  Галилею,  но  не  б1иа  имъ  пра- 
вильно р:Ьшена9  потомъ  снова  выведена  на  сцену  Яеовопъ 
Бернулли,  2) — вадачу  о  кривой  равныхъ  разстоянШ  (соогЬе 
иих  арргосЬев  ё^а1е8),  предложенную  Лсйбницемъ  ученикахъ 
Декарта^  какъ  вызовъ  по  поводу  спора  объ  нз]гЬрен1и  жнвой 
силы.  06*]^  эти  задачи  по  нн'Ьнш  знаменитыхъ  геометровъ, 
ихъ  предложнвшихъ,  необходимо  требовали  ир1емовъ  ннте- 
гральнаго  исчисленЫ;  ГюЬеасъ  же  съум^лъ  разрешить  ихъ 
только  поыопцю  способовъ  древней  геометрш. 

12.  Знаменитое  сочиненхе  1)е  когЫодго  08сШаи>гю  должно 
занимать  м'Ьсто  въ  истор]и  великихъ  отврыпй  челов1^ческаго 
ума  на  ряду  съ  РппЫрга  Ньютона;  оно  служиагь  ему  необходи- 
мымъ  введешенъ,  которое  Ньютонъ  необходимо  долженъ  бы 
былъ  создать,  если  бы  не  былъ  предупрежденъ  гешемъ  Гюй- 
генса. 

Каждая  глава  этого  сочипен1а  возбуждаетъ  удивленхе. 

Въ  первой  глав'Ь  описываются  часы  съ  маатникомъ,  по- 
служйвш1е  въ  первый  разъ  средствомъ  для  точнаго  изиЪре- 
шя  времени. 

Вторая  глава,  подъ  заглав1емъ  Ве  с^езсепзи  дтаьгит^  по- 
полняла собою  великое  открыпе  Галилея  объ  ускореши  т'Ьлъ, 
свободно  падающихъ  или  скользящихъ  по  пакленной  плос- 
кости, отъ  тяжести.  Гюйгенсъ  разсматриваетъ  ихъ  двяжев1е 
по  какимъ  нибудь  данпамъ  кривымъ.  Зд'Ьсь  онъ  доказалъ  то 
знаменитое  свойство  циклоиды,  что  она  есть  таутохрона 
въ  пустомъ  пространств']^. 

Содержав1е  третьей  главы  {Ве  еуоЫИопе  еЬ  сИтепзгопе 
Ипсагит  ситюагит)  есть  известная  тео^х^^  развертокъ^ — важ- 
ное прюбр'&теше  для  теорш  кривыхъ  линШ,  получившее  об* 
ширное  и  частое  примкнете  во  всЬхъ  частяхъ  математики. 
Это  зам^Ьчательнное  открыпе  не  осталось  въ  рукахъ  Гюй- 
генса простымъ  геометрическимъ  соображешемъ.  Онъ  вывелъ 
изъ  него  весьма  удачный  сл'Ьдств1я  для  доказательства  мно- 
жества новыхъ  и  зам^чательныхъ  предложен^,  каковы  ра&- 
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лчныя  теоремы  о  распрянлеши  кривыхъ  и  то  свойство  ци- 
клояди,  что  ея  развертка  есть  другая  равная  ей  циклоида, 
которую  можно  раасматривать  какъ  ту  же  циклоиду,  но  пе- 
ремещенную по  направлешю  основая1яна  длину  по.1уокруж- 
ности  обравующаго  круга,  а  въ  направлети  перпендикуляр- 
номъ  къ  основашю— на  длину  дааметра  этого  круга  '). 

Въ  четвертой  тлатА  Лого1одгит  озсгИаЬоггит  Гюйгенсъ 
разр^шаетъ  общимъ  и  полннмъ  образомъ  знаменитую  задачу 
о  цмтргь  качангй,  предложенную  Мерсеономъ  и  сильно  за- 
инмавшую  Декарта  и  Роберваля.  Бъ  р'Ьшен1и  Гюйгенса  встре- 
чается въ  первый  разъ  одно  изъ  самыхъ  дучшихъ  началъ 
механики,  сделавшееся  впоследствгн  известнымъ  подъ  име- 
немъ  щтала  сохраненгя  живыасъ  силъ. 

Нахонецъ  пятая  глава,  где  Гюйгенсъ  даетъ  другое  построе- 
ше  своихъ  часовъ^  оканчивается  тринадцатью  знаменитыми 
теоремами  о  центробгьжной  силкь  круговаго  движен1я. 

Приложеше  этого  учешя  къ  движешю  земли  вокругъ  оси 
и  къ  двнжетю  луны  около  земли, — приложенхе,  зачатокъ  ко- 
тораго  находится  въ  2,  3  и  5  изъ  этихъ  теоремъ, — привело 
Ньютона  къ  открытш  тяготешя  между  луною  и  землей.  На 
это  же  учбН1б  можно  смотреть,  какъ  на  дополнете  къ  тео- 
рм  развертокъ;  оно  естественнымъ  образомъ  вело  къ  позна- 
иш  центральной  силы  криволинейнаго  движенхя,  которая  есть 
также  одно  изъ  величайшихъ  открыт1й  Ньютона,  доставив- 
шее ему  доказательство  а  рггогг  знаменитыхъ  законовъ  Кеп- 
лера. Но  эти  выводы  ускользнули  отъ  ума  Гюйгенса,  заня- 
таго  множествомъ  другихъ  великихъ  соображешй. 


')  При  такоиъ  расподожен1и,  циклоида  вместе  съ  своеВ  разверткой 
обравуетъ  какъ  бы  двухъ-втажнигВ  ностъ:  точки  опоры  верхндго  этажа 
лежат  на  инсшихъ  точкахъ  нижняго. 

Обыкновенно  юворять,  что  развертка  циклоиды  есть  вторая  циклон-* 
да  равная  и  обратно  расположенная  (ровёе  дапв  ипе  роШгоп  ^епVе^зёе^ 
оа  Ъ|еп  ровёе  еп  9еп8  еоЫгагге).  (Си.  Апа1у8е  Лез  гп/гпшеп(  реШз  да 
]аиг4Ш8  ее  ЬЬор1Ы,  р.  92  и  НШЫге  Лез  МаШтаОдиез  йе  Моп1ас1а, 
1  П  р.  72,  154).  Такой  епособъ  выражешя  ошибочевъ  и  потоку  то 
ны  подробно  описали  взаииное  положев1е  циклоиды  и  ея  развертки. 
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13.  Сочпете  о  евМ^  еекодад  иаь  саингь  прекрасннхъ 
произведенШ  гев1я  Гюйгенса;  съ  уднвятельвымъ  Ескуствохъ 
онъ  ум^дъ  применить  зд'&сь  геонетрш  въ  своей  геша.1каЫ1 
теор1а  вошъ.  Особенно  замЪчателенъ  въ  этоиъ  сочннен]!! 
нреврасннй  ваконъ  явдешй  двойнаго  лу^епрежомлетя,  от- 
крытый Гюйгенсомъ  въ  исландсвонъ  ^  шпат^.  Зд'Ьеь  встр'Ь- 
чаемъ  первое,  кажется,  прим'Ьнеше  къ  явлешямъ  природы  по- 
верхностей втораго  порвдва.  Это  великое  открытхо  было  по- 
полнено Френелемъ,  который  для  объяснешя  явленШ  поля- 
ризацш  свЪта  ввелъ  вм'&сто  эллипсондальныхъ  волнъ  Гюйген- 
са поверхность  четвертаго  порядка  ^).  Френель,  похищенный 


*)  Для  этой  поверхности  четвертаго  дорялка  Френель  предложнлъ 
сг1дующбе  весьма  замечательное  геометрическое  построен1е,  благодаря 
которому  главная  роль  во  всей  этов  теор1П  остается  за  поверхностями 
втораго  порядка:  предетмилп  себ1ь  эллипсоидъ  (главвня  полуоси  кото- 
раго  пропорц1ональны  квадратннмъ  корнямъ  изъ  трехъ  главннхъ  снлъ 
упругости  среды,  или  своростямъ  св^та  ио  ваправлен1Ю  осей  упругости); 
проеедемъ  черезъ  цснтръ  какук  нибудь  слкущую  и  отложимъ  на  ией^ 
считая  отъ  центра,  отргьзки  равные  ълавнымъ  полуосямь  эллипса,  по- 
лучаемаго  отъ  переслчепгя  эллипсоида  дгаметральною  плоскостгю  пер- 
пендикулярною къ  направлент  епкущей:  концы  отр^ьэковъ  этихь  будутъ 
лежать  на  поверхности  четвертаго  порядка^  о  которой  мы  говоримг, 
(См.  Мётогге  виг  1а  доиЫе  гё^гасЫоп  Френеля  въ  УП  том^  1Сето1ге8 
йе  ТАса4ётге\  мемуаръ  Ампера:  ВёЬегтгпаЫоп  йе  1а  $иг(асе  соигЪе 
дея  опйез  Титгпеизез  йап8  ип  тИгеи  йопЬ  Гё1аШсиё  е81  с1г/1^ёгеЫе  зир- 
Vап^  1ез  ^тогз  МгесИопв  ргтсграТез,  еЬс.  напечатанный  въ  АппаХез  йе 
скшге  е^  ее  рЪущие  1828  года;  и  ТгагЬё  ё^е  1а  1итгёге  йс  НегзсНеТ^ 
ЬтяйцсЫоп  йе  М.  М.  УегЬа181;  е(  ^оеI;е1еI;,  томъ  II,  стр.  190). 

Всл-Ьдстихе  этой  теоремы  изъ  прекрасннхъ  законовъ  полярвзацш, 
открнтыхъ  въ  последнее  время  знаменитыми  физиками,  въ  особенности 
Б1о  и  докторомъ  Брюстеромъ,  получаются  непосред«.твенно  геометрн- 
ческ1Я  свойства  еллипсоида  и  вообще  поверхностей  втораго  порядка. 

Такимъ  образомъ  оптическхя  явлен1я,  уже  бросивши  ярк1Й  св^^тъ 
на  внутренее  строеше  христаллическихъ  т^лъ,  могутъ  принести  пользу 
также  и  въ  изучеи1и  рацхональной  геометрхи, 

Едвали  можно  найти  бол^^е  блестящ1Й  прим^ръ  взаимной  связи  меж-* 
ду  науками  и  бол'1е  очевидное  доказательство  тому,  вакъ  необходима 
ъс^иъ  цаукамъ  взаимная  помощь  для  в'Ьрнаго  и  бнстраго  движев1Я  вие- 
редъ. 
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прехдюременною  емертью  у  нау]съ  иатематическяхъ  и  фя* 
81яееЕвхъ,  въ  которыхъ  онъ  уже  былъ  первоетепеввш» 
Аштелешъ^  смши  нзс х^дован!аии  придахъ  новую  лштъ  тео- 
рш  Гюйгенса,  которая  бол^е  ста  лЪп  находилась  въ  не- 
объаснвмомъ  8абвен1и;  ооъ  аоепввдъ  ее  на  то  мЪсто,  ко* 
торое  она  должна  гаянтжл  въ  ряду  великихъ  истияъ  фнза* 
чеекаго  111ра. 

Сл^дуетъ  указать  еще  на  одннъ  прекрасный  матеватяче 
скй  ваводъ,  полученный  Гюйгенсомъ  изъ  его  Теорги  свгьта. 
ввведъ,  который  въ  последнее  врена  былъ  вновь  полученъ 
Кегле  н  только  посл^к  втого  обратнлъ  на  себя  вннмаше  гео- 
хетровъ  и  цринесъ  надлеаишце  плоды.  Гюйгенсъ,  при  но- 
новщ  своей  системы  волнъ,  нашелъ  следующее  предложешс: 
«полоашмъ,  что  падаюпце  лучя^  исходящхе  ивъ  неподвижной 
точки  или  параллельные  между  собою,  преломляются,  встр^^ 
чая  кривую  лишю;  представимъ  006*6  кругь  описанный  ивъ 
светящей  точки,  какъ  изъ  центра^  или  прямую  линиэ  пер- 
пендикулярную къ  направлетю  параллельныхъ  лучей;  если 
т  каждой  точки  преломляющей  кривой,  какъ  изъ  центра, 
опишемъ  окружность  радаусомъ,  длина  котораго  находится 
въ  изв'Ьстномъ  постоянномъ  отношеши  къ  разстоянхю  этой 
точки  отъ  круга,  или  отъ  неподвижной  прямой,  то  огибающая 
тзкихъ  новыхъ  окружностей  будетъ  кривая,  къ  которой  нор 
малшы  вол  преломленные  лучи^. 

Крввая  8та  представляетъ  преломленную  волну.  Отсюда 
Гюйгенсъ  внвелъ  завовъ  постояннаго  отношен1я  синусовъ 
угловъ  падешя  и  преломлетя. 

Такимъ  образомъ  Гюйгенсъ  разсматривалъ  кривую  нор* 
иальную  къ  преломленнымъ  лучамъ,  подобно  тому,  какъ  Чирн- 


Г^ишванъ  обряаомъ  изъ  втого  сбляжени  иожно,  кажется,  предввд'Ьть, 
по  иоверхностяиъ  втораго  порядка  суждено  играть  важную  роль  при 
■ввод!  всЬхъ  самвхъ  общихъ  завоновъ  природы;  позтоиу  должно  сп!- 
ннп  отжрнткиъ  и  нзутешеиъ  многочнсленннхъ  свойствъ  зтихъ  поверх- 
■оет^  какъ  въ  важдой  изъ  нвхъ  отд'Ьпно,  тавъ  и  во  взаииинхъ  от* 
иошвшвхъ  ихъ  между  собою. 
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гаузенъ  впос1%д€тв1и  *)  равсматриваль  огибающую  эпхъ  лу- 
чей.  Но  только  последняя  кривая  произвела  впечатлимте  на 
уны  геометровъ  в  изучеше  ея  сделалось  осно1ан1е11ъ  для  ихъ 
трудовъ  по  оптшсЬ.  Первая  же  осталась  незам^кченною,  кавъ 
будто  бы  она  не  основывалась^  подобно  той,  на  чисто  гео- 
метрическомъ  построен1и,  независимомъ  отъ  соннительной 
въ  то  время  системы,  послужившей  къ  ея  открытю. 

Между  т^мъ,  кривая  Гюйгенса  вообще  гораздо  проще, 
ч1(мъ  кривая  Чнрнгаузена  и  гораздо  удобн-Ье  прим'Ьняется  къ 
изучешю  оатическихъ  свойствъ  кривыхъ  лин1й.  Достаточно 
сказать,  наприм^ръ^  что  каустическая  Чернгаузена,  образуе- 
мая при  преломлеши  на  кругФ^  не  поддалась  до  сихъ  поръ 
никакимъ  усид1ямъ  аяа.1иза,  который  не  можетъ  даже  дать 
ея  уравлешя,  тогда  какъ  соотв'1тственяая  кривая  Гюйгенса 
есть  просто  овалъ  Декарта —  кривая  четвертаго  порядка^  свой- 
ства и  уравнев]е  которой  получаются  посредствомъ  н^Ькото- 
рыхъ  геометрических^  соображешй,  или  посредствоиъ  «*&€- 
колькндъ  строкъ  вычислен1я  ^У 

Не  смотря  на  это,  кривыя  Гюйгенса  остались  незам1;чен- 
ннми  и  только    десять  л']Ьтъ   тому    назадг  Кегле,    стараясь 


*)  Чирнгаузевъ  въ  1682  году  сообщнлъ  Парижской  Акадеиш  Наувъ 
свеж  первня  сообраяен1а  и  первые  результаты  теор!н  кауствческяхъ 
ЛИН1Й:  Гюйгенсъ  за  три  года  до  этого  представидъ  той  же  АБадем1а 
свое  сочинед1е  ТгаШ  с1е  1а  ЬитъЬге,  Въ  то  время  ГюйгенСъ  у2ве  дав- 
но ии^^  свою  теор1ю  развертокъ;  позтоиу  ему  стоию  сд'Ьдать  тодьво 
небольшой  шагъу  чтобы  дать  свое  имя  знаменитыиъ  каустическпмъ  кри- 
внмъу  изобр']&тен1е  воторыхъ  и  уиотреблете,  вакъ  въ  оптив'Ь,  таЕъ  и  въ 
геометр111  оря  выярямденш  н'ЬБоторыхъ  врнвнхъ,  составляютъ  славу 
Ч[нрвгауаена. 

'®)  Не  мен^е  зам1»тна  разница  ме&ду  кривыми  Чирнгаузена  и  Гюй- 
генса при  преломлевш  на  прямой  лиши:  первая  изъ  нихъ  есть  кривая 
шестаго  порядка,  требующая  продолжительныхъ  вычислеаМ;  вторая  же 
есть  просто  вллипсъ,  или  гипербола,  кавъ  это  бнло  доказано  въ  пер* 
вый  разъ  Жерговномъ.  {ЛппсЛев  ее  МЫЫпаИдцев^  и  XI,  р.  229). 

Эготъ  ученый  геометръ  еще  прежде  высказалъ  предположен1е,  что 
каустическая  кривыя  могутъ  им^ть  развертывающими — кривыя,  гораздо 
бол'&е  простыл,  ч^^мъ  он*!  сами   [АппоЛев  Ле  МсЛк.  1.  У,  р.  289). 
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уменьшать  затруднен1я,  представляемыя  авализомъ  въ  вопро- 
сахъ  о  преломлея1и  свЪта,  задумадъ  заменить  въ  этой  тео- 
рш  1са7стическ1я  лвши  Чернгаузена — ихъ  развертывающими; 
следуя  этой  счастливой  мысли,  онъ  пришблъ,  путемъ  чисто 
геометрическихъ  соображен1й,  къ  построешю  этихъ  развер- 
тнвагощихъ,  какь  огибающихъ  перем4щагощагося  круга;  та- 
Бимъ  образомъ  эти  вривыя  соотв'Ьтствуютъ,  вакъ  мы  видикъ, 
врелоиленвымъ  волнамъ  Гюйгенса;  Бетле  назвалъ  ихх  вто- 
риуными  каустическими  {саизИдиез  зесопс^аггев);  этотъ  ис- 
кусный геометръ  распространилъ  тоге  учете  на  случай, 
когда  падаюпце  лучи  перпендикулярны  къ  данной  кривой,  и 
также  на  случай,  когда  падаюпце  лучи  въ  пространстве  нор- 
мальны къ  данной  поверхности  *')• 

Это  обобщетае  также  заключалось  уже  въ  теорш  Гюйген- 
са. Изъ  него  получается  прямо  сл'Ьдующ1й  прекрасный  за- 
конъ  преломлешя  св^та:  ,  падающ1е  лучи,  нормальные  въ  од- 
ной и  той  же  поверхности,  обладаютъ  тФмъ  же  свойствомъ 
и  после  преломлешя  ихъ  другою  какою  нибудь  поверхностью; 
я,  следовательно,  разделяются  после  преломлешя  на  две 
группы,  образуюпця  два  ряда  развертывающихся,  пересекаю- 
прхъ  другь  друга  подъ  прямыми  угламиММ[алюсъ  заметилъ 
первый  справедливость  этой  теоремы  для  пучка  лучей,  вы- 
ходящихъ  изъ  одной  точки,  или  параллельныхъ  между  собою; 
но  онъ  полагалъ^  на  основаши  веська  сложныхъ  вычислешй^ 
что  теорема  не  можетъ  быть  распространена  на  систему  лу- 
чей, норнальныхъ  къ  какой  нибудь  поверхности  ").  Дюпенъ, 
путемъ  чисто  геометрическихъ  соображешй,  придалъ  въ  пер- 
вый разъ  теореме  Малюса  всю  свойственную  ей  общность  *'). 

Изъ  предыдущихъ  замечашй  видно,  какхе  полезные  и  бо- 
гатые задатки  нашли  бы  въ  трактате  о  светЪ  Гюйгенса  гео- 
метры, если  бы  они  захотели   ранее  довериться  указашямъ 

")  Ити)еаил  Мёто^гев  Ле  ТАсаИтге  Ле  ВгихеИез,  %.  Ш,  IV  в!  V. 

**)  Мёпкпге  8иг  ГорО^ие,  п®  22  и  27,  въ  14-й  тетради  7оигпа1  йе 
Теео1е  РоЦ^есктдще. 

**)  АррИеаНопб  йе  ШотИтге  еЛ;  де  Мёсапгдие\  МЛпЫгё  зиг  Ш  гои- 
(е9  €^е  1а  1ит(^е,  р.  192. 

Т.  ТШ,  по.  1Т.  отд.  П.  2 


132  ИСТ0Р1Я  ГБОМЕТРга. 

этого  ведвкаго  гешя.  Замечательный  прим^ръ  медленности, 
съ  какою  подвигаются  и  совершенствуются  наши  положи- 
тельныя  знашя,  и  суровый  урокъ  для  гордости  челов'бческа- 
ума. 

Можетъ  быть  это  отступлевхе  чуждо  развитш  собствен- 
но гесметрическихъ  методовъ,  но,  по  крайней  м^р^,  оно  ка- 
сается лучшихъ  приложешй  ихъ  къ  наукамъ  физическвмъ; 
оно,  можетъ  быть,  прявлечетъ  кого  нибудь  изъ  нашихъ  мо- 
лодыхъ  читателей  къ  этому  еще  новому  роду  геометриче- 
скшсь  изысканШ,  обещающему  обильные  результаты  *^). 

14.  Удивительная  глубина  мысли,  обнаруженная  Гюйген- 
сомъ  во  вс^хъ  этихъ  важныхъ  вопросахъ,  подвергнутыхъ 
имъ  геометрическому  изследованхю^  отличаетъ  также  его 
изыскан1я  въ  механике;  наприм^ръ  въ  знаменитой  задаче  объ 
ударе  тЪлъ,  разрешенной  имъ  въ  одно  время  съ  Валдисомъ 
и  Врецомъ,  и  также— въ  его  астрономическихъ  открыт1яхъ, 
поставившихъ  его  имя  нераздельно  съ  именами  Кеплера^  Га- 
лилея и  Ньютона. 

Хотя  снособъ  древнихъ  былъ  постоянно  почти  единствен- 
нымъ  орудаемъ  для  его  суждбшй  и  изследовашй^  однако  ему 
были  известны  все  прхемы  не  только  Декартовой  геометрии, 
но  и  новаго  вычислен1я  Лейбница;  это  великое  открытхе  онъ 
изучилъ^  какъ  только  оно  появилось,  и  умелъ  оценить  все 
выгоды  его  **). 


^*)  ГамЕльтову,  ди1/(5Ктору  Дублинской  обсерватор1и,  продолжающему 
прекрасныя  изсл^дован1я  Френеля,  удалось  применить  къ  саыымъслож- 
нынъ  и  делнкатнымъ  явлешямъ  св'1та  новый  способъ  вычисленхя,  ко- 
торнйу  кажется,  доляьевъ  вести  къ  матеиатическимъ  закоианъ,  обни- 
мающимъ  всю  эту  обширную  и  важную  теорш. 

Оь  особниъ  удовольств1емъ  узнали  мы  отъ  Г.  Кетле,  что  другой  уче- 
ный геоиетръ,  Макъ-Буллагь,  занятъ  такими  же  изсл']^дован1Я]1и,  какъ 
Гамильтонъ,  но  при  пособш  чисто  геометрическихъ   нргсмовъ. 

Труды  Макъ-Буллата  возстановятъ,  можетъ  быть,  геометр1ю  въ  гла- 
захъ  справедливыхъ  и  безпрнстрастиыхъ  людей  и  возвратятъ  должное 
уваженхе  къ  способамъ  Гюйгенса  и  Ньютона. 

*^)  Лейденск1й  университетъ  обладаетъ  многими  рукописями,  зав'}^- 
щанными  ему  Гюйгенсомъ;  тамъ,  кром-Ь  сочиненШ  этого  великаго  чело- 
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15.  Барровъ  (1630—1677).  Между  современниками  Вал- 
лиса  и  Гюйгенса,  наиболее  способствовавшими  усп'Ьхамъ 
геохетр1н,  мы  должны  упомянуть  о  Барров^,  профессоре 
Ньютона  въ  Глазговскомъ  унрверсител^.  Въ  1669  году  онъ 
издалъ  свое  сочинеше  ЬесИопев  ОеотеЬггсщ  въ  которомъ 
заключается  много  глубокихъ  изыскашй  о  свойствахъ  кри- 
выхъ  лиши  и,  преимущественно,  о  ихъ  разм^рахъ.  Осо- 
бенно 8ам']^чательна  вторая  лекц1я  о  способгь  насательиыап; 
у  Баррова  этотъ  способъ  въ  сущности  мало  отличается  отъ 
способа  Фермата,  но  въ  немъ  разсматривается  малый  диф- 
ференц1альвый  треугольникъ  и  въ  вычислешя  вместо  одно- 
го вводится  два  безконечно  малыя  количества;  это  составдя- 
етъ  еще  шагъ  къ  учен1Ю  и  символическому  обозначетю 
Л  Убийца. 

Познашя  въ  греческоиъ  и  арабскомъ  языкахъ  дали  Бар- 
рову  возможность  принести  пользу  наук'Ь  хорошими  пере- 
водами на  латинскШ  явнкъ  длементовъ  и  данныхъ  Евклида, 
четнрехъ  первыхъ  книгъ  Аполлошя,  сочиненШ  Архимеда  и 
сф  рики  6еодос]я.  Во  вс^хъ  8тихъ  переводахъ  доказатель- 
ства большею  частш  перед1^ланы  и  значительно  упрощены. 

Въ  1684  году  были  изданы  подъ  заглав1емъ  ЬесИопез  та- 
(кетаИсае  лекцщ  читанныя  Барровомъ  въ  1664, 1665  и  1666 
годахъ  въ  Бембриджскомъ  университете  о  математической 
фиоеоф1и,  и  еще  четыре  лекц1и,  неизвестнаго  времени,  им^ю- 
щ11  предметомъ  разъяснеше  способа,  служившаго  Архимеду 
для  его  важн^йшихъ  открытШ,  и  указан1е  на  значительное 
рааличхе  этого  способа  отъ  современнаго  анализа  ^').  По- 
сл^дн1й  предметъ  изложенъ  у  Баррова  со  всевозможною  точ- 
ностш  и  ясностио;  къ  соакалФшю  друпя  его  математичесшя 
лекц1н  усеяны  греческими  цитатами^  затрудняющими  чтеше. 

в^ка,  находятся  собран1е  писеиъ,  воторня  онъ  получалъ  отъ  вс']&хъ 
Тчетааъ  своего  времени.  Кураторы  уннверснтета  н'Ьскодько  1'1тъ  тому 
ваз^ъ  думал!  напечать  часть  этого  драгоц^ннаго  насл']^дства.  Ч^^мъ 
скорее  исполнится  это  похвальное  нам'Ьрен]е,  т'Ьмъ  лучше. 

**)  Оно  р1апги8  аррагеа^  ^иа^ет  гИе  зиЫШззгтиз  тг  (АгсЫтеЛев) 
аяа^д^п  изиграгИ^  еЬ  диат  НосИегпае  позЬгае  рагит  йгззгтИет. 

-  2* 
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Наконецъ^  въ  ЬесОопез  орНсае,  Барровъ  съ  большимъ  ис- 
куствомъ  прилагалъ  геонетр1ю  ко  многимъ  вопросанъ  объ 
отражеши  и  преломлен1и  св'Ьта  на  кривыхъ  поверхностяхъ, 
Онъ  строилъ  точкиу  въ  Еоторнхъ  пересекаются  бевконечно- 
бдизше  лучи;  но,  не  смотря  на  его  любовь  и  привычку  къ 
геометрическимъ  соображешямъ,  ему  не  пришло  на  мысль 
равсматривать  кривую^  происходящую  отъ  последовательно- 
сти та|сихъ  точекъ,  т. -е.  огибающую  этихъ  лучеВ;  подобно 
Гюйгенсу  онъ  былъ  близокъ  къ  открыпю  этой  кривой,  во 
оставилъ  честь  втого  открыт1я  Чирнгаувену. 

16.  Теперь  именно  м^сто  говорить  о  геометре,  котораго 
мы  только  что  назвали. 

Чирнгаузенъ*  (1651—1708).  Чирнгаузенъ  получилъ 
большую  изв'Ёстность  своими  знаменитыми  каустическими 
кривыми.  Действительно,  это  открытхе  тотчасъ  же  сделалось 
основан1емъ  многихъ  физикоматематическихъ  теор1й.  Какъ 
открыпе  чисто  геометрическое,  оно  представляло  двойную 
выгоду;  оно  являлось»  съ  одной  стороны,  посл%  развертокъ 
Гюйгенса  вторымъ  прим^ромъ  образован1я  кривыхъ  лиши 
чрезъ .  огибате  движущейся  прямой;  ж,  съ  другой  стороны^ 
приводило  ко  множеству  распрямляемыхъ  кривыхъ. 

Баустичесюя  кривыя,  также  какъ  и  развертки,  являлись  въ 
нЬкоторомъ  смысл'Ь  практическимъ  прим<Ьнешемъ  идеи  Де- 
Бона:— определять  кривыя  лиши  какимъ  нибудь  общимъ 
свойствомъ  ихъ  касательныхъ. 

Но  не  ото  отвлеченное  суждеше  привело  Гюйгенса  и  Ч!ирн- 
гаузена  къ  открыт1ю  кривыхъ,  носящихъ  ихъ  имена;  даль- 
нМшее  развит1е  мысли  Де-Бона  было  дано  Лейбницемъ^  ко* 
торый  даже  обобщилъ  ее,  изсл'Ьдуя  огибающую  безконечнаго 
множества  прямыхъ  или  опред^ленныхъ  кривыхъ  лишй^  свя- 
занныхъ  между  собою  каквмъ  нибудь  общимъ  свойствомъ  *'). 

17.  Чирнгаузенъ,  челов^къ  съ  высокими  способностями  в 
одинъ    изъ  самыхъ  страстныхъ    любителей    избранной    имъ 


^^)  Ас^а  Егий.  Ыра.  ап.  1692  е!  1694,  и  Оеиюгез  йе  ЬегЬпИе^  1.  Ш, 
р.  284  ее  296. 
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щкв,  занимаетъ  по  многимъ  причвнамъ^  не  говоря  объ  от- 
крнпи  каустическихъ  лиши,  почетное  м^сто  въ  истор1и  гео- 
1етр1{1. 

Въ  сочинен1и  своеиъ  Мес[шпа  тепОв^  1686  ^%  предметъ 
котораго  заключался  въ  ука8ав1и  правилъ  для  руководства 
пря  изыскаши  истины,  Чирнгаузенъ,  основываясь  на  той  мы- 
сли, что  предметы,  изучаемые  въ  математик'6,  образуются 
при  движен1и  относительно  чего  нибудь  неподвижнаго,  пред- 
догялъ  новое  и  всеобщее  образоваше  кривыхъ  линШ.  Онъ 
представлялъ  себ^,  что  он'Ь  описываются  остр1емъ,  натягн- 
вающимъ  нить,  которая^  будучи  концами  укреплена  въ  двухъ 
неподвижныхъ  точкахъ,  скользитъ  по  н']Ьсколькимъ  другимъ 
точканъ,  или  навертывается  на  н'Ькоторыя  взв'бстныя  кри- 
вые. Это,  какъ  мы  видимъ,  есть  обобщеше  способа  черчешя 
конвческихъ  с1^чен1й  помощ1Ю  фокусовъ, — обобщеше,  кото- 
рое еще  Декартъ  им'Ьлъ  мысль  прим'1нить  къ  черчешю  сво- 
1хъ  оваловъ  ''). 

Чирнгаузенъ  д^лилъ  кривыя  лннш  на  несколько  родовъ, 
сиотря  по  большему  или  меньшему  числу  ихъ  фокусовъ  и 
смотря  по  свойствамъ  неподвижныхъ  кривыхъ.  Онъ  пока- 
залъ  способъ  проводить  касательныя  къ  описаннымъ  такимъ 
образомъ  кривымъ  и  это  послужило  началомъ  задачи  каса- 
тельной къ  кривой,  выраженной  уравнешемъ  между  разстоя* 
Н1ЯМД  какой  нибудь  ея  точки  отъ  п&сколькихъ  неподвижныхъ 
точекъ. 

18.  Эта  задача  имЪла  н^кокорую  известность  и  была  р']&- 
шена  посредствомъ  различныхъ  оригинальныхъ  прхемовъ 
первыми  математиками  того  времени:  прежде  всего  геомет- 


**)  Мейшпа  тепНЗу  зШ  1еп1атеп  депитае  Ходгсае^  гп  д[иа  ЛШе- 
г1^иг  йе  теЬЬойо  йеЬедепАь  гпеодпИаз  Vе^^Ше8.  1п — 4^,  Ате*. 

Въ  Ш  том*  В^Ы^о^?^Ь^ие  иптгзеИе  е^НШо^^^^^е(^^86  г.)  находится 
весьма  подробный  разборъ  этого  зам'Ьчательдаго  сочиненхя  Чнрнгаузена. 

••)  вёотё1г1е  Ле  ВезсаНез,  Иу.  2.  Кривнд  эти,  изобр-Ьтеиныя  Декар- 
тожъ,  ягра^н  важвую  роль  особенно  въ  его  Дгоптрик^ь,  Мы  будемъ  го- 
ворить о  нвхъ  в'ь  чехверхоЁ  эпох*]^,  гд'Ь  встр'^тимъ  ихъ  воспроизведев- 
1ШШ  въ  1-9  книг*  Ргтсгрга  Ньютона. 
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роиъ  Ра<;10  йе  ОиШег^  который  обнаружнлъ  ошвбЕу,  вкрав- 
шуюся у  Чврнгаузена  и  предложилъ  р'Ьшеше,  основанное  на 
простнхъ  геометрическихъ  соображешяхъ  и  представляющее 
по  нашему  мн^шю  одинъ  изъ  лучшнхъ  и  въ  настоящее  вре- 
мя весьма  р^дкихъ  прим'Ьровъ  прнложен1я  способа  древняхъ 
къ  лостроенш  касательыыхъ  ^®);  потомъ — маркизомъ  Лопи- 
талемъ,  который  на  основанш  безнонечно-малыхъ  и  безъ  вся* 
каго  вычиелешя  нашелъ  изящное  и  совершенно  общее  р'Ь- 
шен1е  этой  задачи  *');  и  наконецъ  въ  то  же  самое  время— 
Лейбницемъ,  р-Ьшенхе  котораго,  „вм:Ьющее  ту  выгоду,  что 
оно  все  совершается  въ  ум'6  безъ  вычиелешя  и  чертежа*', 
основывалось  на  прекрасной  теорем'Ь  механики,  найденной 
Лейбницемъ  именно  по  этому  случаю  ^^).  Черезъ  н'бсколысо 
л'Ьтъ  поел!}  этого  Германъ  еще  пополнилъ  эту  теорхю,  по- 
казавъ  для  тЬхъ  же  кривыхъ  Чирнгаузена  очень  простое  по- 
строеше  рад1уса  кривизны,  опред^ляемаго  прямо,  путемъ  чи- 


^)  Ее^1ех1оп8  с1е  М.  ^'аНо  (к  ВиШег  зиг  ипе  тё(Нос1е  д^  1гои1ег 
Хез  1апдеп1ев  йе  сеНаьпез  Ыдпез  соигЬез;  въ  ВгЫШкедие  ип^V€^8е^^е  еЬ 
ЬШотгдие,  1.  V,  ап.  1688. 

Чнрнгаузеыъ  охв^чалъ  на  эти  разиышлеим  Ра^1о  и  призиалъ  свою 
ошибку  въ  X  тои'Ь  того  же  сборника  за  тотъ  же  годъ. 

^')  ЛпаХузе  д,ез  гп/'ьттепз  реШз,  весиоп  2-е;  ргор  10. 

*^)  ЛеВбинцъ  изсл']^довалъ  задачу  въ  такой  ^орм-Ь:  ^ировести  каса- 
тельную къ  кривой  линш,  описываемой  натянутыми  нитлмц^.  Посгрос- 
Н1е  его  основывается  на  обтемъ  правилп»  составленья  двиоюепШ^  вводя 
вм-Ьсто  П0НДТ1Я  о  движеи1и  ионят1е  о  спл'Ь,  какъ  сд^лалъ  это  Лангранжъ 
въ  Мёсапгоцс  апа^у^^^ие  при  излол1еи1и  услов1я  равновГ>с1я,  пронстс- 
кающаго  изъ  правила  Лейбница,  мы  можемъ  выразить  это  правило  та- 
кимъ  образомъ:  „Если  силы,  дМствующхя  въ  какомъ  угодно  числ'Ь  на 
точку,  изобразимъ  по  величин']^  и  направленш  прямыми  лин1ямн,  то 
равнодМствующая  ихъ  иройдетъ  черезъ  центръ  тяжести  концовъ  этихъ 
ЛИН1Й  и  но  величин'Ь  будетъ  равна  разстояшю  этого  центра  тяжесш 
отъ  точки  приложеи1Я,  умноженному  на  число  всЬхъ  силг".  {^1оигпа1 
йез  8аVап8^  зер!.  1693,  и  Оеиггез  ^е  Т.сгЬпИг^  1.  III,  р.  283). 

Теорема  эта  можетъ  быть  распространена  на  случай  силъ,  приложен- 
ныхъ  къ  различнымъ  точкамъ  свободпаго  твердагр  т^ла  въ  простран- 
ств*.  [СоггезропЛапсе  та^Ъёта^г^це  йе  ВгихеИеЗу  I.  V,  р.  106). 
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стой  геометр1и,  безъ  помощи  вспомогательннхъ  коордвнагь 
Декарта  *^). 

Пуансо  распространилъ  тотъ  же  способъ  образован1я  на 
кривыа  поверхности  и  на  построен1е  ихъ  нормалей  и  поль- 
зовался имъ  съ  усп'Ъхомъ  въ  своемъ  превосходномъ  мемуа- 
ры по  механик']^  **)• 

19.  Возвратимся  къ  Чврнгаузену.  Въ  1701  году  этота  гео- 
метръ  нредставилъ  Академш  наукъ  новый  общ1й  способъ, 
который,  по  его  словамъ,  могъ  зам'Ьнить  собою  исчислеше 
безконечномалыхъ  во  множеств']^  вопросовъ  рысшей  геомет- 
р!?,  иапримЪръ  при  построен1и  касательныхъ  и  рад1усовъ 
Брнсизны  ^').  Но  этотъ  способъ,  основывавшхйся  на  анали> 
зЪ  Декарта^  ошзался  подражанхемъ  двумъ  способамъ  прове- 
деБ1а  касательныхъ,  предложеннымъ  Декартомъ  и  заключав- 
шимся въ  томъ,  что  дв*]^  точки  кривой  разсматриваются  сна- 
чала па  копсчномъ  разстоянш  и  потомъ  предполагаются  слив- 
шимися. 

Большое  впечатлите  произвело  въ  то  время  заглав1е,  подъ 
которымъ  Чирнгаузенъ  представилъ  одно  изъ  своихъ  откры- 
тШ,  именно:  Еззаг  й'ипе  тНЬойе  роиг  ^^оиVе^  1€8  {оисНап- 
кз  Лез  соигЬез  тёсапг^ие8,  запз  зиррозег  аисипе  дгапЛеиг 
Шё(гп%теп1  реЫ1е  *•);  действительно,  оно  должно  было  жи- 
во затронуть  любопытство  геометровъ  и  упрочило  бы  за  ав- 
торомъ,  уже  безъ  того  изв'бстнымъ,  безсмертную  славу^  если 
бы  об^щаше  было  выполнено  имъ  совершенно.  Но  предло- 
женный способъ  далеко  не  распространялся  на  вс%  механи  ^ 

ЧеСК1Я    крИВЫЯ   и    относился     только   КЪ   одному     рО^у     ЛИН1Й, 

п  которыхъ  абсцвссами  служатъ  дуги  геометрической  кри- 


"•)  М€1Но11ия  (псетепсИ  гшНоз  озсиИ  гп  сигь'ьз  ех  (осгз  ^езсггрНз, 
Ас1а  ЕшаНогат,  ап.  1702;  р.  501). 

")  ТНё(»г1е  дёпёгаХе  г/в  Vё^и^НЬ^е  еЬ  йи  тоиVетеп^  ёкз  9у$1Ьтев;  18-я 
тетрадь  -ТоитЫ  с1е  1-ёсо1с  ро1у1есНп'щг^е.  Менуаръ  этотъ  перепечатав ь 
въ  б-мъ  пздав!!!  81а1г^ие  Пуансо. 

*М  1И8^и%ге  е1  Мётоггез  (1е  ГЛсЫётге  скз  8сгеп€€8,  ап.  1701. 

")  Мётоггез  с1е  ГЛса^ётге  ё1ез  Зсгепсез,  ап.  1702. 
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вой|  къ  которой  ум&енъ  проводить  касатсльныя,  а  ордина- 
тами— ^лии1в^  параиельныя  постоянной  прямой;  самое  вы- 
чвсдев1е  у  Чирнгаузена  ничЪмъ  не  отличалось  отъ  обнк- 
яовеннаго  случая  абсциссъ,  считаемнхъ  по  прямой,  а  не  по 
кривой  лиши.  Впрочемъ  способъ  этотъ  все  таки  им^етъ  не- 
которое значеше,  какъ  расширеше  способовъ  Декарта,  ко- 
торый, какъ  мы  знаемъ,  исключилъ  ивъ  своей  геометрш,  для 
большей  последовательности  и  удовлетворительности,  меха- 
ническгя  врввыя,  разумея  подъ  отимъ  именемъ  всФ  кривыя^ 
который  не  могутъ  определяться  посредствомъ  точной  и  из- 
вестной меры.  Съ  1682  года  Чирнгаузенъ  излагалъ  въ  Лейп- 
цигскихъ  Актахъ  свой  способъ  касательныхъ  къ  геометри- 
ческимъ  кривымъ  подъ  заглавхемъ  Шьа  те1Нос[и8  {апдегиез 
си^Vа^ит  ехреШе  Ле1егш%папЛг  и  обещалъ  приложить  его 
впоследств1и  къ  механическимъ  кривымъ. 

20.  Размыщленгя  о  ттодахъ  въ  геометрш.  Постоянная 
цель  Чврнгаузеаа  при  всехъ  этихъ  геометрическихъ  изсле- 
дован1яхъ  заключалась  въ  томъ,  чтобы  упростить  геометркю, 
и  основывалась  на  убеждеши,  что  настояпце,  истинные  ме- 
тоды должны  быть  просты,  что  самые  остроумные  изъ  нихъ 
не  могутъ  быть  истинными,  если  они  очень  сложны,  и  что 
необходимо  существуетъ  возможность  найти  что  нибудь  бо- 
лее простое. 

Мы  съ  намерешемъ  указываемъ  на  эту  мысль  Чмрнгаузе- 
на,  въ  полномь  убеждеши,  что  все  геомстричесшя  истины 
имею!^  действительно  этотъ  характеръ  п  что  всЬ  онЬ  оди- 
наково способны  къ  простымъ,  и  очень  часто  очевиднымъ, 
доказательствамъ.  И  действительно,  известны  весьма  мног1е 
примеры  такихъ  истинъ,  которыя  сначала  представляли  ве- 
личайш1я  затруднен1я  и  не  уступали  нивакимъ  усил1ямъ  всехъ 
известныхъ  методовъ,  но.  впоследств1и  клались  самыми  про- 
стыми и  очевидными.  Это  потому,  что  первоначально  он'Ь 
зависели  отъ  невполне  сложившихся  и  недостаточно  обоб- 
щенныхъ  теорШ  и  основывались  не  на  истинныхъ,  свойствен- 
ныхъ  имъ,  началахъ. 
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Скиьемъ  дД'Ьсьминоходоиъ, что,  по  нашему мн'Ьшю, имен- 
но въ  этомъ  заЕлючается  главное  преимущество  современ- 
наго  анализа  предъ  геометрхей.  Первый  изъ  этихъ  способовъ 
изелФдовав1я  им^етъ  необыкновенно  выгодное  право  прене- 
брегать всЪми  промежуточными  предложешями,  тогда  кавъ' 
яла  втораго  способа  они  всегда  необходимы  и  онъ  долженъ 
пхъ  изобр'Ьтать  для  всякаго  новаго  вопроса.  Но  это  прекрас* 
нее  и  драгоценное  преимущество  анализа  им^етъ,  какъ  и 
всФ  чеховечесБ]я  сужден1я,  свою  слабую  сторону:  этотъ  бы- 
стрый и  проницательный  путь  не  всегда  бываетъ  достаточно 
ясень  для  нашего  ума;  онъ  скрываетъ  истины,  свя8ывающ1я 
найденное  предложеше  съ  точкою  отправлен1я,  тогда  какъ 
все  это  вместе  должно  бы  составлять  одно  полное  ц'&лое, 
одну  истинную  теорио.  Разв!^  при  глубокомъ  и  философскомъ 
взученш  науки  достаточно  знать,  что  такое-то  положеше 
справедливо,  ни  зная,  какъ  и  почему  оно  справедливо,  не 
зная,  какое  мФсто  занимаетъ  найденная  истина  въ  ряду  дру- 
гнхъ  съ  нею  однородныхъ? 

Чтобы  при  настоящемъ  состояши  геометрш  достигнуть 
ц^ля  Чирнгаузена,  т.-е.  безпред^льнаго  усовершенствоватя 
этой  науки,  надобно,  какъ  намъ  кажется,  соблюдать  при 
вс^хъ  изсдфдовашяхъ  два  сл^дующхя  правила: 

1*  Обобщать  бодФе  и  бол^е  частный  предложешя,  чтобы 
такимъ  образовъ  дойти  мало  по  малу  до  самаго  общаго  пред- 
ложешя, которое  всегда  будетъ  въ  то  же  время  самымъ  прос- 
тнмъ^  самымъ  естественнымъ  и  самымъ  понятнымъ. 

2^  Не  довольствоваться  при  доказательств'^  теоремы,  или 
при  р^шевш  задачи,  первымъ  результатомъ,  который  могь 
бы  быть  достаточнымъ  для  частнаго  изслЪдован1я,  невависи- 
маго  отъ  общей  системы  всего  отдела  науки;  напротивъ, 
удовлетворяться  доказательствомъ,  или  р^шешемъ,  только 
тогда,  когда  простота  рЬшешя,  или  очевидный  выводъ  его 
изъ  какой  нибудь  уже  изв']&стной  теор1и,  покажутъ,  что  мы 
оривели  изсл'Ъдуемый  вопросъ  къ  такому  учешю,  отъ  кото- 
раго  онъ  естественно  зависнтъ. 
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Дд^  уб^жден1я  Бъ  томъ,  что,  прилагая  эти  правила,  мн 
достигли  желаемой  ц'Ьли,  т.- е.  нашли  надлежапцй  путь  кь 
окончательной  истин'Ь  и  дошли  до  ея  начала,  можно  намъ 
кажется  руководствоваться  мыслш,  что  во  всякой  теор1и  дол- 
жна существовать  и  быть  известна  одна  основная  истина, 
изъ  которой  всЪ  друг1я  должны  выводиться  легко,  какъ  ея 
видоизм^нен1я  или  сл%дств1я,  и  что  только  выполнеше  это- 
го требовашя  можетъ  слуакить  признакомъ  д'И^йствительнаго 
совершенства  науки.  Прибавимъ  вм1>ст%  съ  однимъ  ивъ  но- 
выхъ  геометровъ,  много  размышлявшимъ  о  философ1и  мате- 
матическихъ  наукъ:  „нельзя  думать,  что  мызнаемъ  уже  по- 
следнее слово  какой  нибудь  теорхи,  пока  мы  не  въ  состоя- 
ши  объяснить  ее  въ  немногихъ  словахъ  первому  встречно- 
му" ^^).  И  въ  самомъ  дЪле,  велик1я  и  первоначальныя  исти- 
ны, изъ  которыхъ  истекаютъ  всЬ  остальныя, — ^истины,  состав- 
ЛЯЮЩ1Я  настоящ1я  основашя  науки, — всегда,  имЪютъ  харавте- 
ристическимъ  признакомъ  своимъ — простоту  и  очевидность  ^^). 

21)  Раздтьленге  гсомешрги  на  три  отрасли.  Изъ  предло- 
женнаго  краткаго  разбора  громадныхъ  усп^ховъ,  сд^ланныхъ 
геометрхею  въ  течеше  какихъ  нибудь  тридцати  л^тъ,  можно 
было  ВИДЕТЬ;  что  эти  успехи  им'Ьли  источникомъ  два  вели- 


*^)  Мц:§н1е  Жергоиа,  которое  онъ  высиазадъ  по  поводу  своей  новой 
теорхп  каустнческнхъ  лин1й  Кегле.  {NоиVеаиx  Мётоггез  с1е  ГАса(1ётге 
с^е  ВгихеИез,  I.  IV,  р.  88). 

-•)  Это  мн-Ьшо,  принятое  въ  положьтельныхъ  наукахъ,  ееть  опытный 
выводъ  изъ  цстор1и  развпт1я  каждой  изъ  нпхъ.  Но  его  можно  также 
подтвердить  а  рг'югг.  Действительно,  самые  общ1е  принципы,  т.-е.  т!}» 
которые  обиимаютъ  паибольшее  число  частныхъ  случаевъ,  должны  быть 
свободны  отъ  т'Ьхъ  разнообразпыхъ  обстоятельствъ,  которыя  придаютъ 
различный  и  отличительный  характеръ  вс']^мъ  частнымъ  фактамъ,  нова  эти 
посл'Ьдн1е  разсматриваются  отдельно  и  пока  неизв']Бстна  ихъ  взаимная 
связь  и  общее  ироисхожденхе;  потому  что,  еслибы  обпце  принципы  были 
осложнены  вс'Ьмп  частными  обстоятельствами  и  свойствами,  то  это  же 
от]1азилось  бы  и  па  вс^хъ  ихъ  сл'1;дс1в1яхъ  п  они  могли  бы  вообще 
вести  только  къ  истипамъ  вь  выпиеП  степеви  затруднительныиъ  и  слож- 
нымь.  Сл,)[>ловательно,  самые  обпце  иринципи  необходимо  должны  быть 
по  самому  существу  своему  наибол']Ье  простыми. 
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ш  открытЬ|,  именно:  учете  о  недгьлимыхь  Кавальери  и  при- 
ложенге  анализа  кь  криеымъ  лингямъ  Декарта. 

Первое  изъ  пихъ  удобно  прим']^нялось  къ  обычнымъ  фор- 
хамъ  и  пр1емамъ  древней  геометр1и;  поэтому  на  открыт1я, 
вызванныя  способомъ  Кавальери,  смотр'Ьли,  какъ  на  усн-Ьхи 
въ  области  чистой  геометр1Н  древнихъ. 

Второе  открыт1е,  представляя  исключительно  аналитиче- 
ское орудае^  сд'блало  ивъ  геометрхи  совершенно  новую  нау- 
ку, которая  возбудила  бы  удивлен1е  Архимеда  и  Аполлон1я> 
которые  не  оставили  намъ  никакого  зародыша  е»;  ее  стали  на- 
зывать см1ъшаниою  гвометргею  (ш1х1;е),  аналитическою  гео- 
метргею^  или  иометргею  Декарта. 

Но  въ  то  время,  какъ  устанавливалось  это  д^леше  гео- 
мегрическнхъ  .методовъ,  возникалъ  еще  третШ  способъ  из- 
сд{(довав1а,  такъ  сказать  третШ  видъ  геометрхи.  Это  тотъ 
способъ,  который,  какъ  мы  уже  говорили,  билъ  употребляемъ 
Паскалемъ  и  Дезаргомъ  и  первые  зачатки  котораго  находи- 
лись въ  поризмахъ  Евклида  и  были  сохранены  намъ  въ  Ма- 
тематическомъ  Собраши  Паппа. 

Мы  видимъ  такимъ  образомъ,  что  геометр1я  разделилась  на 
три  отрасли. 

Во  первыхъ,  на  геометр1ю  древнихъ,  вспомоществуемую 
учев1ями  о  нед'Ьлимыхъ  и  о  составныхъ  движешяхъ. 

Бо  вторыхъ,  на  анализъ  Декарта,  усиленный  прхемами  ис- 
числен1Я  безконечныхъ,  заключавшимися  въ  способ'б  с^е  ша^ 
хтг$  еЬ  тгпгтгз  Фермата. 

Въ  третьихъ,  на  чистую  геометр1Ю,  которая  суп^ественно 
отличается  характеромъ  отвлеченности  и  общности;  первые 
прим']&ры  ея  находятся  въ  сочинешяхъ  о  коническихъ  с11че- 
шяхъ  Паскаля  и  Дезарга  и  ниже  мы  у  видимъ,  что  Монжъ 
и  Барно  въ  начале  нын4^шняго  стол^тхя  утвердили  ее  на 
широкихъ  и  плодотворныхъ  начадахъ. 

Эта  третья  отрасль,  которая  теперь  составляетъ  то,  что 
называется  новою  геометргею  (гёсепке),  свободна  отъ  алге- 
браическнхъ  всчисленШ;  хотя  она  пользуется  съ  одинаковымъ 
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усп'Ьхоиъ  метрическими  соотношеними  фигуръ,  также  вакъ 
и  начертательными  ихъ  свойствами,  зависящими  тольео  отъ 
пололешя,  но  въ  ней  разсматриваются  только  изв^стнаго 
рода  отношен1я  между  прямолинейными  ра8Стояв1ями,  не 
требующ1я   ни  символическихъ    обозначев1й  алгебры,  ни  ея 

Д%ЙСТВ1Й. 

Геометр1я  эта  составляетъ  продолженхе  геометрическаю 
анализа  древнихъ,  отъ  котораго  она  нисколько  не  отли- 
чается но  ц'Ьли  и  сущности  своихъ  изсл']&дован1й;  но  она 
нредставляетъ  передъ  анализомъ  древнихъ  невзм^римыя  пре- 
имущества по  общности,  единству  и  отвлеченности  суждешй, 
по  своимъ  методамъ^  зам^нившимъ  частный,  неполныя  и  без- 
связныя  предложен1я,  составлявш1я  всю  науку  и  единствен- 
ное оруд1е  древнихъ,  и,  наконецъ,  преимущественно  по  по- 
лезному въ  высшей  степени  употребленш  фигуръ  трехъ  из- 
м%рен1й  въ  вопросахъ  геометрш  на  плоскости. 

Бъ  этой  общей  геометр1и  относятся,  вм'ЬстЪ  съ  своими 
приложен1ями,  т^  теор1и,  который  въ  новМшее  время  по- 
лучили назваше  ОёотёЬпе  Ле  1а  гедХе  и  ШотИпе  Ле  зИиа^ 
ИоПу  смотря  по  тому,  употребляются  ли  въ  нихъ  для  откры- 
т1я  начертательнахъ  свойствъ  фигуръ  перес^чешя  только 
прямыхъ  лиши,  или  также  перес^^ченхя  кривыхъ  и  поверх- 
ностей въ  пространстве. 

Изъ  трехъ  указанныхъ  нами  существенно  различныхъ  от- 
раслей геометр1и,  вторая^  т.- е.  анализъ  Декарта,  представ- 
ляла столько  привлекательности  и  столько  громадныхъ  вы- 
годъ,  что  ею  съ  замЪтнымъ  предпочтешемъ  стали  занимать- 
ся велише  геометры,  названные  нами  въ  третьей  эпох'6. 

При  этомъ  не  сл']^дуетъ  забывать^  что  геометрхя  Декарта 
не  принадлежитъ  къ  разряду  частннхъ  соображешй,  но  нред- 
ставляетъ всеобщее  орудхе,  применимое  ко  всЪмъ  геометри- 
ческимъ  соображешямъ^  какъ  древнимъ,  такъ  и  новымъ. 

22.  Однако  некоторые  математики  еще  оставались  в^рны 
способамъ  древнихъ.  Между  ними  сл^дуетъ  преимуществен- 
но отличить  Де-Лагира. 
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Де-Лагиръ  (1640—1718).  Этотъ  геометръ  быдъ  хоро- 
шо знакомъ  съ  геометр1ею  Декарта,  но  сочинешя^  которыми 
онъ  обогатилъ  чистую  геометрш  и  которыя  имЪли  большо!) 
успЪхъ,  были  написаны  имль  въ  дух'Ь  древнихъ. 

Онъ  былъ  также   достоЯнымъ  продолжателемъ  ученШ  Де 
зарга  и  Паскаля  и  введъ  въ  геонетр1ю  многхя  нововведешя^ 
приближаюпцяся  къ  современнымъ  пр1емамъ,  преимуществен- 
но въ  его  новомъ  способ'6  образовашя  коническихъ  сбчен!!! 
на  плоскости.  Такимъ   образомъ  мы  им']&емъ  два  повода  го 
воритъ  вд'Ьсь  объ  этомъ  знаменитомъ  математик'6. 

Вотъ  важн^Ьйш1я  сочинешя  его,  написанвыя  въ  дух']^  древ- 
ней геометр1и:  большой  трактатъ  о  коническихъ  с^ченхяхъ, 
подъ  заглавхемъ:  ВесИопез  сотсае  гп  поVет  ИЪгоз  ЛЫНЬЫае 
(т  Ы.  Рап8  1685);  Метогге  шг  Ш  ёргсус1огс[е8у  въ  кото- 
ромъ  содержится  опред^леше  разы^ровъ  этихъ  кривыхъ,  ихъ 
раввертки  и  употреблеше  въ  механик'^  для  построенхя  зуб- 
яатыхъ  колесъ  ^*);  другой  мемуаръ  о  томъ  же  предмет'^,  но 
въ  обобщенномъ  вид^  и  въ  прим-Ьненш  ко  всякаго  рода  кри- 
вынъ,  подъ  заглав1емъ:  ТгаИё  Лез  гопЫИез^  ой  Уоп  Лёшоп1ге 
1а  тапгеге  тшетвеЛе  Ле  ^^оиVе^  1еигз  1оисЬап1с8^  1еигз  ро- 
гп1в  Л'т/кхгоп  еЬ  Ле  геЪгоиззетепЬ,  1егигз  зирег/гсгез  е1 
4е«гв  1опдисигЗу  раг  1а  ОёотёМе  огйгпагге  •®);  и,  наконецъ, 
хемуаръ  о  конхоидахъ  вообще,  о  ихъ  касательныхъ,  разм']^- 
рахъ,  длин'6  дугъ,  точкахъ  перегиба  (напечатанъ  въ  Метоггез 
^  ТАсаЛётге  йез  Всгепсез^  1708). 


")  Мемуаръ  этотъ  явился  въ  1694  году  вм'^ст'Ь  съ  другими  мемуа- 
рами Де-Лагнра  во  математив'1  и  физике.  Онъ  былъ  напечатанъ  вновь 
въ  IX  тон*!  прежнихъ  Мётоггев  йе  ГЛса^ётге  Лез  Зсгепсез. 

Де-Лагиръ  говоритъ  зд'1сь,  что  уже  двадцать  л'Ьтъ  тому  назадъ  онъ 
отярмп  эпициклоиды  и  ихъ  употреблен1е  въ  механик']^.  Впосд^дств1и 
Яейбницъ  требовалъ,  чтобы  честь  этого  двойнаго  открЕ7Т1я  быда  при- 
писана знаменитому  астроному  Ремеру,  воторыиъ  оно  сд'Ьлано  быю 
въ  1674  году  во  время  его  пребыван1я  въ  Париж*!.  Но,  какъ  мы  уже 
говорили  выше,  отврнт1е  это,  иди  по  врабней  м'Ьр^  его  механическая 
сторона,  по  сдовамъ  самого  Де-Лагира,  восходитъ  вероятно  до  Дезарга. 

^  Напечатано  въ  Мётоггев  с1е  УАсайётге  Лез  Зскпсез,  1704. 
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• 

Къ  этому  перечню  мы  должны  прибавить  еще  ТгаШ  Ле 
^по1поп^^иеу  1682 — сочиневхе  для  того  времени  совершенно 
новое,  гд'Ь  ВС*!  вопросы  р'^^шены  Де-Лагиромъ  графически, 
даже  безъ  прямолинейной  тригонометрхи,  при  помощи  только 
циркуля^  линейки  и  отвеса. 

11ри()авленге.  Изъ  новыхъ  праЕтнческяхъ  вопросовъ,  находя- 
щихся въ  Гномонив']^»  Де-Лагира,  намъ  сл1>дуетъ  упомянуть  объ 
одномъ,  потому  что  онъ  основывается  на  геометрическихъ  со- 
ображев1яхъ,  относящихся  къ  учен1ямт>  новой  геометр!». 

Д'1ло  идетъ  о  построев1и  часовыхъ  лпв18,  пользуясь  для  этого 
некоторыми  изъ  ннхъ,  уже  начерченными.  Де-Лагиръ  р']^шаетъ 
три  сл']Ьдующ1я  задачи: 

Въ  первой  предполагаются  изв'^стными  семь  посл'Ьдовательцыхъ 
часовыхъ  ливШ. 

Во  второй — четыре  посл']Ьдовательвыя  и  равноденственная 
линш. 

Въ  третьей~>три  110С1'1^довательныя,  равноденственная  и  гори- 
зонтальная ЛИН1И. 

По  этимъ  даннымъ  определяются  вс^  проч1Я  линш. 

Положимъ,  что  въ  первомъ  случае  намъ  даны  семь  посл^дова- 
тельныхъ  часовыхъ  лин1Й:  X,  XI,  XII,  I,  II,  III,  и  IV.  Вотъ  по- 
строен1е,  которое  даетъ  авторъ  для  опред'Ьлев1я  пяти  остальннхъ. 

Черезъ  точку  о  лин1и  IV  проведемъ  секущую,  параллельную 
линш  X;  она  встретится  л^ъ  лин1ями  III,  II,  I,  XII  и  XI  въ  точ- 
кахъ  а,  Ь,  с,  с?,  е\  отложимъ  на  секущей  по  другую  сторону  отъ 
о  отрезки  оа\  оЬ\  ос\  од,\  ос',  соответственно  равные  оа,  оЬ, 
ос,  ое?,  оё\  точки  а',  Ь,  с',  й\  е'  будутъ  принадлежать  пяти  ис- 
комымъ  часовымъ  линхяяъ. 

действительно,  две  часовыя  плоскости  X  и  IV  взаимно  пер* 
пендикулярны;  часовыя  плоскости  III  и  V  одинаково  наклонены 
къ  плоскости  IV  н  следовательно  оне  гармонически  сопряжены 
относительно  первыхъ  двухъ  плоскостей  X  и  П^. 

Изъ  этого  следуетъ,  что  две  часовыя  линш  III  и  V  гармони- 
чески сопряжены  относительно  часовыхъ  лиши  X  и  IV;  поэтому 
всякая  секущая  встречаетъ  эти  четыре  лин1и  въ  четырехъ  гарно- 
ническихъ  точкахъ  п,  следовательно,  если  секущая  параллельна 
лиши  X,  то  две  точки  встречи  ея  съ  лин]ями  Ш  и  V  будутъ  на 
равныхъ  разстоян1Яхъ  отъ  точки  встречи  ея  съ  лие1ею  ГV.  Это 
и  нужно  было  доказать  *). 

*)  Это  геометрическое  доказательство,  заимствован ное  нами  изъ  со* 
чинен1я  Де-Лагира,  столь  же  строго,  какъ  и  кратко;  однако  Деламбръ 
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Мы  не  будемъ  приводить  зд-Ьсь  р'Ьгаеи1й  Де-Лагира  для  дру- 
гдхъ  двухъ  задачъ;  они  также  просты^  каБъ  и  первое,  и  также 
ословываютсл  па  началахъ  элементарной  геометр]!!,  относящихся 
къ  теор1и  трансверсалей. 

Но  эти  три  задачи  естественннмъ  образомъ  вызываютъ  одно  замЪ* 
чао1е  и  мы  удивляемся,  как^  оно  не  было  сделано  въ  разннхъ 
С09инен1ях1ц  заимствовавптихъ  у  Де-Лагира  р^[1шен1е  этихъ  задачъ. 


ве  считаетъ  его  вполв*]^  удовлетворительнымъ;  и  такъ  какъ  разсматри- 
ваемнй  вопросъ  кажется  ему  полезнымъ  и  любопытннмъ  и  потому  за- 
сдуживающимъ  доказательства  во  всей  формп>у  то  онъ  предлагаетт. 
свое  доказательство,  которое  считаетъ  самымъ  общимъ  и  строгимъ. 
{ШЫогге  ^  Гав^гопотге  аи  тоуеп  аде,  р.  634).  Но  мы  должны  ска- 
зать, что  доказательство  Деламбра  состоитъ  почти  пзъ  двухъ  страницъ 
вычнслешй  и  во  всякомъ  случае  не  точнее  краткаго  разсужден1я 
Де-Яагнра. 

Мы  д^1аемъ  это  зам'Ъчанхе  вовсе  не  съ  нам^ренгемъ  критиковать;  мы 
питаеиъ  уваженхе  и  удивлеше  къ  имени  и  трудамъ  Деламбра,  къ  его  пре- 
данности паук^^  и  къ  т-^мъ  важнымъ  и  труднымъ  изыскан1ямъ,  который 
еиу  были  необходимы,  чтобы  написать  истор1Ю  астрономш.  Зам'Ёчап1е 
это  естественно  проистекаетъ  изъ  главной  идеи,  лежащей  въ  основап1и 
нашего  труда;- оно  показываетъ  съ  одной  стороны  ясный  прим'Ьрът4хъ 
преимуществъ,  которыя  иногда  представляетъ  путь  геометричесый,  или 
оуть  прямаго  разсуждетя,  передъ  вычислешемъ;  съ  другой  стороны,  оно 
обваружпваетъ  нааравлен1е,  принятое  математическими  науками, — на- 
правлете,  при  которомъ  ясвыхъ  н  уб'1дительныхъ  доказательствъ  для 
■стннъ  геометрическпхъ,  доказательствъ  по  формл,  ищутъ  только,  въ 
тияЛр^'Ь  путемъ  алгебраическаго  исчислен1Я.  Это  направлеше  противно 
всему,  что  д']^алось  до  сихъ  поръ:  у  Грековъ,  гд*  геометрхя  прослави- 
лась строгост1Ю  своихъ  доказательствъ;  у  Индусовъ  и  Арабовъ,  кото- 
рые истолковывали  результаты  алгебры  доказательствами  геометриче- 
скими; у  новыхъ  геометровъ  до  послбдняго  в^ка,  между  которыми  Ныо- 
тонъ  н  Маклоренъ  употребляли  анализъ  весьма  неохотно  и  только  тамъ, 
гд1  онъ  веизббженъ. 

Гдй  причина  такого  исключительнаго  направлен1я  математическихъ 
знашй?  И  каково  будетъ  вл1ЯН1е  его  на  харавтеръ  и  усп']^хи  науки? 

Мн  не  будемъ  пытаться  отв']&чать  на  эти  вопросы,  такъ  какъ  мнопе, 
шкдожтЕО,  едва  ли  согласились  бы  съ  нами.  Но,  каковы  бы  ни  были 
П'Шя  объ  втомъ  предмет!,  нельзя  по  крайней  м^^р*!  не  согласиться 
съ  т&нъ,  что  было  бы  очень  полезно  поддерживать  п  разработывать  на 
раду  съ  новыми  способами  также  и  способъ  древпихъ,  которому  ма- 
тематшга  продолжали  следовать  до  посл'Ъдпято  стол^^>т^я. 
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Зах^^чаше  это  относится  къ  избнтку  данннхъ,  воторня  орнншга- 
етъ  ДеЛагиръ  при  построенш  часовыхъ  1ИН1Й.  Въ  первокъ  сяу- 
ча'Ь  онъ  беретъ  ихъ  сеиь,  во  вхорохъ — четыре  и  еще  равноден- 
ственную 1ишю;  въ  третьенъ — три  и  кром^Ь  того  равноденствен- 
ную и  горизавтадьную  линш;  къ  этому  надобно  прибавить,  что 
данный  1ИН1И  аредпо1агаются-  посд'Ьдовательными. 

Но  необходимы  1и  вс!  эти  данпыя?  И  вавово  наименьшее  чи- 
сло часовыхъ  ЛИН1Й,  достаточныхъ  для  построени  вс^хъ  другяхъ? 

Отв^чаемъ  на  это,  что  трехъ  вакихъ  нибудь  часовыхъ  лиш8 
достаточно,  чтобы  опред'^лить  вс^  остальныя,  и.построен1е  ио- 
жетъ  быть  сделано  также  просто,  какъ  было  сд']^лано  Де-Лаги- 
ромъ  въ  случа']^  семи  посл^^довательныхъ  данныхъ  часовыхъ  линхй. 

Построен1е  это  представляетъ  новое  приложен1е  теорги  ангара 
моническахо  отношенгя,  на  которую  мы  уже  во  многихъ  м^тахъ 
этого.  сочинен1Я  старались  обратить  вниманге  геометровъ. 

Означимъ  черезъ  а,  Ь^  с  три  данныя  лиши,  соотв^тствуюпця 
какимъ  нибудь  опред^леннымъ  часамъ,  или  даже,  если  угодно, 
долямъ  часа.  Пусть  еГ  будетъ  вакая  ннбудь  изъ  часовыхъ  линЮ, 
которую  мы  желаемъ  построить  при  помощи  трехъ  первыхъ.  Ан- 
гармоническое отношен1е  этвхъ  четырехъ  прямыхъ  равно  ангар- 
]^онячесвому  отношен1ю  четырехъ  часовыхъ  плосвостеЯ,  им^ю- 
щихъ  эти  прямыя  сл'Ьдами  на  плоскости  солнечныхъ  часовъ.  Оз- 
начая четыре  плосвости  эти  черезъ  А^  Б,  С,  2>,  получимъ: 

згп  с^а     81п  й^а  ^  згп  О,  А       вгп  В^А 
8%п  с,Ь  '  згп  й^Ь  ~~  згп  О,  В  '    згп  2)уВ 

Углы  между  четырьмя  плоскостями  Л,  В,  С,  В  известны!  такъ 
кавъ  эти  плосвости  соотв'Ьтсвуютъ  четыремъ  даннымъ  часамъ; 
поэтому  вторая  часть  уравнешя  есть  изв'Ьстное  величество  п. 

Отсюда  уже  видно,  что  уравнен1е  наше  можетъ  служитъ  джя 
опред^ен1я  направлен1я  лин1и  €[,  и  следовательно,  для  р^шенхя 
вопроса. 

Чтобы  вывести  отсюда  простое  построете,  проведемъ  произ^ 
вольную  с']&вущую,  воторая  встр1}тится  съ  тремя  лин1ями  а,  Ъ,  е 
въ  точвахъ  «,  ]3,  7|  и  означимъ  черезъ  ^  точву  перес^чешя  ея 
съ  исвомою  лин1ею  й»  Ангармоничесвое  отношев]е  для  четырехъ 
точевъ  а,  /3,  7,  ^  будетъ  тавое  же,  вавъ  и  для  четырехъ  пря^ 
мыхъ  а,  &,  с,  ^\  всл'Ьдств1е  этого  предыдущее  уравнепе  обра- 
тится въ 

чл     дл  да      1      'ш 

^••«р-«.  о«уд»  з-р=п  •77- 
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Вторая  часть  известна    V,  ехЬдоватвльно,   У1^тев1е  опред%1я- 
етъ  па10жев1е  точки  I,  дринадлевшщей  къ  искомо!  двшн. 

Это  построев1в  д&1аетсд  въ  высшей  степени  просто,  если  се- 
кущую проведенъ  параледьно  одной  нзъ  1ив1Й   о,  &,  нанрим^ръ 

оервой;  иотоиу  что  тогда  -^  сш  1    и  уравнен1е  орннимаетъ  ввдъ: 

е/З  =я  м  .  7/3. 

ОтрФзокъ  'ф  взжЬетенъ»  а  вотоиу  извЬетенъ  также  и  отрФзокъ 
Щ  такимъ  образомъ'  точка  ^щ  а  сд'Ьдоватедьно  и  динш  с^»  оаре* 
д'1дены.  Это  общее  построеше  какой  угодно  четвертой  часовой 
Л1В1И  П0М0Щ1Ю  трехъ  какихъ  нвбудь  давннхъ  лвшЙ  действитель- 
но, какъ  иы  ухе  говорили,  столь  же  просто,  какъ  и  построен1е 
Де-Лагира,  въ  воторомъ  считается  необходимоиъ  звать  семь  ли- 
вШ,  вхФсто  трехъ. 

Что  касается  до  количества  п,  которое  не  дано  прямо,  но  за- 
ввснтъ  отъ  угловъ  между  четырьмя  часовыми  плоскостями  А,  В, 
Су  В,  то  величину  его  легко  найти  графически,  безъ  помощи 
трмговометрическихъ  лив1Й,  входлщихъ  въ  его  внражеше.  Для 
ВТОГО  черезъ  точку  О  проведемъ  четыре  прямня  0Л\  ОВ',  0С\ 
01Уу  образуюпЦя  между  собою  углы,  равные  соответственно 
угламъ  между  часовыми  нлоскостями;  проведемъ  какую  нибудь  се- 
кущую, которая  пересечется  съ  втнмя  прямыми  въ  точкахъ 
^\Р\п\  ^'\  ангармоническое  отношен1е  атнхъ  четЕц>ехъ  точекъ 
будетъ  равно  ангармоническому  отношен1ю  четырехъ  плоскостей 
и  мы  будемъ  иметь: 

7']3'  '  ?^  "*  *• 

Такова  величина  п»  Внражен1е  ея  моаию  упростить,  проводя 
секущую   параллельно    одной  изъ  четырехъ  прямыхъ  0А\  ОВ'у 


ш»ш' 


ОС^,  02У,  напримеръ  первой;  тогда  Ъг-,  »  I  и  мы  получимъ: 

23.  Трактатъ  'о  коническихъ  с%чся1яхъ  имЬлъ  большой 
усп^хъ  во  всей  ученой  Ёвроп*!  и,  благодаря  ему,  на  Де- 
Лагира  смотрели,  вакь  на  сажостоятельнаго  писателя  фь 
этот  предмете.  Д'Ьйстввтельно,  его  иетодъ ,  хотя  чмсто  син* 
тетячесвШ,  отличался  существенно  отъ  метода  древяихъ. 
Древше   разсматриралп    К01гпческ1я    с4чги1Я   на  конусТ*,  но 

т.  пи,  внв.  1Т.  отд.  П.  3 


138  жоторк  гноштрп. 

только  дш  того»  теобв  водуить  нж^,  вивеств  нЪкоторыя 
основннв  свойства  (ввъ  воторыгь  самое  важное  есть  по* 
стоянное  отношете  между  квадратомъ  ордвнатн  к  пронвве- 
дешемъ  отр'Ьзвовъ  па  оси  '*)  ипотомъ  пользоваться  вмв  для 
иэяскан1я  к  довавательства  всЪхъ  другйхъ  свойства:  древвхе 
составляли  такнмъ  образомъ  свою  теор1ю  коннческпъ  сФ- 
чен1й,  не  8ная  пи  одного  свойства  конуса  и  совершенно  ме- 
вависммо  оть  свойствъ  круга,  слуясащаго  конусу  основашемъ; 
АполлонШ  доказываетъ  даже  часто  свойства  круга  въ  одно 
время  съ  свойствами  эллипса  и  одинаковымъ  образомъ.  Де- 
Лагиръ  избралъ  путь  болЪе  ращонадьноД  и  методичесв||| 
и  повтому  болФе  кратшй  и  яеннй.  Овъ  началъ  еъ  устано- 
влен1я  своЁствъ  круга,  которня  должен  представляться  и  въ 
коническвхъ  сФчетяхъ,  преимущественно  своЁствъ,  относя- 
щихся къ  гармоническому  д4Ьлен1ю;   потомъ,  пользуясь  пей. 


**)  На  вовросъ,  отчего  заввеятъ  плодотворность  этого  свойства  ко- 
нячесЕяхъ  сг1четй,  въ  авалвтичеевой  геомет||1н  ответили  Фв,  что  свой- 
ство зто  есть  вячто  нное«  вакъ  рратт%б  ц^ввоб,  я  неуднввте1ьно 
ооетоиу,  что  въ  вему  врнмЬвдются  удобно  веД  преобразовандя,  вавииъ 
можво  водвергвуть  ураввев1е.  Но  чвствя  геометр1я  требуетъ  богЬе 
прямой  врвчввн,  заяиетвовавной  только  явь  свойствъ  саиа^го  яредмета 
и  ве  носящей  отпечатка  провзвольной  в  вскуствевнЫ1  сястемн  коор- 
динатъ;  и  легко  вндФть,  что  причина  заключается  въ  товъ,  что  свой- 
ство это  внраяБаегь  еоотновгеше  между  шестью  точваив  коничесиаго 
с1чен1я.  Ък^ь  впроченъ  шесть  точекъ  не  пм1ютъ  положен1я  совершен- 
но произвольнаго  и  общато:  четоре  ввъ  нип  берутся  на  двухъ  парал- 
лельпнхь  прамвхъ. 

Но,  не  смотря  на  зто  ограннченге,  упомянутое  соотношете  доста- 
точно для  построетя  жрввой  ври  поиоп](и  пяти  произвольно  данднхъ 
точекъ.  Отсюда  понятво,  что  оно  можетъ  вести  во  вс^^иъ  свойствамъ 
конвческвхъ  сЬчеви.  При  зтоиъ  привиось  бя  только  сл'Ьдовать  ино- 
гда не  совершенво  пряному  пути  и  употреблять  бол^е  нскуственинхъ 
оборотовъ,  чЪиъ  въ  тоиъ  случае,  когда  бы  наиъ  было  известно  совер- 
шенво общее  соотношегае  иежду  шестью  хаввии  нибудь  точками  ко* 
ввческаго  еФчени.  Этимъ  заи4чаи1емъ  объясняется,  почему*  прекрас- 
ши  теоренв  Деварга  и  Паскаля,  вврааиш>ц1я  ,  собою  именно  оомер- 
шеино  общее  еоотношеше  иехду  вюотью  точками  воиичесваго  е^чеки, 
внесло  въ  теор1ю  зтихъ  крнвохъ  такую  неизвестную  древявмъ  простоту. 
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опъ  обнаружилг  и  докавалъ  подобныя  же  свойства  въ  сЬче- 
шяхъ  конуса*  Этотъ  ар1емъ  въ  свое  время  бнлъ  вам'Ьчат^с* 
1сиъ  ткиъ^  что  не  требовалъ  употрсблешя  осегаго  треуголь- 
Н1ка  и  прилагался  безразлично  ко  всякимъ  с'Ьчеп1п^]ь  конуса. 

Пр1е11Ъ  этотЪу  какъ  мн  вндямъ,  былъ  въ  дух!  саособовъ 
Дезарга  п  Паскаля,  которые  переносили  свойства  круга  на 
ковическ1а  сЬченха  носредствомъ  перспективы.  Изъ  ВгоиИ" 
1оп  р^о^е^  Лев  Сопг^ие8  Дезарга  Де-Лагиръ  ногъ  также  заим- 
ствовать удачныя  пр1М'Ьнан1я  гармонической  пропорции  и 
в^которнхъ  инволюцшнныхъ  соотношен1й.  Вотъ  дв'Ь  причи- 
ни, по  которымъ  мы  разсматриваеиъ  этого  геометра,  какъ 
продолжателя  учешй  Дезарга  и  Паскаля. 

24.  Мы  должны  заметить,  что  новый  способъ  выводить 
свойства  коническихъ  с^чешй  изъ  свойства  круга  и  изъ  раз* 
смотрЪшя  конуса,  на  которомъ  получаются  эти  кривыя,  былъ 
уже  употребляемъ  двумя  геометрами  въ  предшествующемъ 
столкли.  Во  первыхъ  Вернеромъ  изъ  Нюремберга,  который 
этямъ  путемъ  доказалъ  мног1Я  элементарный  свойства  коыи- 
чесхихъ  с&ченШ  '*};  во  вторыхъ  въ  бол11е  обширномъ  раз- 
м%р4  и  болЬе  ученымъ  образомъ,  знаменитнмъ  Мавроликомъ 
изъ  Мессины,  который  сперва  перевелъ  мнопя  сочинешя 
древняхъ,  а  потомъ  въ  числ^Ь  множества  собственныхъ  со* 
чинешй  издалъ  ТгаНё  йев  Сопгдиев;  въ  этомъ  посл^днемъ 
сочннен1и  онъ  сл^довалъ  новому  пути,  приписывая  пр1е- 
иамъ  древнихъ  при  изсл'Ьдовашяхъ  этого  рода  растянутость 
ихъ  доказательствъ  '^). 

По  поводу  того  же  предмета  справедливо  упомянуть  еще 
о  Гуарпни^  современник'^  Де-Лагира,  который  въ  1671  году 


•^  ^,  Уегпегг  ЬгЬеПиъ  аирег  тдтШиоЬиз  е1етепШ  сопгсгз,  е1е. 
1а.  4%  1622. 

**)  Циатат  ЛроШпгив  атта  /еге  оаплеогит  Летоп«^гсЛа  сопсЛиз 
ев(  ж  ркилит  гШдеге^  а^Ш^то^^Ьи8  ^пНдпгог;  педШЛа  сапотит 
ЛелепрНопе^^  е1  аНипЛе  дцаегепв  агдитепШ^  содИиг  регзаере  оЪзси- 
пив  еЬ  тсИгеЫе  йетопв^гаге  «7,  дио€1  соп1етр1апЛо  воИйае  (гдигае 
9еЫкте1ш^  арегНив  еЬ  Ь^еV%ив  йетопв^гаЫг,  О.  Ггапс18с1  МаагоИс! 
ОриясоЬ  тагЬешаИса.  1п-4'^;  Уепе1118,  1575;  р.  280). 

3* 
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нздалъ  также  Трантатъ  о  коническихъ  слченгят,  гд%  часто 
пользовался  свойствами  ковуса  для  доказательства  свойстп 
его  сЪченШ. 

Въ  отомъ  сочинен1и  особенно  зам^Ьчательно  чрезвычайно 
простое  и  прилагающееся  ко  всЬмъ  видамъ  коничесвихъ  с!- 
чешй  доказательство  теоремы  о  постоянномъ  отношсшн  ме- 
жду произведен1ями  отр^зковъ  на  параллельннхъ  хордажь, — 
теоремы,  которая  требовала  всегда  многихъ  предваритель- 
ныхъ  предложен1Й.  Пр1емъ  доказательства  представлядъ  шагь 
впередъ  въ  теор1к  коническихъ  с'&чен1в,  но  Гуарини,  хотя 
въ  высшей  степени  быль  св'Ьдущъ  во  вс^Ьхъ  отдФлахъ  гео- 
метр1и,  не  развилъ  его  такъ  систематически  и  съ  такимъ 
талантомъ,  какъ  Де-Лагвръ.  (См.  о  Мавролив^Ь  и  Гуарвни 
въ  Прим'Ьчати  ХУ11). 

25.  Скажемъ  здЪсь  мвмоходомъ,  что  кром!^  способа  древ- 
нихъ  и  способа,  избраннаго  Де-Лагироыъ,  можно  предста- 
вить себ'Ь  еще  тре11й  способъ,  которой  до  свхъ  поръ  ни- 
в%мъ  еще  не  употреблялся,  но  который  ыогь  бы,  если  не 
ошибаемся,  до  высшей  степени  упростить  доказательства  и 
обнаружить  самымъ  яснымъ  образомъ  основныя  начала  и 
происхожден1е  разнообразныхъ  свойствъ  коническихъ  с^^че- 
В1Й.  Надобно  сознаться,  что  въ  этомъ  отношев1и  способъ 
древнвхъ  оставляетъ  насъ  въ  совершенномъ  мрак1{. 

Способъ,  о  которомъ  мы  говоримъ,  могъ  бы  состоять  въ 
изучен1и  свойствъ  самаго  конуса  и  въ  выражен1и  ихъ  совер- 
шенно независимо  отъ  свойствъ  его  сЬчешй;  тогда  посд^д- 
Н1Я  свойства  выводились  бы  изъ  первыхъ  съ  пеобыкновен- 
ною  легкостш  и  общностхю.  Это  понятно  уже  изъ  того,  что 
везд'Ь,  гд'Ь  древн1е,  основываясь  на  особенностяхъ  трехъ  лв- 
довъ  коническихъ  сЬчензй,  должны  были  употреблять  три 
различный  доказательства  для  обиар7а(ен1я  одного  и  того  же 
свойства  въ  эллипсЬ,  парабол'Ь  и  гиперболе,  зд'Ьсь  было  бы 
достаточно  вывести  соотв'Ьтствующее  свойство  самаго  кону- 
са и  отсюда,  какъ  изъ  настоящаго  общаго  источника,  про- 
истекали бы  тогда  свойства  всЬхъ  сЪчен1й  конуса. 


ТРЕТЬЯ  ЭПОХА.  141 

Такймъ  путемг  объяснилось  бы  на  конусе  нроисхождеше 
]гаогяхъ  свойствъ  въ  коническихъ  с'Ьчев1ях1»;  таковы  напри- 
м'Ъръ  свойства  фонусовъ^  которыя,  кажется,  были  угаданы 
Аполлошеиъ  и  который  ни  этимъ  гсометромъ,  ни  однвмъ 
ш  сл^дующихъ,  не  были  поставлены  въ  связь  съ  свойства- 
ии  круга,  иди  конуса;  такъ  что  первоначальное  происхож- 
дев1е  этихъ  зам^чательныхъ  точекъ,  въ  вависимостн  отъ  ко- 
нуса, на  которомъ  получаются  крнвыя,  оставалось  совер- 
шенно неивв^стнымъ. 

Другая  выгода  укавываемаго  нами  способа  состояла  бы  въ 
томъ,  что  вм'Ьст'Ь  съ  теор1ей  коническихъ  сЬчетй  образе* 
валась  бы  теор1Я  круглыхъ  конусовъ,  свойства  которыхъ  до 
снхъ  поръ  еще  весьна  мало  известны.  Это  не  представило 
бы  никакихъ  8атруднев1Й:  въ  доказательство  ыы  можемъ,  ка- 
жется, привести  опытъ^  сд'Ьланяый  нами  въ  одномъ  мемуа- 
ры '^),  гд*!,  допуская  только  н'Ькоторыя  большею  част1ю  оче- 
видный свойства  круга,  мы  получили  множество  новыхъ 
свойствъ  ковусовъ  втораго  порядка;  некоторый  изъ  этихъ 
свойствъ  соотвЪтствуютъ  свойствамъ  фокусовъ  коническихъ 
с^четй  и  приводятъ  къ  нимъ;  таквмъ  образомъ  существо- 
вате  и  свойства  фокусовъ  могутъ  быть  приведены  въ  вави- 
снмоеть  отъ  свойствъ  конуса. 

Читая  первыя  строки  Трактата  о  коническихъ  спченгяхъ 
Валлиса,  можно  подумать,  что  этотъ  велик1й  геометръ  сл'Ь- 
дуетъ  именно  тому  способу,  о  которомъ  мы  теперь  гово- 
римъ.  Онъ  объявляетъ,  что,  уб'Ьдевшись  въ  трудности  тео- 
р1м  коническихъ  сЬчешй  и  желая  ее  упростить,  онъ  прис- 
тупить сначала  къ  ближайшему  иэучен1Ю  самаго  конуса, 
чего  НС  сд'Ьлали  древше,  а  отсюда  уже^  какъ  изъ  настояща- 
го  источника,  выведетъ  свойства  этихъ  кривыхъ.  Но  Вал- 
лисъ  сп'Ьшитъ  прибавить,  что  онъ  огранвчивается  только 
ваяБВ'кйшими  свойствами,  который  могутъ  вести  къ  отвры- 
Т1Ю  всЬхъ  другвхъ.  Ивъсамоиъ  Д'Ьл^,  доказавъ,  также  какъ 


**)  МётЫге  йе  ОёотИгге  риге  виг  1ев  ргоргША  дёпёгаНез  с^а  сдпез 
Ли  9есопй  йедгё.  1п— 4^,  1830. 
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Дешрп,  свойство,  сдуапицее  дш  внратешя  шршвыгъ  поно- 
Щ1Ю  двухъ  коордвватъ,  онъ  избираетъ  другой  путь  н  даетъ 
авалитическую  теорш  втнхъ  вривнхъ. 

26.  Воввратимсв  къ  трактату  Де-Лагира.  Это  сочннеще 
разделено  на  девять  кнвгъ.  Первая  представяяетъ  основу 
для  всего  посл^дующаго;  въ  ней  дослЪдовательво  налагают- 
ся свойства  гарноннчесваго  д^леша  прямой  лишн,  свойства 
гармоническвхъ  пучковЪ|  и  нахонецъ  гармоннчесгая  соотно- 
шешя  въ  кругЬ.  Тутъ  же  находятся  некоторые  частные  слу- 
чав 11нволюц10нваго  соотношешя  шести  точень,  но  нФтъ 
додобваго  соотношев1я  въ  совершенно  общемъ  ввдЪ.  Эта 
книга  нредставдяетъ  введеше,  ияъ  котораго  ваосл'Ьдств1и 
почерпаются  простыл  и  обпця  доказательства  теоремъ,  тре* 
бовавщихъ  у  древнихъ  долгихъ  н  трудныхъ  сообраакенШ. 
Именно  въ  втомъ  состояла  новввна  я  заслуга  метода  Де- 
Лагира. 

БромЪ  задачи  аЛ  Ьтез  е1  диаШог  Ыпеаз  и  преврасныхъ 
общихъ  теоремъ,  составлявшихъ  основаше  сочинешй  Девар- 
га  и  Паскаля,  въ  трактате  Де-Лагира  соединены  были  въ 
первый  разъ  всЬ  друпя  извЪстныя  свойства  коническихъ  сЬ- 
чен1й  и  доказаны  синтетически  однообразнымъ  и  нзящннмъ 
пр1емомъ.  ^Мнопя  изъ  предложенШ  принадлеяштъ  самому 
Де-Лагару.  Изъ  нихъ  прежде  всего  укажемъ  на  теорш  по- 
люеоеъ^  состоящую  изъ  сл^^дующихъ  трехъ  теоремъ« 

1  ^  ,1  Если  около  неподвижной  точки  будемъ  обращать  сЬ- 
^  кущую,  встречающуюся  съ  кондческимъ  сФчешемъ  въ  двухъ 
^точкахъ,  то  касательный  въ  этихъ  точкахъ  всегда  будутъ 
9  пересекаться  на  одной  прямой^  (Предложешя  27и28внм- 
ги  1-й;  24  и  27  книги  24). 

И  обратно:  ^  Ь)сли  изъ  каждой  точки  прямой  лиши  будемъ 
9  проводить  две  касательный  къ  коническому  сеченш,  то 
„прямыЯ|  соединяющ1я  точки  прикосновещяу  пройдутъ  че- 
„резь  одну  точку".  (Предложешя  26  и  28  книги  1-й;  23  н 
26  книги  2-й). 

Точка  эта  въ  последнее  время  названа  была  поАа>еомг 
прямоЗ,  а  прямая  '  полл|!>ою  точки. 
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2^  а  Беи  черею  неподвижную  точку  будемъ  Проводить 
уразличвня  сЪкупця,  пересФкающш  коническое  сечете,  то 
^ирямня  соедияиющш  попарно  точки  пересЬченк  двукъ  ка- 
«кяхъ-внбудь  еФкущихь,  будутъ  между  собою  иересФкаться 
,ва  пому^  неподвижной  точки*.  (Предложен1е  22  и  23  кн. 
Ьй;  30  кн.  2-а). 

3*.  Наконец^ь  ,  Точка  встречи  каждой  с^Ькущей  съ  подя- 
,рою  неподвижной  точки  есть  гармонически  сопряженная 
зСь  этою  неподвижной  точкой  относительно  двухъ  точекъ 
,перес4кчешя  сЬкущей  съ  кривою*.  (Предл.  21  кн.  1-й  и  23 
и  26  кн.  2-й). 

Последнее  предложете  было  известно  Аполлошю. 

Въ  трактате  Де-Лагира  оно  есть  основное  и  ввъ  него 
внводятся  ъ&к  друпя.  Иаъ  предложетя  3-го  книги  3-й  вид- 
но,  напримФръ,  вакъ  естественно  приводить  оно  въ  соот- 
ношешю  между  квадратомъ  ординаты  и  прямоугольникомъ 
ивь  отр^ковъ  оси. 

Такимъ  обравомъ  предложеше  это  играетъ  въ  обширномъ 
трактате  Де-Лагира  ту  же  роль,  какъ  теорема  о  Шиз  гее- 
Ыт  у  Аполлон1я,  какъ  инволюц1я  шести  точекъ  въ  ВгоиН- 
1оп  рго1е1  Лев  Сопцрлез  Деварга  и  какъ  мистичесшй  шести- 
угольникъ  вь  сочинеши  Паскаля. 

Легко  вядЪть,  что  ивъ  трехъ  упомяну^ыхъ  нами  зд^сь 
Ч^едложев1й  два  первня  заключаются  въ  теореме  о  четн- 
реугольнвкФ^  ввисаняомъ  въ  коническое  с1чен1е,~теорем^1, 
которую,  вакъ  мн  уже  говорили,  Паскаль  в^^роятно  внвелъ 
ивъ  своего  шестиугольника;  третье  же  предлоаюше  есть 
сл^дствхе  той  же  теоремы  на  основаши  131  предложешя  7-й 
кмнги  Математичеспаго  Собратя^  —  лредложен]Я|  которое 
нн  укааали,  говоря  о  Папм^Ь. 

Но  такъ  какъ  сочинеше  Паскаля  никогда  не  было  издано^ 
то  Де-Лагиру  принадлежитъ  честь  открыт1я  этихъ  прекрас- 
мнхъ  предложенхй.  Впосл1дств1и  они  были  воспроизведены 
Макдореномъ  въ  сочинешяхъ  о  фмоксьяхъ  и  о  геометриче^ 
скихъ  криеыхъу   Р.  Сиысономъ  въ  сочиневш    о  понич,^спищ 
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аьченгяхъ^    Едрно   въ  ТкеоНе  (1е$  Ьгапзьегааив   и  мвогими 
другими  геометрами. 

Первая  теорема  н  ея  взаимная  бмш  довазаин  восред- 
ствомъ  напядааго  и  весьма  взащааго  пр1емв  въ  Начерта- 
тельной Геометр1н  Монгва  и  раснроетранены  етммъ  внаме- 
нитымъ  геометромъ  на  поверхности  втораго  порядка.  Оь 
этого  времени  нолучаетъ  важность  и  обширное  примФнев1е 
теорхя  полюсовъ,  заключавшаяся  до  зтихъ  поръ  въ  наяван- 
выхъ  нами  ученыхъ  сочмнешяхЪ|  но  остававшаяся  почти 
неи8В'1ствою  для  молодыхъ  геометровъ,  взучавшмхъ  конмче- 
сшя  сЪчен1я  только  по  способу  аналитическШ  геометрЫ; 

Между  другими  зам'{|чательнымн  свойствами  коничесвяхъ 
сЬченШ,  открытыми  Де-Лагвромъ,  мы  упомянемъ  только  о 
геометрическомъ  мЪст^  вершины  прямаго  угла,  онисанваго 
около  коническаго  с^чензя;  вто  геометрическое  мЪсто  есть 
кругъ  для  эллипса  и  гиперболы  н  прямая  лин1я  для  парабо- 
лы (8-я  книга,  предл.  26,  27  и  28)  ^^);  Монжъ  обобщидъ 
также  и  это  предложеше  и  показалъ,  что  точка  пересЬченхя 
трехъ  взаимно  пердендикулярныхъ  плоскостей^  касающихся 
поверхности  втораго  порядка,  лежитъ  всегда  на  сферЪ,  ко- 
торая обращается  въ  плоскость  для  параболоида. 


»)  Де-ЛагЕръ  показалъ  также  {Мётйгтез  йе  ГЛсаЛётге  Ле  Вегепеев^ 
1704)  геометрическое  н^то  равинхъ  между  собою,  острвхъ  Н1н  ту- 
пыхъ,  угдовъ,  опясанннхъ  оводо  коническаго  с1чев1а;  это  есть  кривая 
четвертаго  порядка,  обращающаяся  въ  гяаербоду,  когда  данное  коми- 
ческое с^чеюе  есть  парабода. 

Въ  тоиъ  же  менуар^  Де-Лагиръ  изсд^дуетъ  втотъ  вопросъ  также 
для  цЕкдондн  и  приходить  къ  сд'Ьдующеиу  дюбопнтноиу  результату: 
вершник  равныхъ  угдовъ,  пряннхъ,  острнхъ,  или  тупнхъ,  онисавитъ 
около  этой  кривой  дежатъ  на  другой  цчкдоид^,  сжатой  иди  растянутой. 

Мы  нашли,  что  круговня  епициклоиды  обладаютъ  т^иъ  же  свойст- 
воиъ,  именно: 

Если  около  эпициклоиды^  образуемой  точкою  окруоктсти  круи1^ 
ка1пяща%ося  по  другому  кру^^  будемь  описывать  равные  меокду  собою 
уьАы^  то  вершины  ихъ  (^дутъ  леоюать  на  растянутой,  имь  сжатой^ 
впициклоидп. 


трвтьа  ЭПОХА.  145 

Де-Лагнръ  значительно  обогатидъ  также  теорш  фон/^о^ 
и  доказадъ  изящаое  и  простое  построеше,  посредством'^ 
пряхой  двщя  и  круга,  коническаго  сЪчешя,  нмФющаго  дан- 
НП&  фокусъ  и  проходящаго  череаъ  три  даввыя  точки.  За- 
дача  эта  ин^етъ  прилогевхе  въ  астрономхи  и  для  р&шен1я 
ея  знаменитый  астрономъ  и  геометръ  Галдей,  разр'ЬшившШ 
ее  въ  первый  разъ,  уаотреблялъ  гиперболу  ^')« 

27.  До  Декарта  еущсствоиадъ  только  одннъ  сноообъ  обра- 
яоваши  воничесвихъ  с'Ьчев1й,  именно  на  тАА^  т. -е.  на  ко- 
нуе!  съ  круглБгнъ  основашемъ.  Но  геометрая  этого  8нам<> 
нятаго  иреобравователа  пронавела  въ  теорш  этнхъ  1сривнхъ, 
также  вавъ  н  во  всЬхъ  другихъ  частяхъ  математики,  рйша- 
тельный  переворотъ:  она  научила  получать  ихъ  прямо  на 
плоскости,  не  пользуясь  при  этомъ  нисколько  равсмотрШ- 
енъ  конуса.  Декарту  было  достаточно  заметить,  что  въ  его 
системе  координатъ  вс!  коническ1я  с^четя  выраакаются  об- 
11Ц1мъ  уравнешемъ  второй  степени.  Такое  аналитическое  вы- 
ражеше  вело  къ  И8искан1ю  а  ра8вит1ю  ихъ  мпогочисдевныхъ 
свойствъ.  Этотъ  споеобъ  изсл'Ьдоваша  быль  привить  прежде 
всего  Валлисомъ,  который  первый  далъ  аналитическую  те* 
орш  коннческихъ  с&чевШ,  а  потомъ  большивстиомъ  геоме- 
тровъ,  писавшнхъ  объ  этвхъ  кривыхъ.  Впрочемъ  еще  впро- 
должеше  ц^лаго  стол&т1я  продолжали  разсматривать  кона- 
чеекЫ  сЬчевк  также  и  на  конус!  и  въ  сочинешяхъ,  лоявни- 
шихся  втечен1е  этого  времени,  соединяли  ыЛсЛ  обасшн 
еоба:  споеобъ  древиихъ  и  споеобъ  Декарта. 

Пр1емъ,  служивш1й  Дезаргу  и  Паскалю  для  образоватя 
коническихъ  сбчешй,  относился  къ  способу  древвихъ,  по- 
тому что  въ  вемъ  эти  кривыя  разсматриваются  какъ  перспе!^- 
тявы  круга.  Но  этотъ  пр1емъ  получилъ  весьма  ваясное  прс^ 
ммуп^ество,  благодаря  употреблешю  теорхи  трансверсалей, 
которою   древп1е   пользовалась   только  въ    системахъ    пря- 


'*)  МеНюЛив  с[ггеЫа  е1  деотЫггса   си^из  оре  гпVе8^^дап^и^  АркеЫа 
ей.  Р1апЫагит   РЫ1о8орЫса1  Тгап8ас(;юп8,  1676,  и^  128. 
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иштк  лшшй,  но  не  прилагали  ни  къ  кругу,   ни  къ  вовпе- 
сквхъ  сЬчешямъ. 

ГригорШ  С  Винценть,  вакъ  мы  уже  говорили,  придуиап 
множество  споеобовъ  образовать  воничеспя  с1чев1я  одни 
П0Н0Щ1Ю  другихъ;  Шутенъ  далъ  несколько  споеобовъ  орга- 
ническаго  обравовашя  ихъ;  Де-Виттъ  сдФлалъ  еще  шагь,  обрат 
вуя  эти  крввш  различннми  весьма  общими  способами,  ко- 
торвми  01%  искусво  оользовалси  дли  вывода  ихъ  вааиМ- 
шихъ  свойствъ;  но  вс%  эти  способа  не  бнли  одииаковидлл 
веФхь  трехъ  вядоиь  вояическихъ  сЬчешй. 

Де-Лагиръ,  им^  передъ  главами  сов^)шеш10  общЛ,  но 
аваштнчеекШ,  способъ  Декарта  и  попытки  Де-Витта,  ста- 
рался также  найти  обпцй  0р1емъ  для  обра80вав1я  конячеекнп 
сЬчешй  на  плоскости,  который  могъ  бы  вести,  также  кавъ 
и  въ  случае  обравован1я  якъ  на  нонусЬ,  кь  докавательству 
свойетвъ  втнхъ  цривыхъ. 

28.  Въ  1673  и  1679  годахъ  оаъ  двоакимъ  обравомъ  вы- 
полмнлъ  это  намФреше  въ  двухъ  сочинетяхъ,  которым  вред* 
шествовали  его  большому  трактату  1685  года  и  съ  кото- 
рнхъ  началась  его  ивв^Ьстность,  кавъ  геометра. 

Въ  соинеши  1679  года  '^)  Де-Лагиръ  опредФллетъ  вони- 
юсюя  е1бчетя,  какъ  таюя  кривые,  въ  которыхъ  сумца  или 
раввость  равстояшй  каждой  точки  отъ  двухъ  нелодвижмыхъ 
тоюкъ  остается  постоянная  или  каждая  точка  находится  въ 
одияавовомъ  разстоянш  отъ  данной  точки  и  дайной  прямой. 
Исходя  ивъ  одного  этого  полоявешя,  онъ  выводить  множе- 
ство свойствъ  втихъ  кривыхъ. 

Такая  постановка  теор1и  коническихъ  с^ченШ  была  при- 
нята многими  геометрами,  которые  положили  ее  въ  освова- 
ше  свонхъ  сочинешй;  таковы  марквзъ  ЬЬор1Ц1,  К.  Зтаоп, 
вшбпёе,  Маас1ш1  и  др. 

Въ  сочинен1и  своемъ  Де-Лагиръ  прнсоеднннлъ  въ  этому 
еще  двЪ  особый  части  о  геометрическихъ  м^стахъ,   ввсл'Ь- 


**)  II'оиVеаиx  Лёттз  Лег  весЫ(т8  сопгдиев.  Ьез  Ней»  дёатЛНдцев. 
Ьа  с(пШгисИ(т  ои  е1ТесИ(т  Лев  ёдцоЛюм.  (1п— 12;  1679). 
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1%  ВО  сдоеобу  Декарта,  н  о  оршДмаш  ав»  1»1М- 
етроевш  уравневШ. 

Поел&днаа  часть  оканчивается  построешемъ  восредствомъ 
араасй  лаЫи  а  круг»  одной  шяь  еамнжъ  авамеяатвхъ  аадачь 
въ  теор1ж  ховхчесвш»  с^чешй,  вненно  задам  о  лроаедев1а 
норхап  черевъ  точку,  взатую  ыЛ  кривой»  Аядерсоиъ  ^^ 
Сжит  ж  Гюйгенсъ  решили  эту  задачу  только  ди  иараДодн; 
МО  не  представило  большой  трудности,  потоку  что  вадачн 
ходускаетъ  въ  атомъ  случае  только  три  рйшеш  и  потопу 
коа&етъ  быть  р^Ьшена  при  помощи  одного  круга.  Но  въслу- 
1аЬ  эллипса  и  пперболв  задача,  допуская  четыре  решетя, 
представляетъ  больлпя  затрудиешя  и  достаточно  доказываетъ 
зекуство  Де-Лагира  въ  Декартовомъ  аналнз^Ь. 

29.  Въ  сочинеши  1673  года  подъ  заглав1епъ:  ШиреПе  те- 
ОтЛб  еп  ОеотИгге,  ранг  1ев  аесИопв  Лез  аирег^гЫез  сопг* 
([Шел  еЬ  суипЛп^ие8у  Де-Лагиръ  является  пнсателемъ  вполвЪ 
орпгипальппмъ  и  новынъ,  и  оно*то  заставляетъ  пасъ  вкзго- 
чять  этого  геометра  въ  число  основателе  новой  геометр1и. 

С!очинеше  это  состоять  изъ  двухъ  частей^  изъ  которыхъ 
пждая  представляетъ  особый  новый  методъ  и  особый  до- 
стоинства. Приведенное  нами  выше  заглав1е  относится  пре- 
жмуп^ественао  къ  первой  части,  въ  которой  авторъ  разсма- 
1риваетъ  кривыя  на  конусе;  вторая  же  часть,  гд^Ь  онъ  обра- 
зуеть  ихъ  на  плоскости,  носитъ  назван1е  Папгсат^иез. 

Первую  часть  моашо  разсматрввать,  какъ  опытъ  того  спо- 
соба, которому  Де-Лагиръ,  спустя  дв-Ьнадцать  л^Ьтъ,  слЪдо- 
валъ  въ  своемъ  бэльшомъ  трактат-Ь;  дМстввтельно  эта  часть 
иачянается  двадцатью  леммами,  относящимвсз  къ  тЪмъже 
оредметамъ  какъ  и  1-я  книга  трактата;  потомъ  де-Лагиръ 
врилагаетъ  ихъ  къ  доказательству  важнМшихъ  свойствъ  ш>- 
иичеекнхъ  с1чен1й,  съ  общноспю  для  того  времени  новою 
в  беаъ  помощи  осеваго  треугольника.  Но  доказательства  эти 


^  А*  АпЛепоп4  ПхегеиаИомлт  пии^^епшНеагит  Леса»  рНта^  е^. 
1019,  ««— ^« 
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ляашсо  6Щ0  8в  вредстаыяютъ  той  стспевя  наацестм  в  про- 
стоты, какъ  въ  трактат-Ь  1685  года. 

Въ  Р<а1мат1дг||е9  Де-Лапръ  навагаетъ  взобр^теиний  имъ 
общ1й  схгособъ  обравомшя  коня^есквхъ  с^четЯ  ка  вюсво* 
от»;.  вх'Ьоь  врввыя,  кавъ  в  въ  кроетранетгЬ,  обравуютея  при 
помощв  круга  я  при  этомъ  не  лредпояагаются  иввЪстнвяв 
вякак1я  свойства  вхъ;  впосл'Ьдств1я  Де-Лагвръ  докавываегь, 
по  обравуенвя  такямъ  обравовъ  крввыя  дМстввтеяьно  одя- 
окоов  съ  гЬвИэ  которая  получаются  въ  вростраяствЪ  на 
жовуе!».  Особенно  хорошо  въ  этомъ  способЬ  то,  что  свой- 
ства круга  распростравяются  на  р1апгеа1щие8  ори  ново- 
щв  т!Ьхъ  асе  яеввъ,  которыя  сяужатъ  дяя  распростраиеои 
свойствъ  кругъ  ва  сЪчешя  конуса,  и  докавательства  ори  втомъ 
остаются  тЬже,  какъ  въ  первой  «1асгв» 

30.  Т1в1къ  кавъ  это  нервов  сочинен1е .  Де-Лагвра  чрезвы- 
чайно р1|дко  и  такъ  какъ  висателя,  иногда  уномвнавш1еобъ 
нохъ,  не  достаточто  зваковятъ  съ  его  навравлев1снъ  *% 
то  1№  считаенъ  ве  лишвимъ  войтв  зд'Ьсь  въ  нАкоторня  по- 
дробности объ  этой  удивительной  теор1и  р^ап^соп^^и€8^  ко- 
торая такъ  долго  оставалась  невзв'Ьстною  в  забытою,  но  ко- 


**)  Вг  РЫ1о8орМса1  Тгап8асИоп8  1Ы6,  п^129,  лом^щевъ  б дагопр1ят- 
ный  отзнвъ  о  сочинев!!!  Де-Лагяра,.  но.  ничего  не  говорится  о  его 
Р1ап4с<т(диеа. 

Въ  ^(тта^  йеа  Ва^апв  (1670,  17  ВбсетЪге)  иосл%  разбора  цервой 
части  сочинев1Я  сказаны  о  р1ап%ооп%с[ие8  только  сл^дуюоця  слова,  ко- 
торнхъ  было  бы  достаточно,  чтобы  предохранить  эту  теорю  отъ  заб- 
веи1я:  ^Авторъ  прибавнлъ  къ  своеиу  новому  методу  трактатъ  о  р1ап1- 
сошдпев,  который  чрезвычайно  хорошъ  и  очень  удобенъ,  такъ  какъ 
въ  немъ  в1тъ  надобности  воображать  нп  какого-нибудь  г1ла,  ни  пло- 
скости, крои!  тоИ,  ва  которой  разсматриваетсд  фигура*. 

Вольфъ  въ  своеиъ  хоммеытарьл  кь  вс^окнпйшимь  еачипемямь  чеаме- 
щровъ  приводитъ  ь(Л  друпя  сочинев1я  Де-Лагира,  во  совершенно  опу- 
скаетъ  то,  о  которомъ  мы  говоримъ.  Моатукла  не  говоритъ  о  немъ  нн 
слова.  Впрочемъ  СогпеИпв  й  Вев^Ъет .  упомянулъ  о  неиъ  въ  В%Ыи>дга- 
рЫса  тЫкепыШеа  и  потомъ  МнггЪагд  также  запнсалъ  его  въ  ВМШНеса 
тЫкетаИса. 
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тори  представляеп  первой  довольно  обцМ  способа  пфе- 
о(^^а90ван%я  фиь^/рь  еь  друггя  $пакои>  же  рода. 

Представнш  ее&к  на  плоскости  двф  парвыельнкя  между 
собою  првхнх,  нвъ  кото1гыкъ  одну  авторъ  навввжеп  о^«* 
аутцеб  {/огшмМсе)^  другую)  ~  направляющей  {МгеФчее)^ 
I  жромФ  того  точву,  яаввваекую  помосажи  И8%  каждой  точ«> 
п  М  кривой,  дайной  на  плоскости,  проводимъ  но  пронзиоль- 
нону  направлевш  секущую;  она  встретится  еъ  направ^м9• 
щею  въ  точке,  которую  соедиияемъ  пряною  лив1ею  еьооч 
юсонъ,  и  съ  обравующей— въ  другой  точке,  иаъ  которой 
проводинъ  параллельную  къ  предыдущей  примой,  Эта.п!^^ 
раллельная  встретится  съ  прямою,  идущею  отъ  тоивщ  ЛГ  мъ 
полюсу^  въ  точкЬ  М,  которая  такнмъ  обравомъ  обраме^^на 
точкою  М. 

Каждая  точка  данной  кривой  обравуетъ  подобнымъ  же  об* 
рааоиъ  соответственную  точку  второй  кривой* 

Точки  примой  ЛНВ1Я  ОбравуЮТЪ  точки    другой    прямой  Л|'. 

И1И,  обе  эти  ЛИН1И  пересекяются  на  обрмующейш 
Наконецъ,  точки  круга  обраауютг  точки  коническаго  от* 

Чтобн  доказать  это  предложение,  не  предполагая  извест- 
шмъ  никакого  свойства  коническихъ  сечевШ,  Де-Лагвр% 
оредставляетъ  себе  конусъ  съ  круговнмъ  основан1емъ  и  на 
ненъ  плоское  сечеше;  затемъ  онъ  совмещаетъ  плоскость 
|руга  съплоскостш  сечен1я,  обращая  ее  около  лив1и  пере- 
еечевоя  втихъ  плоскостей;  потомъ,  прнвявъ  эту  лишю.за 
о6ра91/тцрЮу  другую  (имевно  линш,  которая  въ  первомяг 
чапномъ  положешн  плоскости  круга  есть  пересечен1в  съ 
0Л0СКОСТ1Ю,  проведенною  черезъ  вершину  конуса  параллель- 
но плоскости  коническаго  сечев1я) — ^за  направляющую  я  из- 
гЬстнымъ  обравомъ  нзбраниую  точку  за  полюсь^  онъ  дока- 
шиаетъ,  чревъ  сравнете  подобныхъ  треугольниковъ,  ^о 
это  еечен1е  можетъ  быть  образовано  кругомъ  *®).  ^ 

*)  Это  доказательство  довольно  трудно;  начало  нерсоектнва»  копи 
рое  ин  вывели  наъ  теоремы  Дезарга,  доставллетъ  доказательство  са« 
юе  естественное  я  въ  въ  вышеВ  степеин  простое. 
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Тшовъ  бв1ъ  евособь  Де-Лагшра  для  пол7чба1я  конпес- 
кшхъ  сЪчешй  на  иоскоеп  бюъ  понощя  вепаго  т^а  н  аса- 
ми друге!  паоскооти,  крокЪ  плоскостн  <1^теаш.  Это  овъ 
вашйвате  перевести  конусь  и  ею  етченгя  на  плоскость,  Въ 
]фодтлоша  аь  еошневш  1в79  года  о^  говорить:  я  при- 
Аамл$  т  9тшт  плоатмг  спчтгялиъ  пиь  же  доказательства, 
катя  даны  мною  для  ттьла,  и  мо%1(  сказать^  что  сочиненге 
мое  «ммо  счаст^е  засл^рюить  одобренге  самыхв  ученыхь 
%еометро€^ 

Но  нав^етностБ  этого  сочннешя  продолжалось  недолго  ■ 
онО|  не  смотра  на  своа  несомв^нния  достоанства,  бол^е 
укга  оставалось  въ  забвеши;  это  могло  бн  удивить  насъ, 
если  бе  МО  не  знали,  что  у  всякой  эпохи  есть  свои  во- 
просы дня  и  что  самыя  лучш1я  и  полезный  идеи,  чтобм  быть 
придиаынымв,  должны  появляться  въ  тавое  время,  во^да  умы 
обращены  къ  предметамъ  съ  ними  сроднымъ.  Исторгя  ваукъ 
на  всяюжь  шагу  даетъ  намъ  доказательства  этой  встинн  **). 

31.  Ле-Пуавръ.  Впрочемъ  способъ  Де-Лагира  былъ  въ 
1704  году  воспрои:шсденъ,  или   лучше   сказать    изобр^тснъ 
виовь^  Ле-Пуавромъ  (Ье  Ро1Уге  <1е  Мопз),  геометромъ  ьъ  ва- 
ше время  неизв^стнымъ,  но  о  которомъ  было  бы  несправед- 
ливо ае  упомянуть  вм'ЬстЪ  съ  Декартомъ,  Паскалемъ  и  Де- 
Лагиромъ  въ  исторш  про0схожден1я   и  развит1я   новой   гео- 
мстрш.  Гочиневхе  его  носило  такое  заглав1е:  ТгаИё  с1ез  вес- 
Ноп$    Ли  суЫпФге  е1  Ли  сбпе^   сопзгЛёгез   Лапз  1е  зоШе    еЬ 
Лапв  и  р1аПу  ^Vсс  Лев  ЛётопзЬгаЫопз  згтр}ез  е{   поиреИсз 
(во  страницъ  ш  8®).  Часть,  относящаяся  къ  образовавпо  ко- 
янческихъ  с^чешй  на  плоскости,   есть   въ  сущности   ничто 
иное,  какъ  методъ   Де  Лагира,   но  онъ   пред  став  ленъ  зд^^сь 


^)  ВяЛаЛ  съ  МоитуклоВ  мы  могли  бы  прибавить,  что  «иредрая* 
судки  бнваютъ  даже  въ  геомотрш*  и  р^дво  люди,  иртвывшве  долгое 
время  къ  ра8сужден1яяъ  изв'Ьстнаго  рода,  бнваютъ  расположены  оста* 
вижъ  старая  приввпки  и  усвоить  евб!  иевмя  оужд0и1я*^  (^НШЫге  йев 
таМтсЛщышз,  %.  11,  р.  144.) 
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совершенно  въ  другомъ  ьшкЬ  ж  васдуживаеп,  чтобц  ]|»  аа^ 
«жил  его  особенности  и  пр1енн  *'). 

Первоначашная  нвсль  автора  состоада|  кажется,  вътомъ, 
побн  провести  на  конусе  1фив7Ю  плоскаго  сФчевк,  не  про- 
воц  самой  плоскости;  и  авхоръ  д'блаетъ  это  двумя  еноео- 
баш:  посредствонъ  перес^ЬченЕя  каждой  образующей  конуса 
еъ  другою  нзв&стнннъ  образомъ  проведанною  прямою  и 
посредетвомъ  пропррцк»  послЪдшй  |Членъ  которой  служить 
т  определен!!  на  каждой  образующей  точки  кривой  с^ю* 
ш.  Потокъ  онъ  зам^шетЪ)  что  эти  построения  могутъ  бвть 
ввполненн  не  только  въ  пространстве,  но  н  на  сахой  пло- 
скости  ]фуга,  служащаго  основан1емъ  конуса,  и  что  они  в^ 
ДТП  въ  этомъ  случае  кь  т^мъ  же  самнмъ  кривымъ. 

Представимъ  себ&  хонусъ  съ  вруглымъ  оеновав1еигъ;  нро- 
ю<шно  проведенная  плоевость  о^бразуетъ  на  немъ  вми- 
веское  с^чгеше;  требуется  построить  эту  кривую  бевъ  но* 
мощи  плоскости,  въ  которой  она  находится.  Для  этого  нуж- 
но прежде  всего  взять  въ  пространств!  элементв,  необходн* 
мне  для  опредЪлешя  положешя  этой  плоскости;  это  июжяо 
ед1лать  равлпннмъ  обрюоиъ*  Ле-Пуач)ъ  беретъ  ел^дъ  с!- 


**)  Оганвв  объ  моиъ  еоииев!!  бклп  шиАценн  въ  7аыг9ш1  йеввл- 
мм  1704  н  вь  Лейл  епМагпт  1707  года. 

Вь  довольно  обшврно!  статье  7оигпа1  с1ея  8арап8  предполагаете^ 
шатея«  1Т0  способъ  Ле-Пуавра  ваимствованъ  у  Де-Лагира.  Но  кн 
16  юженъ  сопаситьса  еъ  втнмъ  мв^в!е11ъ,  потому  по  пути  нзобр^Ь- 
теяи  слгаоьомъ  раздячнн  въ  атихъ  двухъ  способахъ.  Прибавнмъ  въ 
попу,  тго  еочвиеше  Ле*Пуавра  содержитъ  еще  открятне,  котораго 
Нп  въ  со<пнен1в  Де-Лапфа  и  которое  не  было  вамФчено  авторомъ 
ст1в  7оита1  Лев  Ваюапв;  тамъ  находнмъ  вкевио  другоЯ  ево^объ 
<^^рвзова81я  этихъ  фвгуръ,  основанннй  на  вхъ  метрвчеешаъ  ееетно- 
веиихъ;  способъ  атотъ  могъ  бн  новестн  Ле-Луавра  въ  весьма  важ* 
тъ  еЛдс<В11мъ»  еедн  бн  авторъ  рдзввп  далФе  свою  счаетлаую 


1е1вц|гек1В  журналъ  отвнваетсд  очень  благосклонно  о  соч1Ндн1я 
'^Пуа^|ц  тамъ  говорнтсд:  < ЛГо»  воХшл  т^а  раиеав  радеХШ  раЛта* 
уш  лйеМмийм  еопшлгыт  ргарг%еМвв  ш1яга  /"асШШе  ас  регщ»4с1Ша1ш 
Щ^каФ;  веё  Шег  еаа  ^ио^ие  аНдшЛ  ргоропи  т^еа  рш^ыт  содпЛаву^ 
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кущей  шгоскости  на  плоскости  осяован1я  конуса  и  другую 
прямую,  параллельную  этому  сл^ду  в  получаемую  отъ  пере- 
с^яевш  плоскости  основав1я  съ  плоскоспю,  проходящею  че- 
ревъ  вершину  конуса  и  пара^^лельною  плоскости  сЬчешя.  Этя 
дМ  прямая  и  верпхина  конуса  вполне  опредФляютъ  положе- 
в1ё  плоскости  с%чен1я  п  потому  он^Ь  должны  быть  треня 
данными,  достаточными  также  и  д.1я  построешя  кривой  пе- 
рее1чен1я  конуса  съ  плоскостью,  если  только  такая  кривая 
д^кйствительяо  существуетъ. 

Но  легко  видеть,  что  это  построенге  будстъ  выполнено 
сл4)1уюй^имъ  образомъ:  череяъ  точку  ЛГ  круга  основашя,  на- 
8ываем1{го  о^азующимъ  кругомъ  {сегсИе  дёпе'га{еиг),  прове- 
демъ  какую-нибудь  сЬкущую,  которая  встретится  со  слгьдомь 
плаекоети  е%чеп1я  и  еь  лишею  ему  параллельной  въ  двухъ 
точкахъ;  ееедвнимъ  вторую  точку  съ  вершиною  ^9  конуса 
прямою  лпшею  и  къ  этой  пря^юй  проведемъ  параллельную 
черевъ  первую  тачку.  Эта  параллельная  очсв№Дно  буд«?гь  ле- 
жать въ  плоскости  сЬченЕя  и  встр'Ьтится  съ  обравующей 
8М  конуса  въ  точк^Ь  ЛГ,  принадлежащей  искомой  кривой. 
Для  всякой  другой  точки  обра^у^ощаго  круга  получимъ  дру- 
гую точку  кривой  с'Ьчен)я. 

Это  110Строен1е  совершенно'  общее;  оно  еуществуеп^  ка- 
ково бы  ни  было  лоложеше  точки  в  въ  пространств'^;  оно 
прим'Ьнимо  и  къ  тому  случаю,  когда  эта  точка  находитсл 
въ  плоскости  круга,  когда  сл'Ьдоватольно  пТ^тъ  бол^Ье  ко- 
нуса. Кривая,  обрааусмая  точкой,  и  въэтомъ  случае  будетъ 
коцвческое  с:Ьчэи1е  ^') 


^')  Чтобы  убедиться  въ  втоиъ,  проложямъ  кривую,  которую  мы  по- 
етрокли  въ  ороетравств^,  иа  плоскость  круга  со  вс^ия  лян1ями,  слу- 
живйяяи  для  построев1я.  Въ  проложев1и  получимъ  кривую  и  вряныя, 
олужаяЦя  ямевно  для  ея  построев1Я,  точно  также  какъ  пряиыя  въ  про- 
странстве служили  для  построен1Я  сЬченЕЯ  конуса;  другими  словами, 
иоетроев!е  криво!  въ  ороложен1и  будотъ  оовершевио  сходно  съ  но- 
строен1еиъ  кривой  въ  пространстве;  если  при  этомъ  возьмем^  провкти- 
рующ1я  лин{в  перпендякуллрння»  к^  сл^ду  плоскости  сечен1я  на  нло- 
свбс^  оеновав1я  и  одинаково  наклоненвня  къ  этямъ   двумъ    плоско- 
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Тахнвгь  обршохъ  построеше  Ле*Пуавра  прилагается  къ 
-обрааовавш  конншсвихъ  сЬчевШ  какъ  въ  плоскости,  такъ  и 
п  пространстве.  Въ  случае  плоскости  это  построеше,  кавъ 
ш  видихъ,  одиваково  сь  построешемъ  Де^Лагира.  Точка  6^ 
есть  полюсь^  слФдъ  секущей  плосвости-^обра^умж^ол,  а  лп- 
ни  параллельная  ему — направляющая, 

32.  Вообще  въ  геометр1и  есть  два  способа  применять  къ 
д&лу  р%шен1я,  полученшм  теоретическихъ  путехъ.  Первый 
способъ  состоитъ  въ  томъ,  что  исвомня  точки  строятся  по- 
средетвомъ  пересФчетя  лив1й;  второй  —  въ  тонъ,  что  эти 
точки  опред'Ьляются  помопцю  формулъ,  которня  путеиъ  вы- 
чяелешя  приводятъ  къ  числовнмъ  результатамъ.  Всегда  по- 
леано  исвать  рФшеше  въ  этвхъ  обовхъ  вндахъ,  потому  что 
И1ЖДНЙ  ияъ  нихъ  внакомитъ  съ  свойствами  фвгуръ,  воторыя 
не  указываются  другимъ;  вовросъ  только  тогда  рёшенъ  окон- 
чательно, когда  онъ  ивсл^дованъ  со  всФхъ  сторонъ,  когда 
открыты  и  обнаружены  всЪ,  какъ  графичесшя,  такъ  и  метри- 
чеспя  свойства,  выраженный  укаванными  нами  двумя  ви- 
дами рЪшензя. 

Изложенное  нами  построете  коническаго  сбченхя  въ  про- 
странстве или  на  плоскости,  принадлежитъ  къ  первому  роду 
р^шешй.  Чтобы  превратить  его  въ  числовую  форму^  срав- 
нммъ  два  подобные  треугольника»  им^^ющге  общую  вершину 
въ  )8^;  отсюда  получимъ  пропорц1ю  между  сторонами  нхъ, 
прилежащими  въ  этой  вершине.  Изъ  этой  пропорщи  най- 
дется ра8стоян1е  точки  М  коническаго  сЪчешя  отъ  со- 
отв4Ьтствующей  точки  круга;  это  и  будетъ  искомая  формула  ^^). 


схяп,  то  въ  про10жен1и  получится  кривая  совершенно  одинаковая  съ 
ц»ивой  с^чешя;  следовательно  это  будетъ  коническое  сечен1е. 

Отсюда  же  видно,  что  при  распространен1и  на  ?соничесв1Я  с^чевхя 
свойсхвъ  крута  нужна  одни  и  т^  же  доказательства,  будеиъ  жя  мы 
разсматривать  коническое  сечен1е  въ  пдоскости  круга,  или  въ  про- 
странств!. 

^}  За  невзв^тное  лучше  принять  раастоянге  точки  М'  отъ  в;  въ 
момъ  случае  формула  естественннмъ  образомъ  ведетъ  къ  различннмъ 
свойетвамъ  коническихъ  сФчешв,  между  прочимъ  къ  свойствамъ  фоку- 

Вии.  ТШ.  Отд.  П.  4 


154  ИСТ0Р1Я   ГЕ0МЕТР1И. 

33.  Нельзя  себ4(  представить  способа^  который  быль  ба 
богаче  и  удобнее  способа  Де*Лагира  и  Ле-Пуавра  Д1я  от- 
врыт1я  мвогочисденныхъ  свойствъ  вонйческихъ  сЬчбнШ  при 
помощи  круга;  но  выгоды  втого  способа  не  должны  были 
ограничиваться  только  втимъ  частнынъ  прии'Ьнешемъ;  спо- 
собъ  втотъ  ин^лъ  лучшую  участь  впосл%дств1иу  тшъ  вавъ 
въ  немъ,  также  вакъ  въ  способ'Ь  перспективы,  заключалось 
общее  средство  для  прео^азоеангя  на  плоскости  однигь 
фигуръ  въ  друпя  того  же  рода. 

Важность  подобнихъ  способовъ^  составляюпцгхъ  одинъ  нвъ 
главныхъ  отд%ловъ  новой  геометр1и^  заставляетъ  насъ  вы- 
сказать еще  несколько  соображешй  о  способе  Де-Лагира  и 
Ле-Пуавра,  чтобы  показать  соотношеше  его  съ  пргеками  пер- 
спективы^ съ  подобнынъ  же  прхеиомъ,  изобр'Ьтеннымъ  почти 
въ  то  же  время  Ньютономъ,  и  съ  иногиии  другими  способа- 
ми  бол'Ье  поздняго   происхождешя,  о  которыхъ  мы  будемъ 

говорить   ВП0СЛ%ДСТВ]И* 

Въ  способе,  который  употребляли  Де-Лагяръ  и  Ле-Пуавр*ь 
для  преобразован1я  круга  въ  коническое  сечете  на  плоско- 
сти, обнаруживается  сл'Ьдующее  отличительное  свойство: 
ВСЯКОЙ  точк'Ь  и  прямой,  относящимся  къ  образующему  вру- 
гу,  соотв^тствуетъ  точка  и  прямая  относительно  кониче- 
скаго  сЬчешя;  и  соотношешя  между  положешями  втихъ  фи- 
гуръ таковы,  что  дв^  соопшьшственныя  точки  лежать  все- 
гда на  прямой,   проходящей   чрезъ  постоянную   точку  <5Г,  и 


совъ,  о  которыхъ  авторъ  не  говоритъ   ничего.   Ддя    этого   достаточно 
поместить  точку  /К  въ  центръ  образующаго  круга. 

Посд'Ьднее  замечание  касательно  положен1Я  точки  /5^  относится  так1ке 
и  къ  Трактату  Де-Лагира,  въ  которонъ  онъ  доказнваетъ  свойства  фоку- 
совъ,  но  не  приходитъ  къ  этимъ  точкаиъ  путеиъ  открнпя,  а  предпо- 
дагаетъ  ихъ  тгав'ЬстнЕШи  а  рггог%^  такъ  какже  и  Апо ллонШ  въ  «ковиче- 
скихъ  с^чен1дхъ>.  Помещая  полюсь  въ  центре  круга,  но  при  какомъ 
угодно  П010жен1и  образующей  и  направляющей  (лишь  бы  он^  бнлн  наряя* 
лельнн  между  собою),  мн  иолучаемъ  тоническое  с^чеше,  для  котораго 
полюсь  служитъ  фокусомъ:  при  зтомъ  различныя  свойства  круга  вепо- 
средственно  приводатъ  къ  свойстваиъ  фокусовъ  коническаго  е^^чевш. 


ТРЕТЬЯ  ЭПОХА^  1^ 

дв(  соотвгьтствеинця  лрамыя  пэрес^каются  вшгда  ва^по- 

»      ■ 

стояввой  оси,  именно  на  пряной,  которую  ны  вазвадн  об- 
]^аз^щей  въ  способе  Де-Лагира  и  разсматривади  какъ  сд^д^ 
шоскостн  сЪчешя  въ  сцособ'Ь  Ле-Пуавра. 

Эти  постоянныя  точка  6^  и  ось,  если  ихъ  разсматрнв&ть 
хаЕЪ  принаддегащ1я  къ  кругу,  соотв^тствуютъ  сами  себ'Ь 
относительно  коническаго  с^чешя;  такъ  что  он%  играютъ 
одинаковую  роль  относительно  той  и  другой  кривой/ 

Если  И8ъ  этой  постоянной  точки  можно  провести  къ  кру- 
гу дв'Ь  касательння,  то  онЪ  будутъ  также  касательными  и 
къ  коническому  с^ченш;  если  постоянная  ось  перес^^каетъ 
хругъ  въ  двухъ  точвахъ,  то  черезъ  эти  же  точки  пройдетъ 
л  коническое  с^чеше* 

Можно  доказать  также,  что,  если  дв^^  прямыя  параллельны, 
то  соотв'Ьтственныя  ихъ  пересекаются  въ  точк^  прямой,  ко- 
торую мы  назвали  направляющей'^  такъ  что  каждой  безко^ 
нечно  удаленной  точк']^  одной  фигуры  соотв^тствуетъ  на  дру- 
гой точка  направляющей.  Но  такъ  какъ  прямой  лин1и  мо- 
жетъ  соответствовать  только  прямая  же  лишя,  то  мы  за- 
ключаемъ,  что  вс^  безконечно  удаленный  точки  плоскости 
должно  разсматривать,  какъ  расположенный  на  одной  прямой. 

34.  По  вс^мъ  этвмъ  свойствамъ  мы  узнаемъ  гол<04ог1^четл 
фигуры,  теор1я  которыхъ  дана  была  въ  первый  разъ  Понселе 
въ  ТгаШ  скз  ргортгНёз  р^о^ес^^Vе8.  Полюсъ  ^  есть  центръ 
юмологШу  а  образующая— ось  гомологги. 

Лица,  привыкш1я  къ  приложешямъ  перспективы,  узнаютъ 
также  въ  этомъ  преобра80ван1и  т^  самыа  фигуры,  который 
ч^тятся   на  плоскости  и  должны  быть  одна  перспективою 

другой, 

Такимъ  образомъ,  если  будемъ  разсматривать  образующую 
(или  ось  %омолог%и)  какъ  общгй  прорп^зъ^  направляющую  1^9лъ 
лингю  горизонтальную,  основаше  перпендвкуляра,  опущен- 
нам  нвъ  полюса  (или  центра  гомологги)  на  направляющую— 
какъ  точку  зргьнгя;  если  потомъ  для  получен1я  точки  раз^ 
стоянгй   отложимъ  на   направляющей^  начиная    отъ   точки 

4* 
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8р%н1Яу  отр§80Ю  равннй  вышеупомянутому  перпевдикудяру, 
н  если  по  этинъ  даннвнъ  построихъ  перспективу  Еониче- 
сваго  сФтен1я,  получаеиаго  по  способу  Де-Лагира,  то  поду« 
чимъ  ничто  иное,  хавъ  образующИ  круга.  (См.  Прим%чан1е 
ХУШ). 

И  тавъ^  общее  построеше  коническихъ  сФчешй  на  плос- 
костиу  въ  которому  стремился  Де-Лагир^,  собственно  гово- 
ря, существовало  уже  съ  давнихъ  поръ^  но  оно  не  было  ему 
нзв^Ьстно,  потому  что  встр-Ьчалось  только  въ  практическихъ 
приложешяхъ  перспективн  и  употреблялось  только  худож- 
никами. Весьма  важная  ааслуга  Де-Лагира  состоигь  въ 
томЪу  что  онъ  первнй  задумалъ  воспользоваться  этимъ  про- 
обра80ван1емъ  фигуръ,  какъ  пособ1емъ  для  рац10нальной  гео- 
метр1и,  съ  ц%Л1ю  переносить  прямо  свойства  одной  кривой 
въ  плоскости  на  друг1я  кривыя. 

Способъ  этотъ  былъ  обобщешемъ  двухъ  другихъ  преобра- 
80ван1й  фигуръ.  Первое  изъ  нихъ  состоитъ  въ  томъ^  что  изъ 
постоянной  точки  проводятся  ко  вс^мъ  точкамъ  кривой  ра- 
Д1усв^  которые  продолжаются  въ  постоянномъ  отношенш; 
концы  продолженныхъ  такимъ  образомъ  рад1усовъ  лежать 
на  другой  кривой,  подобной  прежней  и  подобно  располо- 
женной относительно  постоянной  точки;  второе  преобразо- 
ваше  состоитъ  въ  томъ,  что  изъ  всФхъ  точекъ  кривой  про- 
водятся ординаты  на  постоянную  ось  и  изменяются  въ  дан- 
вомъ  отношеши;  концы  ихъ  принадлежатъ  другой  кривой 
одинаковой  степени  и  одного  рода  съ  данною  кривою;  при 
этомъ  касательный  въ  двухъ  соотвФтственныхъ  точкахъ  об4&- 
ихъ  кривыхъ  пересекаются  на  постоянной  оси.  Этимъ  сш>- 
собомъ  Стевинъ,  Григорхй  С.  Вивцентъ  и  еще  прежде  и^ъ 
знаменитый  живописецъ  Альбертъ  Дюреръ  получали  эллипсъ 
посрецствомъ  круга.  Оба  эти  способа  прео<^адовашя  полу- 
чаются изъ  способа  Де-Лагира,  если  предположимъ  въ  пер- 
вомъ  случае  следъ  и  направляющую,  а  во  второмъ  случа*Ь 
точку  ;$ — ^на  безконечномъ  разстояши. 

Въ  сочинети  о  кривыхъ  лишяхъ  известнаго  геометра  Джо- 
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яа  Лесли  *^  находимъ  построеше  коническихъ  с1(чешй  по- 
средствомъ  пересЪчешя  двухъ  прамыхъ!  вращающихся  около 
хвухъ  неподввовныхъ  подюсовъ;  это  построеяхе  также  при- 
водится къ  построенш  Де-Лагира.  Лесли  получидъ  его  при 
помощи  перспективы,  но  не  пользовался  имъ,  какъ  Де-Ла- 
пръ  и  Ле-Пуавръ,  для  доказательства  свойствъ  коническихъ 
е^чешй. 

35.  НЬЮТОНЪ  (1642—1727).  Въ  то  самое  время,  когда 
Де-Лагиръ  нашелъ  способъ  образовашя  конвческихъ  с^че- 
шй  П0М0Щ1Ю  круга^  Е!»ютонъ  изобр'Ьлъ  способъ  подобнаго 
же  рода,  им^вппб  цЪлш  производить  на  плоскости  ташя 
преобразоватя  фигуръ,  чтобн  точкамъ  соответствовали  точ- 
ки, прямымъ  лишямъ — ^прямыя  же  лиши  и  чтобы  некоторый 
прямыя,  сходяпцяся  въ  одной  точке,  обращались  въ  парал- 
лельныя.  Этотъ  способъ  предложенъ  въ  первой  книге  РНп- 
(лрга^  где  показано  также,  какь  при  помощи  его  можно  пре- 
вращать всякое  коническое  сечеше  въ  кругъ  и  такимъ  обра- 
зомъ  упрощать  мнопя  трудныя  задачи. 

ВеликЛ  геометръ  показалъ  чрезвычайно  простое  геометри- 
ческое построеше  и  далъ  столь  же  простое  а&алитическое 
внражеше  для  своихъ  преобразованныхъ  фигуръ;  но  онъ  не 
указать  пути,  который  привелъ  его  къ  этому  способу  пре- 
обравовашя;  можетъ  быть  по  этой  причине  его  способъ  мало 
бнлъ  разработанъ  впоследств1и;  потому  что  нашъ  умъ  всегда 
иеиытнваетъ  некоторое  затруднеше  и  устраняется  отъ  та- 
хшхъ  предметовъ,  въ  которыхъ  хотя  и  встречаетъ  достаточно 
очевидности  для  убежденхя^  но  не  видитъ  ничего,  что  уяс- 
няю бн  и  показывало  причины  самаго  существовашя  пред- 
мета. Намъ  любопытно  было  сравнить  способы  Ньютона  и 
Де-Лагира,  узнать  особенности,  которыми  они  характери- 
зуются, и  найти  поводы  предпочесть  одинъ  способъ  друго- 
му; чрезъ  это  мы  надеялись  отыскать  нить,  руководившую 
Ньютономъ.  Мы  обнаружили,  что  фигуры  у  Ньютона  теаке, 


**)  ВеатЫИсаИ  атИрНв  апЛ  СгеотНгу  о^еи^Vе  Ипез^  е^.,  БАтЪпгв^Ь 
1821,  т 
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кавъ  у  Де-Лагяра,  но  разм']Ьщени  различнымъ  образомъ  одна 
относ втельно  другой;  ихъ  также  можно  полудить  посред- 
ствомъ  перспеЕтивы,  совм']&щая  посл'Ь  этого  въ  одной  пло- 
скости, но  и  8Т0  ивымъ  образомъ,  ч^мъ  въ  способ'Ь  Де-Ла- 
гира.  Окаоывается,  что  способъ  Ньютона  представляетъ  дей- 
ствительно одинъ  изъ  пр1емовъ  перспективы,  указанный  в^- 
сколькими  писателями,  изъ  которыхъ  назовемъ  У1^цо1е,  81- 
п^а*!,  Ро220.  (См.  Примеч.  XIX). 

36.  Намъ  было  бы  легко  показать,  каюя  громадныя  сред-> 
ства  могли  бы  извлечь  геометры  изъ  сказанныхъ  способовъ 
преобразован1я  кривыхъ  лин1й  на  плоскости  еще  полтора  вЪ^ 
ка  тому  назадъ,  если  бы  роковое  и  несправедливое  преду- 
б']^жден1е  не  изгнало  этихъ  способовъ  изъ  области  чистой 
геометрш.  Достаточно  уже  сказаннаго  нами  о  томъ,  что  спо- 
собъ Де-Лагира,  по  преимуществу,  приводилъ  къ  гЁмъ  же 
преобразован1ямъ  и  къ  той  же  ц'^&ли^  какъ  и  прекрасная  тес- 
р1я  гомологическихъ  фигуръ,  изъ  которой  Понселе  извлекъ 
столь  многочисленные  и  зам-Ёчательвые  результаты.  Притомъ 
способъ  Де-Лагира,  также  какъ  и  Ньютона,  есть  простой 
выводъ  изъ  нашего  общаго  принципа  гомографическаго  прс- 
образовангя  {^$(огшаИоп  ЬотодгарЫдие)  и  намъ  пришлось 
бы  повторять  два  раза  одно  и  тоже,  если  бы  мы  стали  рас- 
пространяться зд']&сь  о  приложен1Яхъ  этого  принципа. 

37.  Оканчивая  историческШ  обзоръ  первыхъ  способовъ 
преобразован1я  .  кривыхъ  линШ,  зам'Ьтимъ,  что  тотъ  остро- 
умный путь,  которымъ  Ле-Пуавръ  дошелъ  до  своего  пре- 
образован1я,  также   заслуживаетъ  вниман1я  геометровъ;    онъ 

.  основывается  на  иде']^,  заключающей  въ  себ'Ь  ц'блую  начер- 
тательную геометргюу  т.-е.  графическое  изображен1е  на 
плоскости  т'кйъ,  расположенныхъ  въ  пространстве.  Эта  идея 
въ  прнложешяхъ  перспективы  выражается  т^мъ,  что  плос- 
крсть,  помещенная  въ  пространств'^,  обозначается  на  кар- 
тингь  ((;аЫеаи)  двумя  параллельными  прямыми,  изъ  которыхъ 
0^^  есть  САгьдъ  самой  плоскости,  а  другая— сл'Ьдъ  плоско- 
сти параллельной,  проведенной  черезъ  точку  зр']&в1Я.  Прямая 
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лшя  будетъ  поэтому  изображаться  двумя  точками,  въ  вбто- 
ршъ  она  сама  и  ей  параллельная,  проведенная  череаъ  точку 
зр^шя,  пересФкають  плоскость  картгаа.  Итакъ  мы  им'Ьеиь 
8дФсь  способъ  всякое  тбло,  данное  въ  пространств^^  изо- 
бражать на  плоскости,  употребляя  при  втомъ  только  одну 
постоянную  точкуд  ввятую  произвольно  вн'Ь  8то1  плоскости» 
Этогь  новый  родъ  начертательнйй  геометрги  былъ  въ  не* 
давнее  время  придуманъ  и  приведенъ  въ  исполнен1е  Бузи- 
нери,  инженеромъ  путей  еоебщешя.  Къ  сочинешю  этого  гео* 
ветра  мы  возвратимся,  когда  будемъ  говорить  о  начертатель- 
ной геометрхи  Монжа. 

38.  Аналитинесная  геометргя  треть  иэмгьренШ.  Труды 
геометровъ,  о  которыхъ  мы  упомянули  въ  начале  третьей 
эпохи,  какъ  о  дввгателяхъ  Декартовой  геометрш,  относились 
вообще  только  въ  геометр1и  на  плоскости.  Однако  энамени- 
тнй  философъ,  понимая  всю  важность  и  могущество  спосо- 
ба координатъ,  не  ограничилъ  употреблен1е  его  только  плос- 
кими кривыми,  но  показалъ  прим^ненхе  и  къ  теор1и  лингй 
двоякой  кривизны.  Для  этого  онъ  изъ  вс4хъ  точекъ  какой 
внбудь  кривой  въ  пространстве  опускалъ  перпендикуляры 
ва  дв§  плоскости,  наклоненный  другъ  къ  другу  подъ  хфя- 
мнмъ  угломъ;  основашя  этихъ  перпендикуляровъ  образовали 
дв!  плосшя  кривые,  который  онъ  относилъ  къ  осямъ  коор- 
днватъ,  взятымъ  въ  каждой  изъ  плоскостей,  при  чемъ  одну 
взъ  осей  бралъ  по  направлен1ю  лин1и  пересЬчешя  плоскостей. 

Это  учеше  о  кривыхъ  лвн1яхъ  въ  пространстве  вело^  какъ 
ю  ввдимъ,  къ  системе  трехъ  коордиватъ  и  къ  выражен1В) 
поверхности  однимъ  уравнен1емъ  между  этими  координатами* 
Но  взследовашя  геометровъ  долгое  время  ограничивались 
только  плоскими  кривыми  и  аналатичсская  геометр1Я  трехъ 
взиерешй  развилась  не  ран^е    какъ  черезъ  полстолет1е. 

Кажется,  что  Паранъ  (РагеШ^  1666— 1716)  эъ  1700  го- 
ду въ  первый  равъ  представилъ  крввую  поверхность  *  урав-* 
нев1емъ  съ  тремя  переменными  въ  мемуере,  читанномъ  имъ 
въ  Академш  наукъ. 
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Не  доджаы  упокяяуть  обь  9тот  мехуар^  потому  по 
в»  немъ  встрФчаетея  первое  прсдоженае  нашей  систехн  ео- 
орднватъ  въ  пространстве  и  прктомъ  къ  вопросанк  вбеь-. 
на  трудннмъ;  но  хемуаръ  этотъ  напнсанъ  довольно  небре» 
жво,  какь  н  друпа  сочянешя  того  же  геометра,  весьма 
впрочемъ  исвуснаго  и  обдадавшаго  равнообравнымв  свЪдЪ- 
ниши.  Зд4Ьсь  ваходимъ  мы  уравнеша  сферы  и  касательной 
пдосвости  ен,  опредАлеше  наибольшиосъ  н  натменьшихъ  ор- 
дннатъ  въ  нЪкоторыхъ  сечен1яхъ  сферы;  ураввенк  разлив* 
ннхъ  поверхностей  третьяго  порадва  н  хривыхъ  двоавой 
кривизны,  проходащихъ  черезъ  точки,  соотв1|тствующ1а  мен- 
большимб  и  наименьшимъ  ординатамъ,  наконецъ  построеше 
точекъ  перегиба  для  н'Ьвоторыхъ  вривнхъ,  проведенныхъ  на 
поверхностахъ  ^*). 

ВпослйдствшИванъ  Бернуллн  также  выражалъ  поверхности 
уравненими  между  трема  координатами  по  поводу  вопроса 
о  кратчайшей  лиши  между  двумя  точками  на  данной  повер- 
хности. 

Клеро  (1713—1765).  Но  только  въ  1731  году  Блеро 
(СШгап!)  въ  |наменитомъ  сочниеши  ТгаНе  Лев  соигЬеа  а  ЛлЛ^ 
1е  соигЪиге,  которое  онъ  напнсалъ   шестнадцати  л'Ьтъ    ^'), 


«*)  Бее  авёсИопв  дев  8врегбс1е8:  1^  Ае  квгв  р1ап8  (ап^епв;  У  Аев 
р11и  дгапАя  е!  р1а8  реИи  дев  впрегвсхев  е1  де  Ьогв  р1и8  вп^авдв  ей  рЫ 
реЫйв  аЪ8о1|18;  3^  Аел  соогЬев  чп!  воаиехше!  ов  сопиепвев!;  1е8  р1118 
дгапдв  еЬ  р1а8  реИи  дев  варег&схев;  4?  дев  сопгЪев  дп!  воайевпепй  он 
сопИеппеШ  1е8  хвЯехюпв  дев  варегПсхев. — См.  второй  тоиъ  Е88а4з  е^ 
ВесНегскез  Ле  таЛётсЛгдие»  е^с^рку9^^и€  де  Рагеп!;  8  тоиа  1п — 12®* 
второе  ■8дан1е,  1713. 

*')  Кдеро  уже  съ  двФнедцатн  лДтъ  сделался  навЬстенъ  ученому  М1ру 
свониъ  мемуаромъ  о  четнрехь  геометрвческнхъ  хривахъ;  менуаръ  втотъ 
нашхи  достойнниъ  напечатать  всх'Ьд'ь  за  мемуаромъ  отца  Хиеро  въ  сбор- 
нике БерлЕнсвоВ  Академ11  (МгзсеНапеа  ВегоНпепзга,  1. 1У,  1784). 

Мдадппй  братъ  его,  умершШ  шестнадцати  хЬтъ,  обваруживажъ  таво! 
же  раннШ  талантъ;  четырнадцати  х^тъ  онъ  мздахъ  сочннен1е  2>$€9вгав# 
дмЛгааигеа  ЫгеиШгез,  еШр^^^ие8  е^  1^регЬоЩие8^  въ  воторому  присое- 
динено построеше  вубнчесвихъ  нараболъ  и  равхичнахъ  другнхъ  кри- 
внхъ  посредствомъ  непрернвнаго  движен1а. 
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шожцъ  въ  перввй  разъ  сиетемдпчееквмъ  обрюомь  у^е- 
ше  о  коордннатахъ  въ  праст1мяств%  съ  дрнложешвмъ  п 
крввыхъ  поверхвостямъ  и  ливимъ  двопой  кривианн,  поду** 
иемнмъ  отъ  нхъ  пересФчен]я.  ' 

Вопросы  о  касательннхъ  къ  такнмъ  хрввнмъ,  о  нхъ  вн* 
пряхдешиу  о  квадратуре  поверхностей,  образуемнхъ  ахь  ор« 
двватами,  р§шенн  въ  этомъ  трактат!  съ  явяществомъ  к 
вростотою,  уступающими  теперешнимъ  пр1е1самъ'  только  въ 
€ви]1етр1и  формудъ,  которая  введена  быяа  Монака1ъ  въ  ТгсМе 
ее  ТаррИсаИоп  Ле  УЛ1д^е  а  1а  ОеошИгге. 

Навваше  » кривая  двоякой  криешны^,  которое  Кдеро  при- 
няяъ,  потому  что  такая  кривая  ими^тъ  въ  одно  время 
жрившну  двухъ  ея  прожцгй^  было  употреблено  въ  первый  равъ 
ПНТО  [ТНоЬ,  169&— 1771)  ^')  въ  немуар'Ь  о  винтовой  лиши 
иа  поверхности  прямаго  круглаго  цилиндра;  мемуаръ  этотъ 
«танъ  въ  Акадеши  наукъ  въ  1724  году. 


Это  небольшое  сочннеше,  одобренное  Парижскою  Акадеи1ею  наукъ 
п  1730  н  ванечатанное  въ  1731  году,  аасдуживаетъ  м1юта  въ  вабинегЬ 
бнблографа  рддаиъ  съ  Евваг  роиг  1е$  еоп^^ие$  Пас&алд  н  съ  Кеекег* 
екез  $иг  Хез  соигЬев  а  4оиЫе  соигЪиге  старшаго  брата  Клеро.  Редкость 
жвжгн  еще  бо1^е  увеличиваетъ  ц'1ну  этого  дюбопнтнаго  литературнаго 
■ров8ведея1Яу  написавнаго  четярнадцатад^тшшъ  геометромъ. 

^  Пнто  вредложнп  себ^^  яа1тя  квадратуру  кривой,  которую  прежде 
ва1вва1н  е(пярадпе  Ле  1а  суЫоЫе  и  которую  Леббницъ  яазвадъ  вяо- 
сг1дств1Я  лннхею  синусоеъ^  потоку  что  ея  абсциссы  равнядись  бы  ея- 
иусаш  ордняатц  ес1ибы  эти  ординаты  были  согнуты  по  окружности 
крута.  Пнто  нашедъ  1^  что  эта  кривая  подучается  изъ  эллипса,  обра- 
зуеяато  при  сЬчевл  прямаго  круглаго  цилиндра  плоскоспю,  наклонен- 
ною къ  оси  яодъ  угломъ  равнынъ  половин^Ь  прямаго  (50^,  если  поверх- 
ность цнлнндра  будетъ  развернута  въ  плоскость  и  V  что  кривая  эта 
волушется  также  отъ  проложен1Я  винтовой  линш,  начерченной  на  тонъ 
же  цилиндре,  на  плоскость  параллельную  оси. 

Оба  эти  предложешя  были  впослфдствш  доказаны  въ  разныхъ  сочи- 


Кривая,  объ  которой  мы  говоримъ,  разсматриваемая  со  стороны  ея 
вронсхожден1я  изъ  эллипса  при  развертыванш  цилиндра,  обратила  на 
себя  вннманхе  Шуберта,  который  нашелъея  квадратуру  и  выпрямленхе 
вь  Петербургскнхъ  NаVаАск^^  1.  XIII,  1795  в  1796  г. 
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-  89.  Говора  объ  АрхнясЬ,  Гемив'Ь  н  Папай,  мн  имФле  щяЛ 
ммФп^ь^  1У0  кривня  двоякой  крввизнн  не  были  совершенно 
^^жяы  вагухД  древнигь.  Съ  тЪхъ  поръ  и  м  временк  Ехеро, 
когда  началась  теорхя  втихъ  кривнхъ  и  аначеше  ихъ  въ  об- 
ширной областж  свойствъ  пространства,  онЪ  такге  встр'Ь- 
Чются  въ  со«ннен1Яхъ  нногяхъ  геометровъ. 
'  Въ  доноднеше  къ  исторш  этнхъ  кривыхъ  предлагаекъ  сл^^* 
Д7ЮЩ1Й  кратшй  обзоръ  въ  хронологическомъ  порядк^Ь  обсто- 
ательствъ,  при  воторыхъ  они  встр'Ьчаются. 

Въ  1530  году  португаледъ  Ношусъ  (1492—1577)  и 
позднее  Урайтъ»  Стеввнъ  в  Снелл1й,  изсл^довали  1оходгот1е— 
кривую  двоякой  кривизны  на  земномъ  сфероид-б.  Эта  кривая 
представляетъ  путь  корабля,  направляющагося  всегда  въ  одну 
стч^рояу  горизонта  (въ  однонъ  румб^,  или  азимут4&).  Галдею 
МП  обязаны  любопытнынъ  свойствомъ  этой  кривой,  ииеннО; 
что  она  есть  стереографическая  проакщя  логариемичесхой 
спирали. 

Около  1630  года  Роберваль  въ  ТгаШ  скз  гпсИтзгЫев  раз- 
ематривалъ  кривую  двоякой  кривизны,  описываемую  цирку* 
лемъ  на  поверхности  нрямаго  круглаго  цилиндра;  онъ  вы- 
велъ  различныя  свойства  какъ  этой  кривой,  такъ  и  той,  ко- 
торая изъ  нея  получается  посл^  развертцвашя  цилиндра. 

Шсколько  .по8дн']^е  Да-Дуберъ  (Ьа  ЬоиЪёге^  1600*—- 
1664)  изучалъ.  также  эту  кривую  и  назвалъ  ее  цикло-щмин- 
дричеспой. 

Въ  1637  году  Декартъ  въ  конц^^  второй  книги  своей  Гео- 
метр1и  высказалъ  н'Ьсколько  словъ  о  кривыхъ  двоякой  кри- 
визны вообще,  не  занимаясь  ни  одною  изъ  нихъ  въ  особен- 
ности; въ  этихъ  немногихъ  словахъ  заключалась  вся  теорхя 
этихъ  кривыхъ  *•}. 


Бюржа  {Виг]а)  въ  Мётоъге  $иг  1е8  солпагвзапсез  таШётаНдиев 
сРАг%9и)1е  зам^чаетъ,  что  Аристотель,  этотъ  глава  философовъ  древно- 
сти, также  говоритъ  объ  зтой  кривой  въ  шестомъ  вопрос*)^  десятаго  от- 
дела Проблемъ. 

**)  Декартъ  повазываетъ  также  построенхе  нормалей  къ  линхямъ  двоя- 
кой кривизны;  но  зд^сь  онъ  д^лаетъ  ошибку;  онъ    полагаетъ,  что  нор- 
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Паскаль  р^шилъ  задачу  о  конической  спирали — лиши  двоя- 
кой кривизны  на  пр^вгмомъ  конус*!.  {Оеише^  с1ё  РазсЫ,  I.  У^ 
р.  422). 

Курсье  (Р.  Соиг81ег)  въ  сочинеши  0^>и8си1иш  йе  вес- 
Ыопе  8ирег/%сгег  зрЫепсае  рег  зирег/^сгепь  зрЬаеНстПу  су- 
ипЛггсат  а1дие  сопхсат^  еЬс.  т— 4*,  1663,  разсматривалъ 
почти  исключительво  кривня  двоякой  кривизны;  именно  ври* 
выя,  происходящ1я  отъ  перес%чен1я  сферы  съ  круглымъ  ци- 
лнндромъ  и  коиусомг,  а  такге  отъ  перес^чешя  двухъ  по^ 
сд^днихъ  поверхностей  при  всевозможныхъ  относительныхъ 
положен1яхъ  ихъ  между  собою.  Хотя  предметъ  этого  сочине- 
нк  не  представляегь  серьёзныхъ  трудностей,  однако  оно  за- 
служивало бы  большей  и8В'1стности,  нежели  какую  им^етъ 
теперь  '•). 

Предложенная  Вив1ани  въ  1692  году  задача  о  томъ,  какъ 
прорезать  въ  полусферичес1^омъ  свод%  четыре  окна  съ  т'Ьмъ 
услов1емъ,  чтобы  можно  было  найти  площадь  остальной  ча- 
сти свода,  была  р']^п1ева  при  помощи  лин]й  двоякой  криви- 
зны и  дала  поводъ  Валлису^  Лейбницу  и  Бернулли  разсмат- 
ривать  эти  кривыя  на  сфер*!. 

Германъ  (1678—1733),  р^шая  предложенный  въ  Лейп- 
цигскихъ  актахъ  1718  года  вопросъ  о  распрямляемыхъ  кри- 


хахн  къ  двумъ  пюскииъ  вривымъ,  именно  къ  проэкц1дмъ  1ин1Н  двоякой 

ХРНВНЗНН,     сами   будуТЪ  НрОЭКЩЯИН    нормали  8  сой   ЕрИВОЙ.    Это     МОЖНО 

сказать  о  касательныхъ,  но  не  о  нормадяхъ. 

Вакъ  ни  маловажна  эта  ошибка  и  какъ  она  ни  чужда  способу  Де- 
картовой теометрш,  однако  нельзя  не  удивляться,  что  она  ускользнула 
огь  завистнивовъ,  а  также  и  отъ  поклонвивовъ  этого  безсмертнаго 
13обр%тен1я,  особенно  отъ  Роберваля,  которнй  вс^^ми  силами,  мучи- 
тельно, желалъ  найти  въ  немъ  какой  нибудь  недостатовъ.  Мало  того, 
Рабюэль  въ  своемъ  Соттеп(агге  доказалъ  построен1е,  указанное  Декар- 
томъ.  Надобно  сказать,  что  въ  этонъ  воображаемомъ  доказательств'6 
онъ  нзбавляетъ  себя  отъ  сснлокъ  на  элементы  Евклида,  что  д^лаетъ 
обыкновенно  почти  на  каздой  строчк^^. 

»)  Фрезье  {1'гелгег)  въ  ТгаШ  Ле  81ёгёоЬоте  разсматривалъ  т-Ьже 
хрнвня,  какъ  и  Курсье;  посл'1дн1Й  назнвалъ  ихъ  сигЫ1едае\  Фрезье  же 
даль  вмъ  яа8вав1е  гтЬггсаЬае  {еп  (огте  йе  ЬиИе  сгеизе). 
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вы»  на  еферф.  прнш6^п  къ  ивсдфдовавио  сфернчесвой  эни- 
цвыокды,  образуемой  точкою  поверхности  вругдаго  конуса, 
катащагося  по  плоскости  и  ин'Ьющаго  вершину  въ  неподвиж- 
ной точвЬ« 

Въ  1728  году  ГВИДО  Гранди  (1671—1742)  равсмат- 
ривадъ  на  сфер^Ь  дв§  кривня  двоякой  кривизны,  которня  онъ 
ваввалъ  клельями  {(Лёиев)  и  для  воторнхъ  нашеяъ  квадрату* 
рн.  Одна  и8ъ  втихъ  кривнхъ  есть  просто  пересЪченге  сферн 
€ъ  винтовою  поверхностью,  ось  которой  проходить  чревъ 
цеитръ  сферн. 

Наконецъ  явилось  сочиненш  Блеро,  положившее  основа- 
ше  теор1и  лиши  двоякой  кривизнн  и  съ  т^хь  поръ  изсл^- 
довашя  этихъ  кривнхъ  значительно  умножились. 


ГЛАВА  ЧЕТВЕРТАЯ. 

ЧЕТВЕРТАЯ  ЭПОХИ 

1.  Ист1смн%е  беаконечно-малиоп.  Череаъ  пятьдесятъ  л'Ьтъ 
посх!  того,  ваЕь  Декартъ  вздалъ  свою  Геометргю,  появн^ 
мсь  другое  веднкое  И80брфтен1е,  подготовленное  Ферматомъ 
I  Барровохъ, — исчвслеше  беввонечно  малнхъ  Лейбница  и 
Ньютона  (въ  1684  и  1687  г.) 

Это  величайшее  открнпе,  ваиФннвшее  собою  съ  неивнФ- 
рюшмъ  нреимуществомъ  способы  Кавальери,  Роберваля, 
Ферната,  Грнгор]я  С.  Винцента  въ  вопросахъ  о  нзн^ренш 
фигуръ  я  о  тахгта  и  тШта^  прилагалось  притомъ  съ  та- 
пиъ  необыкновенннмъ  удобствомъ  къ  изучевио  ваасн^йшихъ 
вонросовъ  о  лвлешахъ  природы,  что  сд^алось  почти  исклю- 
чпельно  преднетомъ  соображенШ  самыхъ  знаиенитыхъ  ге- 
оиетровъ.  Съ  9*теь  поръ  геохетрхя  древнихъ  и  прекрасные 
способы  изученк  воническихъ  еФчен1й  Дезарга,  Паскаля, 
Де-Лагира  и  Ле-Пуавра  были  оставлены  безъ  ввимап1я. 

Икь  всЬхъ  веливихъ  произведенШ  второй  и  третьей  опо- 
хн  одинъ  только  анализъ  Декарта  изб&валъ  этой  общей 
участи.  И  это  потому,  что  онъ  служилъ  существеннымъ 
осаовашехъ  для  учеяШ  Лейбница  и  Ньютона, — ^учетй  охва- 
тквпшхъ  собою  всю  область  математичесхнхъ  наукъ. 

Впрочежъ,  въ  первое  вреия,  некоторые  геометры  и  во 
пав^  ихъ  Гюйгевсъ,  хотя  умФвшхй  оц1(Нить  вс^  выгоды  ана- 
ова  безвонечно-малыхъ^  зат^мъ  Маклоренъ,  глубокомыслен- 
нвй  комневтаторъ  Трактата  о  флюнсгяхъ,  и  самъ  Ньютонъ*- 
оставались  в^Ьрны  способу   древнихъ  и  проникали  въ  самыя 
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гдубош  тайны  геометр1И|  чтобы  при  ея  только  помощи  ре- 
шать важнФйшхе  и  высше  вопросы  физиво-натематическихъ 

наукъ. 

Посл%  того  еще  н'Ькоторые  геометры,  каковы  Стевартъ  и 
Ламбертъ,  достойные  продолжателн  этнхъ  веливигь    людей, 
шли  по  ихъ  сл&дамъ  и  разработывали   ихъ  методы.  Но  на- 
конецъ  привлекательность  новизны  и  могущество    средствь, 
представляемыхъ  анализомъ  беавонечно-малыхъ,  увлекли  вс^ 
умы  къ  другимъ  идеямъ  и  соображешямъ.  Если  иногда  мож- 
но сказать,  что  геометрхя  Гюйгенса   и  Ньютона,  положивъ 
начало  нашимъ  положительнымъ  знашямъ,    сделалась  недо- 
статочна для  продолакешя  ею  созданнаго  д'Ьла,  то  справед- 
ливо заметить  также,  что  она  не  им&га  посл'Ьдователей;  а 
не  знаю,  д^^лались  ли  втечеше  трехъ  четвертей  стол'Ьт1я  ва- 
К1я-нибудь  новыя  приложешя  этого  метода;  теперь  же  толь- 
ко по  преданш  и  на  вЪру,  можетъ  быть  даже  легкомыслен- 
но, говорить  о  бе8сил1и  этого  метода  и  пред^лахъ,  навсегда 
ограничивающихъ  его  приложенк. 

2.  Мы  не  можемъ  представить  зд'Ьсь  разбора  вс^хъ  из- 
сл'Ёдовашй  названныхъ  нами  великвхъ  геометровъ;  такая  за- 
дача не  входитъ  въ  пред^иы^нашего  сочиненк  и  была  бы  выше 
нашихъ  силъ.  Мы  упоманемъ  только  о  т^хъ  нзсл&довашахъ, 
который  относятся  къ  одному  отд^у  геометрш  названному 
нами  геометргей  вида  и  положенгя;  это  отд^лъ,  который  по- 
лу чилъ  начало  въ  геомстрическомъ  анали$1ь  древнихъ,  по- 
томъ  въ  течете  двухъ  тысячъ  л'Ьтъ  развивался  въ  прмложе- 
шяхъ  къ  неистощимой  теорш  коническихъ  с^чешй  и  къ  ко- 
торому наконецъ  Декартъ  однимъ  почеркомъ  пера  прасоеди- 
нилъ  безчнсленное  множество  геометрическихъ  кривыхъ. 

Сперва  мы  представимъ  кратк1й  очеркь  посл^доватедьныхъ 
открытШ  въ  области  важнЫшихъ  свойствъ  втвхъ  кривыхъ; 
а  потомъ  уже,  возвратившись  опять  кь  началу,  будевгь  го- 
ворить объ  усн^хахъ  въ  другнхъ  отд'Ьлахъ  геометрхи. 

3.  Общгя  свойства  геометрическихъ  к|><^выа;«.  Аналитиче- 
ская геометр1я  Декарта  представляла  обпцй  пр1емъ^  въ  выс- 
шей степени  приспособленный  къ  изучешю  геометрниесжихъ 
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кривыхъ;  этотъ  философа  сахъ  похазаш  все  магущеотво;  и 
пользу  его  при  р^шешв  самыхъ  раанообразннхъ  вонросавф. 
Но  Ньютовъ  и  Маклоренъ  первые  приложили  его  къ  изн- 
екашю  общихъ  и  характеристическихъ  свойствъ  этого  рода 
хрявыхъ  лин1йу  такъ  что  отирыпемъ  первыхъ  и  важнМшихъ 
изъ  этихъ  свойствъ  1Ш  обязаны  8тинъ  двуиъ  великииъ  гео- 
хетрамъ  и  знаменитому  современнику  ихъ  Котесу. 

НЬЮТОНЪ  въ  своемъ  сочинен1и  ЕпитегаНо  Ыпеагит 
Шп  огЛгпгв  (1706  г.),  представдяющемъ  удивительные  об- 
разецъ  высшей  геометрхи,  показалъ  три  сл'&дующ1Я  свойства^ 
предложенныя  имъ  какъ  распространеше  главныхъ  свойствъ 
Еоническихъ  с^чеаШ  '), 

Первое  свойство  относится  къ  дгаметрамъ  этихъ  кривыхъ; 
оно  состоитъ  въ  томъ,  что,  если  въ  плоскости  геометриче- 
ской  кривой  будутъ  проведены  сгькущгя,  параллельныя  меж- 
ду собою,  и  на  каждой  изъ  нихъ  будешь. взяшъцентръ  сред- 
нихъ  разстоянгй  всгьхъ  точекг  пересгьченгя  ея  съ  кривою, 
то  ваь  эти  центры  будутъ  лежать  на  одной  прямой  ли- 
ч%и.  Прямая  эта  называется  дгаметромъ  кривой,  соотвтьт- 
ствующимъу  или  сопряженнымъ^  направленгю  сгькущихъ* 

Второе  общее  свойство  относится  къ  аснмптотамъ:  если 
кривая  имгьстъ  столько  асимптотъ,  сколько  единицг  въ 
степени  ея  уравнетя,  то  для  всякой  аъкущей  какого  угод- 
но направленгя  центръ  среднихъ  разстоянгй  точекъ  пере- 
сгьченгя ея  съ  асимптотами  будетъ  тотъ  же,  какъ  и  то- 
чекъ  пересгьченгя  ея  съ  кривою. 

Другими  словами:  сумма  отрп>зковъ,  заключающихся  меж* 
ду  каждою  вгьтвгю  кривой  и  ся  асимптотою,  будетъ  оди- 
накова по  ту  и  другую  сторону  дгаметра^  сопряженнаго 
смсущей. 

Наконецъ  третье  общее  свойство  заключается  въ  постоян- 
ств'Ь  отношен1я  между  произведешами  отр^дковъ»  образуе- 
ннхъ  на  двухъ  С'Ькущйхъ  нараллельныхъ  двумъ  неподвижнвгмъ 


О  ^горггекЛез   веЫгопит    сопгсагит   еатре^иШ  сигш  вирегюгит 
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омю.  Эта  евойетво  можво  выразить  въ  обдехъ  внд'Ь  ел'Ь- 
дуюцвю  о(Зрввом%:  если  черезъ  накую  нибудь  тонну  еъ  пло- 
скости  геометрической  кривой  проведемъ  дв$ь  слкущгя,  па- 
раллельныя  двумъ  постояннымъ  осямъу  то  прои$$еденгя  от- 
риьзкощ  заключающихся  на  этихь  сп>кущихъ  между  точкою 
ихг  переаьчфнгл  между  собою  и  между  кривою,  находят^^ 
еъ  постоянномь  отношенги,  гдгь  бы  ни  взята^была  эта 
точка^ 

Легко  вид'бтЬу  что  вти  три  прекрасяыя  свойства,  прннад- 
ле1кащ1я  ве^мъ  геометрическииъ  кривымъ,  представляютъ 
обобщете  трехъ  предложеяШ  теор1и  коническихъ  сЬчешй. 

4.  Главный  предметъ  сочиненхя  Ньютона  состоялъ  въ  пе- 
речислеши  лин1В,  заключающихся  въ  уравнев1и  третьей  сте- 
певи  съ  двумя  перем'Ьннымн.  Ньютонъ  различилъ  семьдесять 
два  вида  кривыхъ;  Стирлингъ  прибавилъ  къ  этому  еще  четыре. 

Посл'Ь  этого  перечислен1я  Ньютонъ  далъ  сл'Ьдующее  кра- 
сивое и  любопытное  предложеше,  распред^^ляющее  эти  крн- 
выя  на  пять  главныхъ  обширныхъ  классовъ:  «Подобно  тому, 
кавъ  кругъ,  помещенный  противъ  св'Ьтящей  точки^  даетъ 
своею  т'Ьнью  всЬ  кривыя  втораго  порядка,  —  отъ  т^ни 
пяти  расходящихся  параболъ  получаются  вс%  кривыя  третья- 
го  порядка>. 

Сочинеше  оканчивается  органическимъ  обравовашемъ  кони- 
ческихъ  с^чешй  посредствомъ  двухъ  вращающихся  около  вер- 
шины, угловъ,  дв^  стороны  которыхъ  пересекаются  всегда 
на  прямой  лиши,  дв'Ь  же  друпя  своимъ  пересЬчешемъ  обра- 
зуютъ  коническое  сЁчевхе;  этотъ  способъ  образовашя  рас- 
про^траненъ  на  кривыя  третьей  и  четвертой  степени,  ивгЬ- 
'  ЮЩ1Я  двойную  точку. 

Жаль,  что  Ньютовъ  ограничился  изложешемъ  этихъ  пре- 
красныхъ  открыт1й  и  не  далъ  ни  доказательствъ^  ни  укана- 
Н1Й  на  тотъ  методъ,  которому  онъ  сл^довалъ.  Черезъ  не- 
сколько л'Ьтъ  Стирлингъ  пополнилъ  этотъ  недостатокъ,^воз- 
становивъ  съ  необходимыми  предварительными  разъяснев1амн 
доказательства  предложешй  Ньютона^  относящихся  въ  пере- 
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мислевш  ДИВ1Й  третьяго  порядка.  Остальныя  части  сочине- 
ш  были  доказаны  впосл^дств1и  различными  геометрам». 
Преврасназ  теорема  объ  образова}ии  вс^хъ  крявыхъ  треть- 
его порядка  посредствомъ  т']Ь1]и  пяти  расходящихся  пара- 
бол,— теорема,  казавшаяся  самою  трудною, — была  доказана 
Кдеро  *),  Николемъ  '),  Мурдохомъ  *)  и  Жакье  *).  Но  намъ 
кажется  что  аналитичесгая  соображешя,  въ  которыхъ!эти  гео- 
метры почерпали  достаточное  подтверждевхе  спр..ведливо- 
стн  Ньютоновой  теоремы,  не  обнаруживаютъ  ни  сущности, 
ни  происхожденхя  ея.  Поэтому  отъ  геометровъ,  писавшихъ 
объ  этомъ  предмет'^,  ускользнула  другая  подобная  же  тео- 
рема, находящаяся  въ  ближайшей  связи  съ  теоремою  Ныс- 
тона  и  представляющая  другой  способъ  образовашя  вс^хъ 
крибыхъ  третьяго  порядка  посредствомъ  тЬни  пяти  изъ  нихъ. 
Теорема  эта  состоитъ  въ  томъ,  что  между  вскьми  кривыми 
третьяго  порядка  существустъ  пять  кривыщ  имтьющиосг 
^^тръ  *)  и  эти  кривыя  своею  тгьнью,  бросаемою  на 
плоскость,  образуют  есть  остальныя. 

Эта  новая  теорема  и  теорема  Ньютона  проистекаютъ  изъ 
одного  свойства  точекъ  перегиба,  которое^  по  нашему  нн^- 
вю,  ес1ь  настоящее  рснованхе  этихъ  теоремъ  и  можетъ  быть 
полезно,  для  чисто  геометрической  классификащи  кривыхъ 
третьяго  порядка,  основанной  на  различхи  ихь  формъ.  Свой- 
ство это  мы  изложимъ  въ  Прим'Ьчан1и  XX. 

&•  Махлоренъ  (1698 — 1746).  Маклоренъ,  вдохновен^ 
вый  прекрасными  открыт1Ями  Ньютона  написалъ  два  сочиве- 
В1я  великой  важности  о  геометрическихъ  кривыхъ.  Въ  пер- 
вомъ  изъ  нихъ,    посвященномъ   органическому   образовашю 


*)  МётЫгев  йе  ГЛсаЛетге  йез  всгепсез^  1731. 

')  Танъ  ге. 

*)  НшгАосЬ.  Кеиитг  вепшв  си^Vа^ит рег  итЪгаз^  ш— 8'',  Ьоп^.  1746. 

О  Рёге  ^а€^шег•  ШетепН  йг  рег8ре1Ша.  АррепсИсе,  1п — 8®,  Котае, 
1755. 

')  Это  крнвня,  по]гЪщенпыя  въ  перечисленш  72-хъ  видовъ  Ньютона 
■одъ  1Л1®  27,  38,  59,  62,  72  и  изображенаыя  на  фигурахъ  37,  47,  67, 
70  н  81. 

Т.  Щ  ВВП.  I,  отд.  П.  ^ 
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геоиетрвчесвихъ  кривыхъ  '^)^  авторъ  даетъ  различные  спосо- 
бы черчен1я  вс^хъ  геометрическихъ  кривыхъ  посредствоыъ 
перес^Бченхя  сторонъ  двухъ  движущихся  изв'1стпымъ  обра- 
зомъ  углсвф.  ЗдЪсь  доказательства,  изложенныя  по  способу 
координатЪу  не  всегда  представляютъ  достаточно  простоты; 
но  другое  сочинен1е  Маклорена  Ве  Ипеагит  деоте1ггсатш 
ргорггеШгЪиз  депегаЫЪиз  (гасШиз  отличается  яеобыкновен- 
нымъ  изяществомъ  и  строгост1ю. 

Все  это  сочияен1е  основывается  на  двухъ  теоремахъ,  за- 
ключающихъ  въ  себЪ  два  прекрасныя  общ1я  свойства  геоме* 
трическихъ  кривыхъ.  Первая  есть  теорема  знаменитаго  Ко^ 
Тес&  (1682  — 1716),  которую  другъ  его  ученый  физикъ  Р. 
Смитъ  нашелъ  въ  его  бумагахъ  и  сообщилъ  Маклорену.  Те- 
орему эту  можно  выразить  сл^дующимъ  образомъ:  Если  око- 
ло неподвижной  точки  будемъ  вращать  сгькущую  встр^ь- 
чающуюся  съ  геометрической  кривой  въ  столькихъ  точкахъ 
А,  5, . . . .  каковъ  ея  порядокъ,  и  если  въ  каждомъ  положе- 
нги  скькущей  будемъ  брать  на  ней  такую  точку  Му  чт,обы 
обратная  величина  разстоянгя  ея  отъ  неподвижной  точки 
была  средняя  ариеметическая  между  обратными  величи 
нами  разстоянгй  точекъ  Л,  В,.  . . .  отъ  неподвижной  точ- 
ки, то  геометрическимъ  мгьстомъ  точки  М  будетъ  пря- 
мая  лингя. 

Отр'Ьзокъ  отъ  неподвижной  точки  до  точки  ММаклоре1^ъ 
называетъ  среднимъ  гармоническимъ  между  отр^^зками^  отъ 
неподвижной  точки  до  кривой  *)•  Понселе  назвалъ  точку  М 
центромъ  среднихъ  гормоническихь  относительно  неподвил:- 
ной  точки  и  точекъ  А,  В,..  ..  •).  Этотъ  же  геометръ    пока* 


*)  в-ео1П€(гга  огдапгса^  з^Vе  ИезсггрИо  Ипеагит  сигь'агнт  ип^Vе^8а' 
Ш,  ш  — 4»,  17 1в. 

•)  Макюревъ  говорить,  что  количество  есть  среднее  гармоническое 
между  Н']&скодькими  другими,  когда  обратная  величина  его  есть  средняя 
ариеметическая  между  обратными  величинами  этихъ  количеатвъ  (^ТгаИё 
Лез  еоигЬез  дёотёМд;ие8^  §  28). 

•)  Мётогге  виг  Тев  сеп^гев  Лев  тоуеппез  На^топ^^пе8.  Журнадъ  Крел* 
ЛЯ)  томъ  Ш. 
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шъ^  что,  если  неподвижная  точка  находится  въ  безконешио* 
стн,  то  точка  М  д'Ьлается  центромъ  среднихъ  ра»сто1Шй 
точекъ  А,  В,. .,;  отсюда  сл*дуетъ,  что  теорема  Котеса есть 
обобщеохе  теоремы  Ньютона  о  дгаметраал  кривЕ1ХЪ  лшвА. 

Вторая  теорема,  употребляемая  Маклореномъ  и  яайденвоа 
шыъ  самимъ,  есть  следующая: 

Черезъ  неподеиоюную  точку  въ  плоскости  геометрической 
кривой  проводимъ  сгькущую,  встречающуюся  съ  кривою  въ 
столькихъ  точкахъ,  каковъ  порядокъ  ея;  въ  этихъ  точкахь 
проводимъ  касательныя  къ  кривой;  черезъ  туже  неподвиж- 
про  точку  проводимъ  накопецъ  еще  неподвижную  прямую 
по  произвольному  направленгю:  отргьзки  на  этой  прямой, 
заключающгеся  между  неподвижною  точкою  и  всгьми  коса' 
ШАшими  кривой  таковы,  что  сумма  обратныхъ  имъ  ее- 
Атинъ  постоянна,  каково  бы  ни  было  положенге  первой 
спкущей. 

Сумма  эта  равна  суммгь  обратныосъ  величинъ  отрп^зковъ, 
образующихся  на  той  же  неподвижной  прямой  между 
Я10Ю  же  точкою  и  точками  переаьченгя  этой  прямой  съ 
1^ривою. 

6.  Вторая  теорема  представляетъ  важное  обобщеше  те* 
оремы  Ньютона  объ  асимптотахъ;  одна  изъ  этихъ  теореиъ 
переходить  въ  другую  при  перспектив'6. 

Такимъ  обравомъ  дв'Ь  изъ  трехъ  Ньютоновеххъ  теоремъ  о 
геометрическихъ  кривыхъ  обобщены  Ботесомъ  и  Маклоре- 
номъ. Третья  теорема,  относящаяся  къ  отр'Ьзвамъ  между  па- 
раллельными секущими,  получила  подобное  же  обобщен1е  въ 
(котё{гге  Ле  розШоп,  гд'Ь  разсматриваются  сЬкуаци,  прохо- 
дпщя  черезъ  одну  точку.  Карно  далъ  даже  еще  бол'&е  шв- 
ровое  н  полезное  обобщеше  этой  теоремы,  разсматривая  ее 
ШБЬ  частный  случай  прекраснаго  общаго  предложен1я  о  ва- 
комъ-вмбудь  многоугольник'^,  проведенномъ  въ  плоскости  гео" 
иетрмческой  кривой. 

7.  Въ  вышеприведенной  теорем'Ь  Маклоренъ  разсматривалг 
также  случай,  когда  неподвижная  точка,  черезъ  которую  про - 

1* 
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В0Д1ТСЯ  сЪкущхя,  находится  на  самой  кривой^  и  прн  помощ^т 
евоКствъ  круга  онъ  превращалъ  уравнеше,  выражающее  те- 
орену^  въ  ■  другое,  содержащее  хорду  круга  кривизны  кри- 
вой хь  неподвижной  точк'Ь.  Этимъ  путемъ  онъ  получилъ  де41 
друпя  теоремы,  служивш1я  ему  для  построен1я  круга  кри- 
визны и  для  дифференцхальнаго  выражешя  рад1уса  кри- 
визны. 

Такое  геометрическое  построеше  круга  кривизны  прямо 
на  чертеж'Ь,  безъ  помощи  теор1и  флюкс1й  и  даже  безъ  по- 
мощи Декартова  анализа,  оставалось,  кажется,  незам^ченнымъ 
въ  сочннеши  Маклорена  и  мы  не  знаемъ,  говорилось  ли  о 
немъ  когда-нибудь.  Мы  думаемъ  однако,  что  оно  заслужи- 
ваетъ  внимав1я^  потому  что  до  сихъ  поръ  задача  эта  счита- 
лась разр'Ьшимою  не  иначе  какъ  при  пособш  анализа. 

Маклоренъ  предполагаетъ  взв'Ьстнымъ  направлеше  норма- 
ли въ  той  точк^,  для  которой  опред^^ляется  Есругъ  кривизны. 
Удивительно^  что  ему  не  пришло  на  мысль  построить  и  нор- 
маль путемъ  чисто  геометрическимъ,  безъ  помощи  анализа. 
Задача  эта  того  же  рода,  какъ  и  задача   о  круг^Ь  кривизны, 
и  даже  проще  ея.  Мы  нашли  очень  простое  построеше  тоЭ 
и  другой,   вытекающее  изъ  третьей   теоремы  Ньютона.    Въ 
то  время  ды  не  знали  еще»  что  построенге  круга  кривизны 
уже  существуетъ;  р'Ьшеше  наше  впрочемъ  совершенно  отли- 
чается отъ  р^шен1я  Маклорена,  потому  что  основывается  на 
другомъ  свойств'6  геометрическихъ  кривыхъ. 

8.  Четыре  общ1я  теоремы,  о  которыхъ  мы  говорили,  со- 
ставдяютъ  предметъ  перваго  отд^^ла  въ  сочинеши  Маклоре- 
на. Въ  двухъ  другихъ  отд^лахъ  находятся  приложешя  этих  ь 

9 

теоремъ  къ  коническимъ  сЁчевхямъ  и  къ  кривымъ   третьаго 
порядка. 

Во  второмъ  отд'Ьд'Ь   мы  встр^Ьчаемъ   различный   свойства 
гармоническаго  дЪлешя  сЬкущихъ   въ  коническомъ  с'Ьчен1и 
и  теорему  о  вписанпомъ  четыреугольник^  (которую  мы    вы- 
вели изъ  шестиугольника    Паскаля),   заключающую  въ    себ!; 
теор1ю  подюсовъ.  Теорема  о  шестиугольник'^  изложена  ад1;еь 
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безг  доказательства,  такъ  какъ  Маклоренъ  доказалъ  её  раз- 
лачныии  способами  въ  другомъ  м'Ъст^.'^. 

Отд^лъ  трет1й  заключаетъ  въ  себ'Ь  множество  любопытннхъ 
свойствъ  кривыхъ  ЛИН1Й  третьяго  порядка.  Сл'бдующее  есть 
самое  важное,  изъ  котораго  выводится  большая  часть  дру* 
гихъ  свойствъ,  относящихся  къ  точкамъ  перегиба  -и  двоК- 
нымъ  точкамъ;  вотъ  оно: 

Если  четыре  вершины  и  деть  точки  перестьченгя  протг^ 
вопоАожныхъ  стороиъ  четыреугольника  лежать  на  кривой 
третьяго  порядка^  то  касательныя  проведенныя  въ  проти- 
вопоАожныхъ  всршинахъ  будутъ  пересгькаться  на  той  же 
кривой. 

Эту  теорему  Маклоренъ  изложилъ  еще  прежде  въ  Тгеа^ 
1т  о{  (1ихгоп8  (п^  401)  и  зам^тилъ,  что  теорема  о  четп* 
реугольник'Ь  ваисаныомъ  въ  коническое  сЬчеше  есть  ея  ча- 
стяни  случай;  въ  этомъ  нетрудно  убедиться,  если  будемъ 
разсматривать  коническое  сЬчеше  въ  совокупности  съ  пря- 
мою, соединяющею  точки  пересЬчевхя  противоположвнхъ 
сторонъ  четыреугольника,  какъ  кривую  третьяго  порядка. 

Теорему  Паскаля  можно  также  разсматривать,  какъ  сд^д- 
ств1е  одного  свойства  кривыхъ  третьяго  порядка,  бол'Ье  обща- 
го,  ч'Ьмъ  свойство  Маклорена,  именно  сл'Ьдующаго: 

Если  шесть  вершинъ  шестиугольнпка  и  деть  ивъ  трет 
точекъ  пересгьчснгя  его  противоположные  сторонъ  лежатъ 
на  привой  третьяго  порядка^  то  третья  точка  перестьче^ 
нгя  находится  на  той  же  кривой  ^'). 


")  РЫ1о8орЫса1  ТгапзасОопз,  п®  439;  1735;  и  ТгеаНае  о/  ^Ьшопз^ 
п*»п«  322,  623. 

*^)  Чтобы  доказать  эту  теорему,  достаточно  разсматривать  въ  шестя« 
угольнив']^  три  стороны  нечетнаго  порядка,  какъ  кривую  третьяго  по- 
рядка, и  стороны  четнаго  порядка,  какъ  другую  кривую  третьего  по- 
рядка. Черезъ  девять  точекъ  оерес^чешя  этихъ  жтшгй  иожно  провести 
безчисленное  множество  ьривыхъ  третьяго  порядка;  во  данная  кривая 
проходить  черезъ  восемь  изъ  этихъ  точекъ,  а  потому,  па  основанш  об- 
щаго  свойства  кривнхъ  третьяго  порядка,  она  проходитъ  и  черезъ  де- 
вятхю. 
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9.  Сущбствуетъ  еще  отрывокъ  изъ  одного  немуара  Макло- 
рева  о  теорш  кривнхъ  литй,  написаннаго  имъ  во  Францги 
въ  1721  году  въ  вид1(  дополненхя  къ  СгеотеЬгга  огдапгса;  пе- 
чатате  этого  мемуара  было  начато,  но  онъ  не  былъ  взданъ. 
Въ  1732  году  упомянутый  отрывокъ  былъ  переданъ  Лондон- 
СЕОму  Королевскому  Обществу  и  напечатанъ  въ  РкИозо* 
рЫса!  ТгапзасНопз  1735  года.  Въ  немъ  сл^^дуетъ  заметить 
одну  теорему,  составляющую  значительнейшую  его  часть, 
цменно: 

Если  мноюугольникъ,  измтьняемаго  вида^  перемгьгцается 
тат,  что  есть  стороны  его  проходятъ  черезъ  данныя  точ* 
кщ  а  есть  вершины,  кромгь  одной,  движутся  по  геометри- 
ческимъ  кривымъ  порядковъ  т,  щРуЪ*  •  ••>  ^^  свободная  вер- 
ишна  описываетъ  вообще  кривую  порядка  2тпрс[. . .;  и  по- 
рядка вдвое  меньшаю  тпр^ ...,  когда  есть  данныя  точки 
находятся  на  одной  прямой. 

Если  вс^  нанравляющ1я  лив1и  будутъ  прямыя,  то  кривая, 
описывается  свободною  вершиною  многоугольника,  будетъ 
коническое  сечен1е;  если  вм'Ьсто  многоугольника  возьмемъ 
треугольвикъ,  то  теорема  будетъ  ничто  иное,  какъ  шестя- 
угольникъ  Паскаля.  Для  случая,  когда  одна  изъ  трехъ  то- 
чекъ,  черезъ  который  должны  проходить  стороны  изм'Бняю- 
щагося  треугольника,  находится  въ  безконечности,  теорема 
эта  была  доказана  еще  Ньютономъ  (лемма  20-я  1-й  книги 
Рггпсгрга).  Но  Маклорену  обязаны  мы  изложешемъ  ея  въ 
общемъ  видЪ  и  т'Ьмъ,  что  въ  этомъ  способе  образовашя  кри- 
выхъ  онъ  усмотр'Ьлъ  прекрасную  теорему  Паскаля^  которая 
въ  то  время  была  неизв'Ьстна,  такъ  какъ  Еззаг  зиг  1е8  со- 
пгдиез^  въ  которомъ  она  изложена,  было  найдено  старавхямм 
аббата  Боссю  только  въ  1779  году  ^^). 


'*)  Можетъ  быть  Маклорену,  бывшему  оеоло  1721  года  во  Францш,  и 
известно  было  сочипен1е  Паскаля;  но  теореиа  о  шестиугольниБ']^  про- 
истекаетъ  такъ  естественно  пзъ  способа  образовашя  коничесвпхъ  с!- 
чен1&  похопцю  подвихнаго  треугольника,  что  было  бы  удивительно,  если 
бы  она  ускользнула  отъ  проницательности  Маклорена,  который  глубоко 
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Ваосд-Ёдств!!!  Маклоренъ  прямо  доказаль  эту  теорему  для 
круга  и  отсюда,  по  способу  перспективы,  распростр{1Нилъ 
ее  на  всЬ  виды  коническихъ  сЬчешй.  (См.  ТгеаНзе  о/*  /<{«*- 
Х10П8^  тл.  Х1Уу  гдЪ  Маклоренъ  доказываетъ  важн']&йш1Я  свой- 
ства эллипса,  разсматривая  его,  какъ  с^чен1е  косаго  цилин- 
дра съ  круглымъ  основашемъ). 

10.  Брайкенриджъ  (Бга1кепг1(1§е)  былъ  достойнымъ 
соревнователенъ  Маклорена  въ  вопросЬ  объ  обравоваши  ври* 
выхъ  вс^хъ  порядковъ  и  теор1я  эта  обязана  ему  многими 
основными  предложешями,  относящимися  главнымъ  образомъ 
Бъ  образован1ю  кривыхъ  посредствомъ  перес^чешя  прямыхъ, 
вращающихся  около  неподвигныхъ  полюсовъ;  н8СЛ']&довашя 
его  пом']Бщен11  въ  сочинеши  его:  ЕхегсгШго  ОеотеЬггае  Ле 
(кзочрНопе  Ипеагит  си^Vа^ит  (ш  —  4^,  1733)  и  въ  мему- 
ар4  его,  напечатанномъ  ъъ  РкИозорЫсаИ  ТгапзасОопа^  1735. 

Посл%  этого  многхе  друг1е  геометры  съ  усп']&хомъ  прила- 
гали Декартову  геометрш  къ  общей  теор1и  геометрическихъ 
кривыхъ. 

НИКОЛЬ  (№со1е,  1683  — 1759),  по  прим-Ьру  Стирлинга, 
доказавшаго  предложев1я,  только  укаванныя  Ньютономъ  въ 
ЕпитегаНо  Ипеагит  1аг1п  огйгпез^  началъ  также  И8ъяснен1е 
началъ,  которыми  могъ  руководствоваться  великхВ  геометръ, 
и  далъ  доказательство  важнаго  и  любопытнаго  предложешя  объ 
образован1и  вс^^хъ  кривыхъ  третьяго  порядка  посредствомъ 
тЬни  пяти  расходящихся  параболъ, — предложешя,  которое  не 
было  доказано  Стирлингомъ  '^). 

Аббатъ  Бражелонъ  (Вга^еЬ^пе,  1688  —  1744)  первый 
доказалъ,  еще  въ  1708  году,  прекрасныя  теоремы  Ньютона 
объ  органическомъ  образоваши  коническихъ  с^чешй  и  кри- 
внхо  третьяго  и  четвертаго  порядка,  им']&ющихъ  двойныя  то- 


вдухывалсд  во  все,  относившееся  къ  образован1ю  кривыхъ  1ИН1Й,  кавъ 
онъ  говорить  8то  саиъ  въ  письме,  сообщен аомъ  Лондонскому  Королев- 
скому Обществу    21  декабря   1732    года.   {1РЫ1о8орЫса1,    ТгапааЫгапз, 
1735). 
**)  Мётоггез  йе  ГЛеас^ётге  с^ез  зсгепссв,  1731. 
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чки  **);  потомъ  опъ  предпринялъ  перечисленгс  и  изслЬдова- 
1 1е  формъ  и  особенностей  крпвыхъ  четвертаго  порядка.  Это — 
работа  громадная  и  трудная,  которой  только  первыя  части 
были  изданы:  смерть  автора  лишила  насъ  остальныхъ  ча- 
стей **). 

Аббатъ  Де-Гюа  (Ое-Сгна,  1712-^1786)  въ  превосходномъ 
сочинсши  подъ  загларлемъ:  Пзадез  Ле  Гапа1у8е  Ле  Ве8саг(ез 
(ш  —  12',  1740)  показалъ  способы  определять  касательный, 
асимптоты  и  особыя  точки  (кратныя,  сопряженныя,  точки  пе- 
региба и  возврата)  въ  кривыхъ  всякаго  порядка;  оиъ  первый 
обпаружйлъ,  при  помощи  перспективы,  что  многхя  изъ  этихъ 
точекъ  могутъ  находиться  въ  безконечности;  это  привело  его 
къ  объ1'снен1ю  а  рггогг  той  любопытной  апалогхп,  которая 
существуетъ  между  различными  видами  такихъ  точекъ  и  раз- 
личными видами  безконечныхъ  ветвей  кривыхъ  лпшй,  какт-то 
гиперболическими  и  параболическими;  къ  аналопи  этой  онъ 
еще  прежде   приведенъ  былъ  анализомъ. 

Этотъ  искусный  геометръ  \ш^лъ  ц'Ьл1ю  доказать,  что  въ 
большинств'б  изыскап1й  о  геометрическихъ  кривыхъ  анализъ 
Декарта  можетъ  быть  употребляемъ  съ  такимъ  же  усп^хомъ, 
какъ  и  дифференц1альпое  исчислеще.  Онъ  признавалъ  поль- 
:гу  исчислен1я  безконечно-малыхъ  только  въ  р'Ьшенш  задачъ 
пптегральнаго  исчислешя  и  въ  вопросахъ  относительно  кри- 
вмхъ  механическнхъ.  Д'Ьйствительпо,  это  единственные  во- 
просы, въ  которыхъ  нельзя  обойтись  безъ  этого  исчисленхя 
п  только  ихъ  р-Ьшалъ  Ныотонъ  подобнымъ  путемъ. 

Э&Леръ  (1707  —  1783)  въ  1п1гоЛис1го  гп  апаЦзгп  гп^ь- 
пНотит  (2  уо1.  ш  —  4®,  1748)  изложилъ  общ1Я  начала  ана- 
литической теор1я  геометрическихъ  кривыхъ  съ  того  общно- 
(  пю  и  ЯСН0СТ1Ю,  которыми  отличаются  сочинешя  этого  ве- 
лпкаго  геометра;  распространяя   подобныя  же    11зыскан1я  на 


**)  ^от•па^  йев  ВатапЗу  30  8ер1;етЬге  1708. 

^^)  Первая  часть  этого  перечислен!)!:  напечатана  въ  Мётоггез  йе  Г  Аса- 
сктге  (Лез  зсгепсез  1730  и  1731  года,  вторая  же  не  была  издана;  разборъ 
ея  находится  въ  ШзЬогге  йе  1*Асайёт%е  роиг  1732, 
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гео11етр1ю  трехъ  изм^^рен^п,  онъ  въ  первый  разъ  изсл^довадь 
уравнеше  съ  тремя  перем'Ьнными,  заключающее  въ  себЪ  по* 
верхности  втораго  порядка. 

Въ  то  же  самое  время  Крайеръ  (1704  —  1752)  яздалъ 
по  этой  обширной  и  важной  отрасли  геометр1и  спещальное 
еочвнен1е  подъ  8аглав1емъ:  ЫЬгоЛисИоп  д>  Гапа1у8е  Лев  Ид- 
пев  сиигЪез  а1д^Ъщиев  (ш  —  4^  1750);  это  есть  самое  пол- 
ное сочниете,  уважаемое  н  до  сихъ  поръ. 

Вскоре  посл']^  этого  явилось  сочиненхе:  ТгаШ Лез  соигЪез 
а^деЬп^ие8  (т  — 12,  1756)  Дю-ОбЖура  и  Гудвна  (Вь 
0Ш8  йи  Зёзопг,  1734  —  1794;  Ооийш,  1734—  1805),  въ  ко- 
торомъ  ясно  и  точно  решены,  съ  помощ1ю  одного  только 
анализа  Декарта,  задачи  объ  особенностяхъ  кривыхъ,  о  ихъ 
васательныхъ,  аеимптотахъ,  радхусахъ  кривизны  и  пр. 

Гуденъ  издалъ  еще  другое  сочинен1е:  ТгаИе  скз  ргоргге- 
(ев  соттипев  а  1ои1ев  1ев  соигЪеВу  им']&ющее  предметомъ  пре« 
образоваше  координатъ  въ  уравеенхяхъ  какихъ-нибудь  кри- 
выхъ  лиши.  Это  рядъ  формулъ  съ  тремя  и  четырьмя  пере- 
и-Ьнными,  изъ  которыхъ  каждая  выражаетъ   вообще  особое 

свойство  кривой  ЛИН1И  '*). 

Упомяпемъ  еще  о  ВарингЬ  (^агт§,  1734 —  1798),  ко- 
торый во  многихъ  сочинешяхъ  своихъ  шелъ  дал'1^е  своихъ 
предшественниковъ  въ  открыт1Яхъ  по  теорхи  кривыхъ  лив1й  *^). 

боть,  кажется,  веб  зам'Ьтныя    усовершенствован1я  въ  те- 


'^  ЗдЪсь  находииъ,  между  прочимъ,  сорокъ  пять  различннхъ  уравне- 
а1Й  эллипса,  въ  которыхъ  за  начаю  координатъ  принимается  центръ  и 
фокуеъ. 

^о  интересное  сочкревхе  Гудена  ии'Ью  три  издашя;  посл^^яее  въ 
1803  году;  ко  вс^мъ  нздан1ямъ  прибавлены:  иеиуаръ  о  соднечныхъ  за- 
тнешяхъ  и  статья  объ  алгебраическихъ  кривыхъ;  въ  посл'1днемъ  же 
вздашн  кроы^  того  иемуаръ  объ  уиотреблеихи  эллипса  въ  тригонометрги. 

^')  Ером%  многихъ — иеиуаровъ  напечатанвыхт.  по  анпхЗски  въ  РНИо-. 
^оркгеЫ  ТгапваеСгопз  1763  и  1791  года,  Варингъ  напясалъ  о  геохетри* 
нескнхъ  кривыхъ  два  особые  трактата:  МгвсеИапеа  апа1рИеа  с^е  аедща^ 
ОктОтз  аТдёЬгакгв  еЬ  си^Vа^ит  ^^орггеШгЬив,  ш — 4^,  17625  н  Рго- 
ргШаив  реоте1ггсагит  смгьагит,  т  —  4^,  1772. 
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ор1В  кривихъ  лишйу  им'ЬвшЫ  источникомъ    гсометрхю  древ- 
нихъ  и  аиализъ  Декарта. 

11.  Въ  першдъ,  о  которомъ  мы  говоримъ,  усп'бхи  ао  дру- 
гимъ  отд'Ьлаиъ  науки  о.  пространств'Ь  были  мен'Ье  значвтедь- 
ны  и  не  такъ  удовлетворительны^  какъ  въ  общей  теор111  гео- 
нетрическихъ  кривыхъ.  Впрочемъ  и8СЛ']Ьдовашя  коннческихъ 
сЬчешй  цродолжаднсь  и  со  стороны  великихъ  матенатиковъ 
Галлел,  Стеварта,  Симеона  и  др.  сд'Ьланы  были  усилхл,  что- 
бы оозстановить  и  воабудить  стремлеше  къ  геометрш  древ- 
нихъ;  н^Ькоторые  частные  вопросы  были  изел'Ьдуемы  отъ  вре* 
мени  до  времени  знаменитыми  аналистами  Эйлеромъ,  Лам- 
бертомъ,  Лаграна&емъ,  Фуссомъ  и  др.  въ  т^^  немнопя  сво- 
бодный мануты,  который  имъ  оставались  отъ  избранныхъ  ими 
занят1й.  Но  труды  эти,  какъ  намъ  кажется,  могли  только 
поддерживать  знанхе  пр1емовъ  древней  геометрш,  но  не  были 
способны  породить  новыя  изсл'Ьдован1я;  истинные  усп'Ьх» 
въ  чистой  геометрхи  начинаются  не  ран'Ье,    какъ  съ  начала 

НЫН^ШНЯГО    СТ0Л'ЬТ1Я. 

Геометргя  въ  пргможеиги  къ  физическимг  явленгямъ.  Но 
въ  эту  эпоху  геометр1я  получила  особое  значенхе,  благодаря 
ея  приложешямъ  къ  физичех^кимъ  явленхямъ  и  благодаря  ве- 
дикимъ  открыт1вмъ,  который  при  ея  помощи  сд]^ланы  были 
въ  системе  М1ра  Ньютоиомъ,  Маклореномъ,  Стевартомъ,  Лам- 
бертомъ.  Никогда  прикладная  геометргя  не  им^ла  такого 
блеска;  къ  сожал'Ьшю  это  продолжалось  недолго  и  мы  дол- 
жны сознаться,  что  въ  наше  время  эта  наука  почти  совсЬмъ 
неизв^^стна:  исчислеше  безконечно-малыхъ  исключительно 
овлад'^^ло  вс^ми  вопросами,  которые  р^Ьшались  при  помощи 
геометр1и  Ньютономъ  и  его  учениками. 

12.  Успгьхи  чистой  геометрш.  Возвратиися  къ  геометр! и 
теоретической  и  попытаемся  дать  отчетъ  о  характер'^  и  рав- 
м'Ьрахъ  изсл-бдовашй,  способствовавшихъ  ея  развит1ю;  для 
этого  мы  предс1авимъ  разборъ  главныхъ  сочцвев1й  геовке- 
тровъ,  изучавшихъ  эту  науку  или  для  нея  самой,  или,  чтобы 
пользоваться  ею  какъ  пособземъ  при  изучен! и  явлешй  при- 
роды. 
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Г&ДЛеЙ  (1656  —  1742).  Знаменитый  астрономъ  Гадлей, 
обладавши  обширными  св^д^шями  и  отличавш1йса  особенно 
глубокииъ  знашемъ  геометрш  греческой  школы,  соорудилъ 
превосходный  памятникъ  древней  ваук'Ё  своими  переводами 
вальн^йшихъ  сочиненШ  древвихъ  геометровъ,  бол^е  в^^рными, 
ч^мъ  всЬ  предшествовавш1е.  Особенно  зам^Ёчательно  вели- 
кол'Ьпвое  изданге  коническихъ  сбчешй Аподлошяу.гд^^  съ  за- 
мЪчательнымъ  талантомъ  возстановлеоа  8  а  книга,  текстъ 
которой  до  сяхъ  поръ  не  былъ  еще  найденъ.  Продолгеше 
составляютъ  дв^  книги  Серена  о  с']&чен1яхъ  конуса  и  ци- 
линдра. 

Галлеюже  мы  обязаны  переводомъ  съ  арабской  рукописи 
неизв^стнаго  до  т^хъ  поръ  сочинешя  Ве  зесИопе  гаИопгз  и 
возстановлешемъ^  на  основан1и  указашй  Паппа,  трактата  Ве 
зесОопе  враЫг. 

Предметъ  этихъ  двухъ  сочинешй  состоялъ,  какъ  нзв']&стно, 
въ  проведен1и  черезъ  точку,  взятую  вн'Б  двухъ  линШ^  такой 
сЬкущей,  которая  на  этихъ  прямыхъ^  начиная  отъ  двухъ  по- 
стоянныхъ  точекъ^  образовала  бы  отр'Бзки,  им']&ющ1е  въ  пер- 
во2гь  случа^Б  данное  отношев1е,  а  во  второмъ — данное  про- 
изведете. 

Каждый  взъ  этихъ  вопросовъ  допускаетъ  вообще  два  р'Ь- 
шешя  и  следовательно  въ  анализ']^  приводился  бы  къ  урав- 
нен1ю  второй  степени.  Интересно  вид']&ть,  съ  какимъ  иску- 
ствомъ  Аполлон1й  р'Ъшаетъ  первый  вопросъ  помощш  сред- 
ней нропорц10нальной.  Его  геометричесшя  соображен1я  со- 
отвЬтствуютъ  д-Ьйствхямъ,  которыя  мы  употребили  бы  для 
уничтожешя  вгораго  члена  въ  квадратномъ  уравнен1и. 

Ньютонъ,  питавш1й  уважеше  къ  геометрш  древнихъ,  осо- 
бевно  отдичалъ  этотъ  трактатъ  Аполлошя.  ^Я  слышалъ  не 
разъ,  говоритъ  ученый  Пембертонъ,^')  что  онъ  одобрялъна- 
|г4рен1е  Гуго  Омерика  возстановить  древн1й  анализъ  и  чрез- 


^  71ею  о/*  вгг  Хзаас  КеЫоп'з  рНИозорНу,  \п  —  4**,  1728;  переведено 
Фравцузск1&   языкъ  въ  1755   году  подъ  загдав1емъ;   Шётепз  ск  1а 
ркШ9о^%е  Л'егс^опгеппе, 
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вычайно  хвалилъ  книгу  Аполлон1я  Ве  зесИопе  гаНопгз^ — кни- 
гу)  которая  бол^е  всЬхъ  творешВ  древности  раскрпваетъ 
передъ  ваий  сущность  этого  анализа  ^ 

Переводъ    Галлея   обогащенъ  многими  прим'Ьчан1ями;   въ 
нихь  даны  общ1Я  и  изящный  построенхя,  обнимающ1я  собою 
большинство    частныхъ  случаевъ  задачи,   разсматриваемыхъ 
Аполлошемъ   отд'Ьльно    и  весьма  подробно,    такъ  какъ   они 
тиЬлш    назначеше  служить  формулами,  которыя    всяк1й    гео- 
иетръ  долженъ  былъ  им'&ть     подъ  руками  при  р'&шешп    за- 
дачъ.  Изъ  одного  прим']Ьчан1я  видно,  что  самый  общШ  случай 
приводится  иъ  проведеи!ю    черезъ  данную  точку  двухъ    ка- 
сательныхъ  къ  парабол'Ь,  опред'Ьляемой  вполн'Ь  посредствомъ 
данныхъ  вопроса.  Это  счастливое  зам'Ьчанхе  даетъ  средство 
для  яснаго  и  простаго  изсл'Ьдовашя   всЬхъ  частныхъ  случа- 
евъ задачи;  оно  привело  Галлея  къ  различнымъ    свойствамъ 
касательныхъ  къ  парабол^^,  между  прочимъ  къ  сл'Ьдующему: 
Если  около  параболы  описанъ   четыреугольнит,  то  всякая 
касательная  дгьлитъ  противоположныя  стороны  его  на  ча- 
сти  тЛропорцгональныя.  ВсЬ   подобныя    предложешя    суть 
только  частные  случаи  одного  общаго  предложешя,  назван- 
наго  нами  ангармонмческимъ  свойствомъ   касательныхъ    ко- 
ническаго  сЬчешя.  (См.  Прим^чаше  ХУ1). 

Галлей  не  зналъ   ни  слова  по  арабски,    когда   любовь   къ 
геометр1и  заставила  его  предпринять  переводъ  рукописн   сГе 
зесНопе  гаНопгз.  Въ  предисловхи  онъ  разсказываетъ  истор1ю 
этой-  рукописи,  остававшейся   въ  теченха  мвогихъ  л'Ьтъ   за- 
бытою въ  Бодлейенской  библ1отек']&.  Онъ  сожал'Ьетъ  объ  утра- 
тЬ  множества  другихъ  сочинен1й  греческой  школы  и  не  со- 
мневается, что  МН0Г1Я  изъ  нихъ  могли  бы  еще  быть  найдемы, 
если  бы  съ  большимъ    старанхемъ   позаботились    объ  эюмъ. 
По  этому  поводу  онъ  обращается  съ  мольбою  ко  всЬмъ  уч^е- 
иымъ,  которымъ   доступны  библ1отеки,   обладающ1я    рукоиц^ 
сями.  Мы  считаемъ    долгомъ   привести    зд^сь  эти  мысли     и 
желан1я  знаменитаго  Галлея,  которыя  должны  им'&ть  ва^в^ное 
значен1е  въ  глазахъ  ьс^хъ  просв'Ьщенныхъ  людей,  им^ющих-ь 
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возножность  какпмъ  бы  то  ни  было  образомъ  принести  поль- 
зу математвческвмъ  наукамъ. 

Галлеемъ  было  приготоглояо  издан1е  сферики  Менелая  въ 
трехъ  Бнигахъ,  сверенное  съ  еврейскою  рукописью.  Но  оно 
появилось  только  въ  1758  году,  благодаря  с^аранхяиъ  друга 
Галлея  доктора  Еостарда,  автора  истор1и  астроном1и. 

Оъ  глубоЕимъ  8нан1еиъ  геокстр!»  древнихъ  Галлей  со^ди- 
нялъ  полное  понимавхе  способа  Декарта.  Онъ  поль80ва.!1С>1 
имъ  преимущественно  для  усовершенствовап1я  пр1емовъ  по- 
строен1я  уравнсвШ  третьей  и  четвертой  степени,  употребляя 
для  этой  ц'Ьли  какую  нибудь  данную  пара1олу  и  кругъ  **). 

Его  издан1Я  сочинен1й  Аполлон1я,  Серена  и  Менелая  весь- 
ма высоко  исбнятся  любителями  геометрхи  *®);  ихъ  однихъ 
бнло  бы  достаточно,  чтобы  дать  Галлею  почетное  м'Ёсто  въ 
ряду  ученыхъ,  способствовавпктхъ  разпит1Ю  математическихъ 
наукъ,  если  бы  труды  по  астрономш  безъ  того  не  ставили 
его  на  ряду  съ  8наменит']&йшимв  людьми  той  эпохи:  Донн- 
никомъ  Кассини,  Гюйгенсомъ  и  Ньютономъ. 

13.  Хотя  Ньютонъ  и  Маклоренъ,  о  прекрасныхъ  изыска- 
Н1яхъ  которыхъ  въ  теор1и  геометрическихъ  кривыхъ  мы  уже 
говорили,  не  писали  особо  о  геометрхи  древнихъ,  однако  оои 
такъ  высоко  ц'Ьнили  способы  древнихъ,  что  почти  исключи- 
тельно употребляли  ихъ  въ  своихъ  физико-математическнхъ 
из€Л'Ьдован1яхъ.  Поэтому  мы  должны  бросить  еще  взглядъ  на 
сочвнешя  этихъ  геометровъ. 

Изъ  трудовъ  Ньютона  мы  остановимся  на  АгНЬтеНса 
ить'егзаНз  и  на  его  большомъ  сочинеши  Рппсгрга. 

АгШгтеИса  ипгьегзаНз  есть  превосходный  образецъ  при- 
ложешя  способа  Декарта  къ  р'Ьшешю  геометрическихъ  во- 
просовъ  и  къ  построенш  корней  уравненШ;  гкЬсъ  находится 

*»)  РНИо8орМса1  ТгапзасИопз,  1687,  п®  188. 

^  ВсЬ  эти  сочинев1я  очень  р'Ьдки,  въ  особенности  трактатъ  Ве  ве* 
(Попе  гаОопга;  это  до  сихъ  поръ  единственная  книга,  въ  которой  мо- 
жно найти,  вм'1сг1  съ  переводоиъ  бол^е  точвнхъ,  ч'1мъ  переводъ  Ком- 
жавдина,  НО1Н08  гречесвгй  тевстъ  предис10В1я  къ  7-В  кннт^  ^  й/аше- 
матическаю  Собрангя^  Паппа. 
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множество  разнЬобразныхъ  предложешй,  относящихся  ко 
вс^мъ  отд'бламъ  математиккт.  Это  сочинеше  въ  наше  время 
читають  слишкомъ  мало,  вабываз  вероятно,  что  знаменитыБ 
авторъ,  излагая  зд^сь  свои  лекщи,  читанныя  въ  Кембридж- 
скомъ  увиверситет-Ь,  считалъ  это  сочинсн1е  способннмъ  озна- 
комить его  слушателей  съ  наукой  и  со  вс^^ми  знанхями,  не- 
обходимыми для  геометра. 

14.  Первая  книга  Рппсгрга  содержите  множество  различ- 
ныхъ  предложенШ  чистой  геометр1и.  Особенно  замЬчатеяь- 
нн  прекрасный  свойства  коническихъ  с^&чешй  и  задачи  о 
построенш  этихъ  кривыхъ  по  даннымъ  точкамъ  и  касатель- 
нымъ,  или  также  по  данному  при  этомъ  фокусу.  Подобныя 
изыскан1Я  были  въ  то  время  по  большей  части  новы;  они 
сдужили  Ньютону  вступлен1емъ  къ  объяснешю  всЬхъ  небе- 
сныхъ  явлен1й  изъ  его  закона  всеобщего  тягот1>тя  и  къ  вы* 
воду  а  рггогг  и  вычислешю  при  помощи  этого  единственна- 
го  начала  движен1я  вс^хъ  небесныхъ  тклъ.  Этимъ  Ньютовъ 
оказалъ  величайшую  почесть  изсл']&довашямъ  древнихъ  гео- 
метровъ  о  коническихъ  с']^чен1яхъ^  послЪ  того,  какъ  Беолеръ 
изъ  нихъ  :ке  почерпнулъ  открытхе  истинной  формы  пяанет- 
ныхъ  орбитъ. 

Въ  настоящее  время  почти  совсЬмъ  не  употребляются  гео- 
метрическ1Я  предложетя  и  многочисленный  свойства  кони- 
ческихъ с^чешй,  который  необходимы  для  изсл^^довашя  во- 
просовъ  о  систем'6  М1ра  по  способу  Ньютона;  этимъ  объ- 
ясняется^ почему  такой  способъ,  независимо  отъ  выгодъ, 
представляем ыхъ  способомъ  аналитическимъ,  теперь  остав* 
ленъ  и  почему  его  считаютъ  долгимъ  и  труднымъ  и  не  ожи- 
даютъ  отъ  него  ничего,  или  почти  ничего,  въ  будущемъ.  Та- 
кое мн'Ёнхе  усиливается  съ  каждымъ  днемъ,  потому  что  ана 
лизъ,  которымъ  всЬ  занимаются  исключительно}  д^даетъ  по- 
стоянные успехи  и  вм^стФ  съ  т^мъ  упрощаются  и  совер- 
теиствуются  бол^е  и  бол^е  тЬ  первые  аналитичесте  нр1е]ш, 
которые  зам'Ьнили  собою  способъ  Ньютона.  Посл^Бдвпй  же^ 
оставленный  безъ  разработки,  остается  въ  томъ  же  состояши, 
въ  какомъ  онъ  вышелъ  изъ  рукъ  своего  знаменитаго  автора. 
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и  когда  эта  способы  сравниваютъ  между  собою,  нжкто  не 
указываютъ  на  первоначальныя  попытки  аиалистовъ,  когда 
прекрасные  выводы  Ньютона  превращены  были  сначала  въ 
тяхелыА  и  неизящный  анализъ,  совершенсгвовавшШся  по- 
томъ  съ  ^ждымъ  днемъ,  благодаря  постояпнымъ  уснлммъ 
знаменягЬйтихъ  геометровъ.  Отчего  же  при  отомъ  не  при- 
нимаютъ  по  крайней  ы'Ьр'Ь  въ  соображевхе  т'Ьхъ  усовершев- 
ствовашй,  которыя  могли  бы  быть  сд'Ьдапы  въ  геометриче* 
скомъ  способ*]^,  дающемъ  иногда  таше  нагллдные  результаты, 
если  бы  только  онъ  не  былъ  совершенно  оставленъ? 

Бниматедьный  равборъ  раздичныхъ  прсдложенШ  чистой 
геохетрш,  употребляемыхъ  въ  Рггпсгрга  Ньютона,  даетъ  намъ 
понят1е  о  томъ,  каковы  бы  могли  быть  эти  усовершевство- 
вав1я.  Такъ  мы  узяаемъ,  что  эти  предложсшя^  кажущ1яса  со- 
вершенно различными  и  доказываемый  каждое  особымъ  спо- 
собомъ,  могутъ  быть  приведены  къ  двумъ,  или  тремъ  глав* 
ныяъ  свойствамъ  копическихъ  с§чев1й,  изъ  воторыхъ  они 
проистекаютъ,  какъ  частные  случаи,  или  простыя  сл'Ьдств1Я. 
Такимъ  образомъ  теперь  новый  комментархй  къ  Рггпсгрга 
Ньютона,  составленный  въ  дух^Ь  и  со  средствами  новой  ге- 
ометрии, сократилъ  и  упростидъ  бы  въ  высшей  степени  чте* 
н1е  этого  безсмертнаго  сочинон1Я. 

15.  Покажемъ  теперь,  что  предложен1я  Ньютона  могутъ, 
какъ  ^ы  сш1зали,  быть  выведены  только  изъ  двухъ,  или  трехт, 
болЪе  общихъ  свойствъ  коническихъ  сЬчснШ. 

Въ  предложен1яхъ  19^  20  и  21  р'&шсны  вс%  задачи  о  по- 
строевш  коническаго  сЁчешя,  имЬющаго  данный  фокусъ  и 
сасающагося  данныхъ  прямыхъ,илипроходящаго  черезъ  дан- 
ввя  точки.  Но  р'Ёшеше  всЬхъ  подобныхъ  вопросовъ  непо- 
средственно приводится  теперь  къ  такимъ  же  вопросамъ  о 
круг^,  удовлетворяющемъ  тремъ  услов1ямъ,  посредствомъ  или 
теор1и  гомологическихъ  фигуръ,  какъ  это  показалъ  Понселе, 
яли  посредствомъ  поляръ,  какъ  это  указаао  нами.  {Лппойез 
йе  та1Ьёта1гдие8^  I.  ХУ1П.) 

Леммы  17,  18  и  19  представляютъ  свойство  четыреуголь- 
нака,  вписаннаго  въ  коническое  сЬчеше,  или  теорему  древ- 
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ннх%  оЛ  оцаЬиог  Ыпеаз.  Мы  показали,  что  эта  теорема  чрез- 
вычайно легко  выводится  изъ  предложешя,  названнаго  наиа 
ангармоническимъ  сеойствомъ  точекъ  коническаго  с^Ьчешя. 
Свойство  же  это  доказывается  съ  совершенною  очевидноспю 
безъ  помощи  всякаго  другаго  свойства  коническихъ  сЪчен1й. 
(См.  Прим^чанхе  ХУ). 

Леммы  20  и  21  им'Ьютъ  предметомъ  образованхе  вониче- 
скихъ  с^чешй  посредствомъ  пересЬченхя  двухъ  прамнхъ, 
вращающихся  около  пеподвижныхъ  полюсовъ. 

Въ  первой  изъ  этихъ  леммъ  вращающ1яся  прямыя  прово- 
дятся черевъ  точки  перес^ЬчевЕя  параллельныхъ  сЬкущихъ 
съ  двумя  неподвижными  прямыми.  Объ  этой  теореме  мы  упо- 
миналЕ)  говоря  о  Де-Витт!,  и  указали  частный  случай  ея  въ 
сочинен1и  Кавальери. 

Бели  бы  С'Ькущ1я  не  были  параллельны^  а  проходили  бы 
черезъ  одну  точку,  то  получалась  бы  во  всей  общности  те- 
орема Маклорена  и  Брайкенрнджа;  мы  видели,  что  она^  изло* 
женная  въ  иной  форм'Ь,  ведетъ  къ  теореме  Паскаля  о  ше- 
стиугольнике; въ  Прим^чанхи  XV  показано,  что  она  непо- 
средственно выводится  изъ  ангармоническаго  свойства  точекъ 
коническаго  сЬченхя. 

Въ  21  демм^  вращающ1яся  прямыя  суть  стороны  двухъ 
постоянныхъ  по  величин^Ь  угловъ,  друг1я  стороны  которвкъ 
пересекаются  на  неизменяемой  прямой.  Этотъ  способъ  орга- 
ническаго  образован1я  коническихъ  сечешй  изложепъ  Ньюто- 
номъ  также  въ  ЕпитегаНо  Ыпеагиш  1егШ  огситз  и  въ 
АгИНтеИса  ипшгзаЫз.  Мы  показали  уже  (въ  томъ  же  При- 
мечан1и),  что  этотъ  способъ  образован1я,  который  доказывал- 
ся всегда  довольно  длиннымъ  путемъ,  выводится  необыкно- 
венно легко,  подобно  предыдущему,  изъ  того  же  ангармонв- 
ческаго  свойства. 

Леммы  23,  24  и  25  съ  ихъ  следств1ями  представляютъ 
частные  случаи  общаго  свойства  четыреугольиика,  описан- 
наго  около  коническаго  сечен1я, — свойства  сходнаго  съ  об- 
щимъ  свойствомъ  вписаннаго  четыреугольника  и  названнаго 
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нами  ангармоническимъ  свойствомъ   касательныхъ   кониче* 
СБаго  <гЬчен1я.  (См  Прим'Ьчаше  ХУ1.) 

3-е  сл%дств1е  25-й  леммы  предстаоляетъ  сл'Ьдугощее  пре- 
краевое  аредложеше,  которое  бьтло  потомъ  доказано  разны- 
ми способами:  «во  всякомъ  четыреугольник'Ь,  описанномъ 
около  коническаго  с^чен1я,  прямая  проведенная  черезъ  ере* 
дины  даагоналей,  проходитъ  черезъ  центръ  кривой  >• 

Мнопя  предложев1я  относятся  къ  задач'б'  о  построенхи  ко- 
ническаго с'Ьчев1я  по  даннымъ  пяти  услов1ямт,  именно  по 
давнымъ  точкамъ  и  касательнымъ.  ВсЬ  подобные  вопросы, 
какъ  известно,  решаются  теперь  очень  просто. 

Лемма  22  служитъ  къ  преобразовашю  однихъ  фигуръ  въ 
друг1я  того  же  рода.  Въ  сл'Ьдующихъ  предложешяхъ  Ньютонъ 
ею  пользуется  для  превращешя  прямыхъ,  проходяп^ихъ  черезъ 
одву  точку,  въ  прямыя  параллельный  между  собою  съ  ц%Л1ю 
облегчить  р^кшенхе  н'Ькоторыхъ  вопросовъ.  Въ  третьей  эпох'Ъ 
мы  говорили  объ  этомъ  пр1ем'Ь  и  показали  тамъ,  что  онъ 
есть  ни  что  иное^  какъ  одинъ  изъ  способовъ  перспективы. 
Намъ  кажется,  что  зам'бчаше  это  можетъ  облегчить  пони- 
наше  этого  пр1ема. 

16.  Во  вс'Ьхъ  предварительныхъ  предложен1яхъ  и  ихъ 
елЪдетв1яхъ  Ньютонъ  ограничивалъ  свои  изыскашя  только 
тЬмъ,  что  ему  было  р'Ьшительно  необходимо  для  его  веди- 
каго  лредпр1ят1я.  Но  изъ  самой  сущности  его  предложешй 
видно,  что  еслибы  онъ  им'бдъ  въ  виду  развит1е  и  усовер- 
ленствовате  теор1и  коническихъ  сЬчешй^  то  эти  предложе- 
В12  приведи  бы  его  безъ  труда  къ  естественному  обобщешю 
ноаученннхъ  уже  имъ  результатовъ,  т.-е.  къ  бол'1е  общимъ 
свойствамъ  коническихъ  с^ченхй. 

Отъ  него  не  ускользнуло  бы  также  и  то^  что  его  способъ 
ореобразован1я  фигуръ  прилагается  естественнымъ  образомъ 
также  къ  фигурамъ  трехъ  изм']&решй;  тогда  мы  за  ц'Ьлые 
полтора  в^ка  ран'бе  узнали  бы  то,  что  сд'^Ьдано  было  только 
въ  самое  недавнее  время;  напрзм^ръ  преобразованхе  сферы 
во  всякую  поверхность  втораго  порядка,  подобно  тому,  какъ 

т.  IX,  вно.  I,  отд.  п.  2 
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со  временъ  Дезарга  и  Паскаля  преобравоввваютъ  ]10хощ1ю 
перспективы  кругъ  для  открыт  и  изсл'Ьдовавхя  свойствъ 
коническихъ  с^чешй. 

Самъ  Ньютонъ  не  им^лъ  въ  виду  подобныхъ  обобщен1й. 
Но  они*  не  могли  бы  остаться  незамеченным  я  т^Ьми  геоме- 
трами, которые  захотЬли  бы  подумать  надъ  чисто-геометри- 
ческимъ  отд-Ьломъ  Рггпсгрга]  это  обстоятельство  ясно  по- 
казываетъ,  какъ  мало  послЪ  того  времени  разработывалась 
геометр1я. 

17.  Въ  сочинен1и  Ньютона  дано  было  въ  первый  разъ 
распрямлен1е  эпициклоидъ.  До  т'Ьхъ  поръ  не  было  ничего 
писано  объ  этихъ  знамевитыхъ  крпвыхъ,  хотя  он'Ь,  по  сви- 
детельству Лейбница,  были  изобретены  еще  за  десять  л^тъ 
до  этого  времени  Ремеромъ.  По  словамъ  Де-Лагира  первое 
открыт1е  этихъ  кривыхъ  и  употребленхе  ихъ  при  построеши 
зубчатыхъ  колесъ  восходитъ  даже  до  Дезарга,  генШ  вото- 
раго,  мяло  ценимый  въ  настоящее  время,  бгллъ  действитель- 
но достаточепъ  для  такаго  важваго  и  полезнаго  открыт1я. 
Черезъ  несколько  лЬть  после  издашя  сочпнен1я  Ньютона 
появилось  сочинеше  Де-Лагира  ТгаИе  деотеЬЩие  Лез  ёрг- 
сусШЛев. 

Прибавленге.  Эоицивювдн  разсиатривались  еще  въ  самая  от- 
даленвня  времена,  потому  что  они  играли  важную  роль  въ  астро- 
номической систем^^  Птоломея.  Но  харавтеръ  и  свойства  этихъ 
кривнхъ,  кажется,  вовсе  не  изучались  въ  то  время  геометриче* 
скимъ  путемъ.  Альбертъ  Дюреръ  пом^^стилъ  ихь  въ  число  крп- 
выхъ, воторыя  можно  построить  по  точкамъ,  и  говорилъ,  что  ов'б 
могутъ  быть  полезнн  въ  строительномъ  искуств'Ь;  но  онъ  также 
не  изучалъ  ни  одного  свойства  ихъ. 

Первая  эпициклоида,  свойства  которой  были  найдены,  указана 
Карданомъ:  это — лин1я,  образуемая  точкою  окружности,  катящеКся 
по  вогнутой  стороне  другой  окружности,  им'Ьющей  вдвое  больш1& 
рад1усъ;  лян1я  эта,  какъ  нзв'^>стно,  есть  прямая.  Карданъ  дова- 
залъ  это  предложен1е  въ  книгЬ  подъ  заглавхемъ:  Ориз  поVит  с^е 
ргорогОапгЪив  питегогит,  то(иит,  е1с.  (ргор.  173,  р.  186). 

Потомъ  въ  1678  году  Гюйгенсъ  нашелъ,  что  огибающая  атра- 
женныхъ  вОАт  при  отражевзи  параллельныхъ  лучей  отъ  окружво- 
сти  есть  эпициклоида,  образуемая  точкою  окружности,  катяп^еПса 


ЧЕТВЕРТАЯ  ЭПОХА.  187 

I 

по  вогнутой  с'горон']^  осв'Ьщаенато  крута;  прпвтонъ  дхаметръ  пер- 
вой окружности,  вчетверо  кен^е  второй.  Гюйгенсъ  покааалъ  рас- 
пря]11ен1е  и  квадратуру  такой  эпициклоиды  (ТгасШиа  Ле  1итг- 
лс,  сар.  VI). 

Около  того  же  времени  Де-Лагиръ  обнаружилъ,  что  каустиче- 
ская Чирнгаузена  при  отражен1и  кругомъ  параллелъныхъ  лучей 
есть  также  эпициклоида,  образуемая  точкою  круга,  катящагося 
по  выпуклой  стороне  неподвижнаго  круга,  им^ющаго  д1аметръ 
вдвое  больш1Й. 

Эта  кривая  есть  развертка  эпициклоиды  Гюйгенса. 

Вотъ,  сколько  мн'Ь  известно,  первый  эпициклоиды,  некоторый 
геометричесшя  свойства  которыхъ  были  изучены.  Кривыя  этя 
встречались  потомъ  во  нногихъ  других'ь  вопросахъ  физики  и  ме- 
ханики, гдгЬ  он§  играютъ  заметную  роль. 

18.  Укажеиъ  еще  въ  книгЬ  РНпсгрга  на  знаменитые  ова- 
4ы,  которые  изобр'Ьтены  были  Декартомъ,  как'ь  кривыя.  со- 
бираюиия  посредствомъ  преломлен1я  въ  одинъ  фокусъ  всЬ 
лучи^  НСХ0ДЯЩ1Я  И8ъ  ОДНОЙ  ТОЧКИ,  подобно  тому,  какъ  оллипсъ 
н 'гипербола  собираютъ  лучи  параллельные  *^).  Ньютонъ  по- 
казываетъ  очень  просто^  что  эти  кривыя  представляютъ  гео- 
метрическое м^сто  точекъ,  разстоян1я  которыхъ  отъ  двухъ 
окружностей  находятся  въ  постоянцомъ  отнотенш.  Этоясе 
самое  видно  ивъ  геометрическаго  построен1я  Декарта  и  Гюй- 
генсъ прямо,  безъ  всякаго  доказательства,  получилъ  такое 
же  заключеше  изъ  теорш  волнъ  въ  его  трактат1(  о  св'Ьт'6. 

Сд^лаемъ  вд^сь  одно  замЪчаше  о  геометр1и  Декарта,  за- 
уЬчан1е,  котораго  мы  не  им^ли  случая  высказать  ран'бе. 
Геометрическое  построеше  оваловъ  удовлетворяло  той  ц%ли, 
для  которой  знаменитый  философъ  вазначалъ  ихъ  въ  своей 
Х10птрик'Ь;  но  оно  не  было  достаточно  для  полнаго  изсл'Ь- 
довашя  этихъ  кривыхъ.  Ни  Роберваль,  который,  спустя  не- 
много времени^  далъ  построен1е  оваловъ  и  изсл^довалъ  ихъ 
формы,  ни  Гюйгенсъ,  ни  Еьютонъ  небыли  вполне  знакомы 
еъ  втнми  кривыми   съ  геометрической   точки  зр'бшя.   Д'Ьло 


^)  Это  свойство  коническихъ  сЬченИ,  основывающееся  на  соотно- 
мев1н  между  фокусомъ  и  директрисою,  показано  также  Декартомъ,  ко- 
торой доказалъ  его  въ  своей  Дюптрик'!. 
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въ  томъ,  что  каждый  овалъ,  взятый  въ  отд'^^льности»  не  пред- 
ставлялъ  вполы^Ь  того  геометрическаго  м^ста,  которое  удо- 
влетворяетъ  свойству,  указанному  Ньютономъ,  или  уравне- 
Н1Ю  четвертой  степени,  найденному  Декартомъ:  это  геоме- 
трическое м'Ьсто  состоитъ  всегда  изъ  совокупности  двухъ 
сопряжениыхъ  оваловъ  (сон]и^аёе8),  неразд'Ьльныхъ  другъ 
отъ  друга  въ  аналитическомъ  выра&еши. 

Зам'Ьчаше  это  ускользнуло  отъ  Декарта,  какъ  въ  его  Гео- 
метрш,  такъ  и  въ  Д1оптрик^  также  какъ  отъ  другихъ  на- 
званаыхъ  нами  знаменитыхъ  геометровъ.  Оно  могло  быть 
опущено  въ  Д1оптрик'Ё^  но  должно  было,  по  вашему  мн^^- 
нш,  быть  указано  въ  Геометр1и.  Отъ  этого  произошло,  что 
одна  изъ  формъ  этихъ  кривыхъ  укрылась  отъ  анализа  Де- 
карта; это  именно  случай,  когда  два  сопряженные  овала 
им'Ьютъ  одну  общую  точку  и  образуютъ  одну  кривую  съ 
двойною  точкой;  кривая  пъ  этомъ  случае  есть  ничто  иное, 
какъ  улиткообразная  Паскаля  (Нтадоп).  Такимъ  образот, 
эта  зам'Ьчательная  кривая,  представляющая,  какъ  изв'кстно, 
въ  одно  и  тоже  время  круговую  эпициклоиду  и  конхоиду, 
отличается  еще  т'Ьиъ  до  сихъ  поръ  незам'Ьченнымъ  свой- 
ствомъ,  что  она,  какъ  и  всЬ  овалы  Декарта,  им'Ьетъ  два 
фокуса. 

Въ  посл'Ьднее  время  овалы  опять  появились  въ  геометр1и. 
Знаменитый  астрономъ  Гершель  назвалъ  ихъ  апланетиче- 
скими  лингями  ^'),  яи'Ья.  въ  виду  употребленхе  ихъ  въ  опти- 
кЬ.  Бетле  открылъ  въ  нихъ  особый  любопытныя  свойства, 
которыя  мы  покажемъ  въ  ПримЪчан1и  ХХЬ 

19.  МахдоренЪу  также  какъ  Ньютонъ,  питалъ  любовь 
къ  чистой  геометр1и  и  также  ум'Ьлъ  прилагать  ее  съ  чрез- 
вычайны^ъ  искуствомъ  къ  философскимъ  изыскашямъ.  Со- 
чвнеше  его  ТгеаНзе  о/'  (1ихгопв  имЪло  цЪлш  показать  связь 
и  соотношеи1е  между  способами  Архимеда  и  Ньютона  и  до- 
казать посл'Ьдшй  способъ  со  всею  строгостш  греческой 
школы;  въ  этомъ  сочиненхи  мы  находимъ  множество  синте- 


'')  Лин1и  безъ  аберращи. 


ЧЕТВЕРТАЯ   ЭПОХА.  189 

тическяхъ  доказатедьствъ  для  разнообразныхъ  вопросовъ 
механики  и  высшей  геометрш:  аналвзъ  не  могъ  бы  быть  въ 
етомъ  случа'Ь  ни  проще,  ни  быстр']&е.  Всё  знаютъ  съ  какимъ 
изаществомъ  и  простотою  р'Ьшилъ  онъ  этимъ  путемъ  важ- 
ный вопросъ  о  вид^Ь  земли;  одного  этого  изсл'Ьдовашя  до- 
статочно^ чтобы  сделать  имя  Макдорена  безсмертнымъ. 

Вопросъ  состоялъ  въ  томъ,  чтобы  опред'Ьлить  притяженхе 
эллипсоида  вращешя  на  точки^  лежащ1я  внутри,  или  на  по- 
верхности. Изъ  н'Ькоторыхъ  свойствъ  коническихъ  сбчев!!} 
Маклоренъ  съум^Ьлъ  извлечь  средства,  достаточныя  для  ре- 
шетя этого  вопроса,  всегда  считавшагося  самыми  знаме- 
нитыми аналистами  однимъ  изъ  трудн'Ьйшихъ.  Чтобы  оц'Ь- 
нить  достоинство  этого  идсл^довашя  и  способа,  употреблен- 
наго  Маклореномъ^  мы  приведемъ  лучше  всего  мн']Бв1е  вы- 
сказнвное  объ  этомъ  предмет'Ь  знаменитымъ  Лагранжемъ. 
Зам'Ьтивъ,  что  есть  вопросы,  въ  которыхъ  геояетрнческШ 
способъ  древнихъ  представляетъ  преимущества  передъ  ана- 
лизомъ,  Лагранжъ  прибавляетъ:  „Задача  объ  опред'Ьлеши 
нритяжен1я  эллиптическаго  сфероида  на  точку^  пом'Ьщенную 
на  самой  поверхности,  или  внутри  ея,  принадлежитъ  къ 
этому  роду.  Маклоренъ,  первый,  р'Ьшилъ  эту  задачу  въ  сво- 
ехъ  превосходномъ  сочинеши  о  прилив-Ь  и  отлив*!  моря, 
ув']^нчанномъ  Парижскою  Академхею  Наукъ  въ  1740  году; 
овъ  сл'Ьдовалъ  методу  чисто  геометрическому^  основанному 
исключительно  на  н'Ькоторыхъ  свойствахъ  эллипса  и  элли- 
птическихъ  сфероидовъ;  и  надобно  признаться,  что  эта  часть 
сочинешя  Маклорена  представляетъ  превосходный  образецъ 
геометр1и,  который  можно  сравнить  съ  самыми  лучшими  и 
гешальными  сочинен1ями,  оставленными  намъ  Архимедомъ. 
Маклоренъ  им^Блъ  какое-то  особое  призванхе  къ  способу 
дрсвнихъ  и  потому  не  удивительно,  что  онъ  воспользовался 
ииъ  для  р%шен1Я  упомянутаго  нами  вопроса;  но  намъ  ка- 
хется  необывновеннымъ  то,  что  такая  важная  задача  не  была 
в  посл'Ь  того  решена  прямымъ  аналптическимъ  путемъ,  осо- 
бевво  въ  посл']&дпее  время,  когда  анализъ  вошелъ  въ  такое 
шврокое  и  всгобщео  уаотреблен1е.  Причину  этого,  кажется, 
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можно  прупЕсать  только  трудности  вычислен1й,  необходим 
ныхъ  для  рЪшев1Я  этой  задачи^  {согда  она  разсматривается 
съ  чисто  аналитической  точки  зр'Ьшя. ...  Въ  настоященъ 
мемуарЪ  я  хочу  показать,  что  разсматриваеиая  задача  не 
только  не  представляется  недоступною  анализу^  но  можетъ 
быть  р'&шена  аналитически,  если  не  также  просто,  какъ  пу- 
темъ  синтеза,  то  по  крайней  жЪрЬ  бол^^е  прямо  и  съ  боль- 
шею общностью  и  пр.  ^^'). 

Большая  общность  заключалась  въ  вычислешн  притяжешя 
трехоснаго  эллипсоида  вм'Ьсто  эллипсоида  вращснхя,  изсл^до- 
ваннаго  Маклореномъ.  Но  это  обобщен1е  уже  показано  бнло 
Даламбертомъ  и  получено  имъ  путемъ  чисто  геометрическихъ 
соображен1й,  путенъ  совершенно  т^мъ  же,  который  указавъ 
бнлъ  Маклореномъ  '^). 

20.  Въ  другой  части  сочинеп1я  Маклорена,  о  которой  Ла- 
гранжъ  ничего  еще  не  говоритъ  въ  упомйнутомъ  нами  пер- 
вомъ  мемуар-Ь,  обнаруживается  д'Ьйствительное  преимущество 
геометрическаго  способа  передъ  анализомъ.  Мы  говоримъ  о 
знаменитой  теореме  объ  эллиосоидахъ^  главный  сЬчешя  ко- 
торыхъ  им'Ьютъ  одни  и  тЬ  же  фокусы.  Теорема  эта  заклю- 


■•)  Мётоггез  Ле  УАсайётге  йе  ВегИп.  1773. 

■*)  ОризсЫез  таШтаЩиез.  1773,  1.  VI,  р.  166. 

Прежде  ч'Ьмъ  мы  узнали,  что  Далаибертъ,  идя  яо  С1^дамъ  Макло* 
реиа,  дишелъ  поиощ1Ю  чпсто  геоиетрическихъ  соображенШ  довыраже- 
Н1а  въ  вид^  однократваго  интеграла  притяжен1я  трехоснаго  зллипсоида 
на  точку  поверхности  или  внутри  ея,  мы  сами  старались  на&ти  такое 
жо  распространеше  теоремы  Маклорена;  разлагая  т^ло  на  зленеитар- 
вые  Бовусн,  какъ  зто  д'Ълаль  Лагранжъ,  мы  получили  съ  помооЦю  сд- 
вой геоиетр1и,  ту  самую  формулу  въ  квадратурахъ,  которая  выводится 
обыкновенно  аналитически.  Прхемъ  нашъ  заключается  въ  томъ,  что  мы 
геометрическими  соображев1яыи  зам^няемъ  первое  интегрирован  1е,  вы- 
полняемое въ  анализе;  освованхемъ  этому  служитъ  зам']&чан1е,  что  ска- 
занное интегрировац1е  соотв']&тствустъ  въ  геометрш  внчислешю  пло- 
щади эллипса,  именно  того,  который  получается  отъ  проложев1Я,  на 
одну  изъ  трехъ  главныхъ  плоскостей  эллипсоида,  кривой  перес^Ьчен1я 
этой  поверхности  съ  конусомъ  вращешя  около  оси  перпендикулярное 
къ  гдавноЯ  плоскости,  нн^ющпмъ  вершину  въ,  центр'Ь  эллипсоида. 


ЧЕТВЕРТАЯ   ЭПОХА.  191 

чается  въ  томъ,  что  притяжешя,  обнаруживаемыя  такими 
двумя  эллипсоидами  на  внешнюю  точку,  им^Ьютъ  одинаковое 
направлеше  и  по  величин']^  пропорцхональпы  массамъэтихъ 
тЬлъ.  Мак.1оренъ  доказалъ  только  прост'Ьйшхй  частный  случай 
этой  прекрасной  теоремы,  когда  притягиваемая  точка  на* 
ходится  на  одной  изъ  главныхъ  осей  обоихъ  эллипсоидовъ 
(ТгеаНзе  о/*  /ШхюпЗу  аг1.  653^.  Но  и  этотъ  частный  случай 
представдялъ  столько  затрудневШ^  что  всЬ  усил1я  Даламберта 
решить  его  аналитически  кончились  т^мъ,  что  велишй  гео- 
метръ  призналъ  теорему  Маклорена  неверною  '^);  Ла* 
грапжъ  же,  доказавши  ее  н'1сколько  поздн'Ье,  ограничился 
т^иъ  же  частнымъ  случаемъ  ^').  Даламбертъ,  чтобы  по- 
править свою  ошибку,  предложилъ  тогда  еще  три  рЪшен1я, 
во  и  онъ,  какъ  Лагранжъ,  не  пошелъ  дал'Ье  Маклорена  '^). 
Вскор'Ь  посл-Ь  того  Лежандръ  сд']&лалъ  шагъ  въ  этомъ  во- 
просе, доказавъ  теорему  для  случая,  когда  притягиваемая 
точка  находится  въ  одной  изъ  главныхъ  плоскостей  эллип- 
соидовъ; подозр']&вая  послЪ  этого  всю  общность  теоремы '*), 
онъ  аналитически  доказалъ  ее  вполне  чрезъ  н'Ьсколько  л'бтъ 
въ  мемуар'Ь^  который  можетъ  служить  образцомъ  поб^жден- 
внхъ  трудностей.  Этотъ  превосходный  и  глубоко  ученый 
хенуаръ  былъ  бы  еще  бол']&е  богатъ  интересными  выводами, 
если  бы  Лежандръ  показалъ  геометрическое  значен1е  многихъ 
изъ  формулъ,  черезъ  которьте  онъ  долженъ  былъ  перейти, 
чтобы  достигнуть  до  окончательнаго  вывода  теоремы  '*}• 

11оел1(  того  найдено  было  много  доказательствъ  теоремы 
Лежандра,  изъ  которыхъ  мы  укажемъ  зд'Ьсь  на  одно,  полу 
чаемое  синтетическимъ  путемъ.  Оно  проистекаетъ  ивъ  пре- 
красной теоремы  Эйвори,  помощ1ю  которой  вычислеше  при- 
тяжев1я  эллипсоида  на  вн^шн1я  точки  приводится  къ  при- 
тяжен1ямъ  на  веутревн1я    точки.   Различный    доказательства 

^)  Ори8си1е$  тсЛЬётаЬщиез^  I.  У1,  р.  242. 

*^  Мётоггеа  Л  ГАссШётге  йе  ВегЫп,  1774  еЬ  1775. 

'')  ОривсгЛез  таШтаИдиез,   1780,  1;.  УП,  р.  102. 

")  Мёто1ге8  Лев  8аVап8  ёЬгапдегЗу  *.  X. 

•^  Мётоггев  с1с  1'Лса(Ытге  Лез  вскпсев^  1788, 
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теоремы  Эйвори  мало  отличаются  отъ  предложеннаго  саминъ 
знаменитнмъ  изобр1(тателемъ  и  основываются  на  н'Ькоторыхъ 
преобразованкхъ  формулъ.  Но  теорема  эта  по  своему  харак- 
теру должна  бы  относиться  къ  геометрической  теор1и  при- 
тяжен1я  эллипсоидовъ  и  потому  можно  желать,  чтобы  было 
найдено  для  нея  бол'Ье  синтетическое  рЪшеше,  независимое 
отъ  формулъ  анализа. 

Со  стороны  вычислен1я  вопросъ  о  притяжеши  эллипсои- 
довъ р^шенъ  въ  настоящее  время  вполн'6,  насколько  это 
позволяютъ  средства  анализа,  формулы  притяжешя  приведены 
къ  эллиптическимъ  квадратурамъ,  интегрироваше  которыхъ 
въ  конечномъ  вид^  невозможно.  Но  равсматриваемый  съ 
другой  точки  зр%н1я  вопросъ  этотъ  далеко  еще  не  вечер- 
панъ  и  поведетъ  еще,  безъ  сомн'Ьн1я,  ко  многинъ  изыска- 
ихямъ  и  прекраснымъ  открыт1ямъ  '*].  НовМшхя  работы  двухъ 

^^)  Такъ  няприм^ръ  хотя  въ  Бонечноиъ  вид'Ь  вевозможно  опреде- 
лить по  величине  или  по  направленхю  притяжен!я  8»яасоида  на  раз- 
ныя  точки,  но  не^ьзя  ли  на&ти  вакихъ  ичбудь  отношешй  иежду  при- 
т||жен1яии,  или  ихъ  направлевхяии. 

Но  изъ  множества  вопросов^,  которые  можно  себ^  вообразить,  есть 
одинъ,  которыб,  можно  сказать,  аредставлаетсд   самъ  собою,  и  кото- 
рымъ,  кажется,  не  занимался  ни  одпнъ  изъ  геометровъ,  писавшихъ  объ 
этомъ  предмете.  Известно,  что  въ  формудахъ,  выражающихъ  притяже- 
Н1е  на  внешнюю  точку,  входитъ   козффицхентъ,    неизв'1стный  а  рггогг^ 
но  зависящ18  отъ  совершенно   опред']&деннаго   уравнешя  третьей  сте- 
пени; геометрическое  значен1е  этого  коэффицхента  известно:  онъ  пред- 
став1яетъ  одну  изъ  гдавннхъ  осей  эллипсоида,  проходящаго  черезъ  при- 
тягиваемую точку  и  ИМЕЮЩЕГО  съ  притягивающимъ  эллипсоидомъ  одни 
и  т^  же  фокусы   главвнхъ  с']^чев1Й.  Но  приведевхе   этого   вопроса  къ 
}равнешю  третьей  степени  есть  аналитическ1Й  фактъ,  Еотораго  нельзя 
а  рг4огг  предвидеть  изъ  сущности   вопроса;    фактъ,   который  до  сихъ 
поръ  еще  не  разъясвенъ.  Онъ  доказываетъ,  что  задача  о  притяженш 
эллипсоида  проистекаетъ  изъ  другой  бол'Ье  общей  задачи,  допускающей 
вообще  три  рЁшев1Я.  Въ  двухъ  изъ  этихъ   р^шенхй  два  гиперболоида, 
одивъ  съ  одною,  другой  съ  двумя  полостями,  проходящ1е    черезъ  орн- 
тягиваемую  точку  и  им'1ющ1е  съ  даннымъ  эллипсондомъ  обпце  фокусы 
главныхъ  сечен1й,  должны  играть  ту  же  роль,  какую  элляпсоидъ,  про- 
ходяпцй  черезъ  эту  же  точку,  пграетъ  въ  первомъ   р^шевги,   относя- 
щимся къ  задаче  о  притяженш. 
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знаменятыхъ  аналистовъ  Франц1и  п  Кенигсберга,  Пуассона 
и  ЯкобИу  доказываютъ,  что  многое  еще  остается  сделать; 
они  привлекутъ  новое  внимаше  на  этотъ  предиетъ^  иснол- 
ненннй  внсокаго  интереса. 

21.  Задача  о  притяжевш  эллипсоидовъ,  разсматриваемая  не- 
зависимо отъ  многихъ  приложешй  еа  въ  вопросамъ  фило*- 
софш  природа,  принадлежитъ  къ  геометр1и  и  р']&шен1е  ея, 
данное  Маклореномъ,  представляетъ  одно  взъ  изслЪдован1й, 
наиболее  способныхъ  возбудить  любовь  и  интересъ  къ  чистой 
наглядной  геоиетр1и^  такъ  мало  изв']&стной  уже  около  в'Ька. 
НадЪемся,  что  по  этой  причине  намъ  извинять  подробности, 
въ  которвя  мы  В0П1ЛИ  по  этому  поводу  и  который  отвлекли 
наеъ  отъ  разбора  геометрическихъ  изсл^довашй  Маклорена; 
иы  укажемъ  теперь,  на  каквхъ  свойствахъ  коническихъ  сЬ- 
1стй  основнвалъ  Мавлоренъ  свое  р^наевхе  предъидущей 
задачи,  и  такимъ  образомъ  снова  возвратимся  къ  нашему 
предмету. 

Одного  свойства  достаточно  для  вычислешя  притяжен1я 
па  точку  поверхности,  или   на  точку  внутреннюю,    именно: 

«Даны  два  подобные,  подобно  расположенные  и  копцен- 
<трпческ1е  эллипса;  черезъ  вершину  меньшаго  изъ  нихъ 
«ароводимъ  касательную,  которая  перес']&<1ется  съ  другимъ 
«эллипсомъ  въ  двухъ  точкахъ. 

«Черезъ  одну  изъ  этихъ  двухъ  точекъ  проводимъ  во  вто- 
«ромъ  эллнпс^Ь  дв1^  хорды,  одинаково  наклоненвыя  къ  выше- 
сказанной касательной. 

,Чрезъ  вершину  перваго  эллипса  проводимъ  двЪ  его 
ахорды,  параллельныя  хордамъ  другаго  эллипса. 

яСумма  этихъ  хордъ  равна  сумм'Ь  двухъ  другихъ. 

Маклоренъ  доказываетъ  эту  теорему  для  круга  помощ1ю 
оача.1ьной  геометр1и;  пролагая  потомъ  оба  эллипса  на  плос- 
кость параллельную  ра^^сматриваемой    касательной  и  накло- 


Подобння  обстоятельства  встр']&чаютса  въанализ'1  нер'1дко  я  всегда 
■пересно  знать  нхъ  пронсхождев1е  и  8начен1е.  Только  при  этомъ  иоа- 
яо  считать  вопросъ  окончательно  разр']&1певвыиъ. 


II 
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невную  такъ,  чтобы  проложсвгя  были  кругами,  онъ  выводить 
и  самую  теорему  '')• 

22.  Вычислеше  притяжешя  на  вн'Ьшнюю  точку  было  не 
такъ  просто:  Маклоренъ  употреблялъ  для  этого  два  предло- 
жев1Я,  изъ  которыхъ  онъ  самъ  взложилъ  только  одно,  дру- 
гое же  вытеваетъ  изъ  доказательства  перваго;  именно: 
1)  Представимъ  себ:Ь  два  эллипса,  описанные  изъ  однихъ 
и  т^хъ  же  фокусовъ;  если  черезъ  точку,  взятую  на  одной 
изъ  главныхъ  осей,  проведемъ  дв'Ь  сЬкупца  такъ,  чтобы  ко- 
синусы угловъ  ихъ  съ  другою  осью  были  пропорц1ональны 
Д1аметрамъ  эллипсовъ  по  ваправлешю  этой  оси,  то  отрезка 
С'Ькущихъ,  заключаюпцеся  между  двумя  кривыми,  будутъ 
„  соотв'Ьтственно  пропорцюнальны  Д1аметрамъ  по  направле- 
„шю  первой  оси. 

„2)  Если  въ  двухъ  эдлипсахъ,  описанныхъ  изъ  однихъ  и 
цТ'Ьхъ  же  фокусовъ,  проведемъ  два  каюенибудь  Д1аметра, 
„оканчиваюпцеся  въ  соотвтыпственныхъ  точкахъ  этихъ  кри* 
,выхъ,  то  разность  квадратовъ  ихъ  будетъ  величнна  посто- 
янная ^. 

Соотв)ыпственными  точками  мыназываемъ  ташя,  разсто- 
ЯН1Я  которыхъ  отъ  тлавныхъ  осей  пропорцтональны  дхамет- 
рамъ  обоихъ  эллипсовъ,  перпендикулярныхъ  соотв^^тственно 
этимъ  осямъ. 

Макдорену  было  достаточно  перваго  изъ  этихъ  предложе- 
Н1й  для  доказательства^  что  притяжешя  двухъ  однофокус- 
ныхъ  эллипсоидовъ  вращен1Я  на  точку,  взятую  напродолже- 
Н1И  оси  вращешя,  относятся  какъ  массы  эллипсоидовъ.  От- 
сюда, при  помощи  втораго  прсдложен1я,  онъ  заключаетъ, 
что  таже  теорема  справедлива  для  вс^^хъ  внЪшнихъ  точекъ, 


'')  Маклоренъ  пользовался  единственно  этою  теоремою,  чтобы  дока- 
зать важное  предложевхе,  принятое  Ньютоноиъ  безъ  доказательства, 
именно:  однородная  жидкая  вращающаяся  масса  должна  пргшимать 
видь  эллипсоида  вращенгя  при  длйствги  притяженгя  обратно  про- 
порщоналшо  кеадратскла  разстоянгй»  Клеро  считалъ  ато  доказатель- 
ство настолько  хорошимъ,  что  въ  ТНеогге  йе  1а  /гдиге  йе  1а  Ьегге  онъ 
оставнлъ  авалитическ1§  сяособъ  и  послфдовалъ  пути  Маклорена. 
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НАХОДЯЩИХСЯ  въ  плоскости  экватора  обоихъ  сфероидовъ.  За- 
тЪмъ  онъ  вамЪчаетъ,  что  докавательство  второй  теоремы 
прелагается  также  къ  однофовуснымъ  эллипсоидамъ  съ 
тремя  неравными  осями,  если  притягиваемая  точка  лежитъ 
да  прододжен1и  одной  ивъ  осей;  отсюда  и  лроистекаетъ  та 
знаменитая  теорема,  о  которой  мы  говорили  выше. 

Даламбертъ  и  впосл'Ьдствш  Лагранжъ  и  Леясандръ  ду- 
мали, что  ]!к1аклоренъ  только  высказалъ  свою  теорему,  но 
не  далъ  ея  доказательства;  это — ошибка  со  стороны  трехъ 
знаменитыхъ  геометровъ,  потому  что  доказательство  вцЬсъ 
совершенно  тожественно,  съ  предьидущимъ  и  авторъ  огра- 
ничился поэтому,  какъ  и  следовало,  словами:  такимъ  же 
образомъ  докажемъ  и  т.  д.;  не  было  надобности  повторять 
разсужденхя,  изложенный  н'Ьсколькими  строками  выше,  ивъ 
Еоторыхъ  не  нужно  было  ни  взм'Ьнять,  ни  прибавлять,  ни  вы- 
кидывать ни  одного  слова.  ")• 


**)  Забдужден1е  трехъ  названннхъ  мною  великихъ  геометровъ  ни- 
гкмъ  еще,  кажется,  ие  было  замечено,  хотя  съ  т^хъ  лоръ  очень  много 
зявималнсь  вопросонъ  о  притлженш  эллипсоидовъ.  Л  замечаю  это  по- 
тому, что  ато  представляетъ  ясное  доказательство  того,  что  геометрхя 
во  второй  половин*]^  посл^дняго  в'Ька  была  совершенно  оставлена  и  что 
вееьма  несправедливо  было  бы  теперь  обвинять  ее  въ  безсил1и,  такъ 
вакъ  на  атомъ  путя  не  только  не  д-1лалось  нивавихъ  новыхъ  усил1в, 
во  даже  достаточно  не  изучались  превосходные  способы,  которые  по- 
вели Ньютона  и  Мавлорена  въ  ихъ  веливимъ  отврыт1ямъ«  Напротнвъ 
того,  нереведя  зти  способы  на  анализъ,  приписывали  анализу  же  вели- 
ки открытая  Ньютона,  предполагая,  что  онъ  уже  посл^  облевъ  нхъ  въ 
геометрнчесвую  форму.  Это  лредположеше  произвольно;  оно  докаэы- 
ваеть  незнакомство  съ  богатствомъ  средствъ  геометрхи  и  съ  необычай- 
ною легкоспю  ея  умо8авлючен1й,  воторня  иногда  быэаютъ  до  очевид- 
воети  просты  въ  вопросахъ,  доступныхъ  по  преимуществу  геометри- 
чеешшшъ  пр1емамъ.  Мы  не  будемъ  входить  въ  разсугденгя  о  харав- 
тер^^  ш  средствахъ  этого  геометрнческаго  способа;  для  этого  нуженъбы 
бняъ  бол±е  искусный  защитвивъ;  достаточно  будетъ  напомнить,  что 
приписывая  отврыт1Я  Ньютона  аналнтичесвому  способу,  мы  должны  до- 
■уетпь,  что  геометръ  этотъ  употреблялъ  иечисленге  варгацгй,  отвры- 
т\ешь  жотораго  мы  обязаны  Лагранжу.  Возможно  ли  допустить,  чтобы 
велик!!  Ньютонъ  съ  его  глубовннъ  умомъ  и  съ  его  в'1^рнымъ  и  широ- 
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23.  Два  изложенныя  на^и  свойства  эллиасовъ,  описанныхъ 
пзъ  одвихъ  и  т^хъ  же  фокусовъ,  принадлежать  самому  Мак- 
лорену;  вероятно  это  были  первыя  предложен1я  объ  одво- 
фокусныхъ  коническйхъ  сЬчевхяхъ,  также  Еавъ  въ  его  тео- 
реме о  притяжен1и  эллипсоидовъ,  главЕыя  сЬчешя  которыхъ 
им'Ъютъ  одинаковые  фокусы,  въ  первый  разъ  говорится  о 
такихъ  эллипсоидахъ.  Эти  поверхности  в']Ьсколько  л^тъ 
спустя  встр'Ьтились  въ  другихъ  вопросахъ  и  въ  настоящее 
время  он'Ь,  по  нашему  мы^Ьшю,  должны  И1рать  важную  роль 
въ  поверхностяхъ  втораго  порядка.  Он^  обладаютъ  нноже- 
ствомъ  еще  незам^^ченныхъ  свойствъ,  о  которыхъ  мы  бу- 
демъ  говорить  въ  Прим'Ьчашяхъ  къ  пятой  эпох'Ь. 

24.  МяЕлоренъ  доказываетъ  свойства  эллипса,  разсматри- 
вая  его  какъ  косвенное  С']^чеше  круглаго  цилиндра,  и  выво- 
дить ихъ  изъ  своЁствъ  круга.  Онъ  не  ограничился  упомя- 
нутыми вами  предложен1ями;  усвоивъ  себ'Ь  этотъ  весьма 
удобный  способъ,  онъ  желалъ  распространить  его  прило« 
жешя  дал'&е  Маркиза  Лопиталя,  который  еще  прежде  ука- 
залъ  этотъ  способъ  въ  конц'Ь  своего  аналитическаго  трак- 
тата о  коническйхъ  сЬченгяхъ  (кн.  У1).  На  немногяхъ  стра- 
еицахъ  Маклоренъ  съ  чрезвычайною  простотою  дока'^алъ 
главнна  свойства  эллипса.  Зд'Ёсь  находимъ  естественное  и 
болФе  краткое,  ч'Ьмъ  у  Ньютона,  изсл%довав1е  задачи  о  цен- 


кимъ  взглддомъ  могь  не  заметить  особенности  и  чрезвычайной  важ- 
ности такого  открнт1д,  чтобы  онъ  умолчалъ  объ  немъ  и  не  воспользо- 
вался имъ  впосл^^дствш  во  время  тлжелой  и  ожесточенной  борьбы  ото 
съ  Лейбянцемъ?  Если  такъ,  то  ему  не  зач^мъ  бы  быдо  писать  и  исчи- 
С1ен1е  ф1юкс1Й.  Притоиъ,  приписывая  анализу  открыт1Я  Ньютона,  сд-^Ь- 
дуетъ,  чтобы  быть  11осд'1^довательнымъ  и  делать  заключен1я  о  безсидхн 
геометрическаго  способа,  тоже  самое  сказать  о  трудахъ  Мавлорева, 
Стеварта  и  даже  о  знаменитой  форму11  Ламберта,  которую  самъ  Ла- 
гранжъ  призналъ  лучшимъ  и  ваибол']^е  важнымъ  отврытхемъ  во  всев 
теорш  кометъ,  хотя  она  получена  была  изъ  соображен1&  чисто  геомет. 
ричесвихъ. 

Оставимъ  же  геометр!!!  ея  д^ло.  Аналнзъ  ии'Ьетъ  уже  достаточно 
блестящ1Я  пр1обр^тев1я  и  достаточно  богатую  будущность,  чтобн  не- 
жреиве  сочувствовать  прежнимъ  усп'1хамъ  своей  старшей  сестры. 
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тральной  сил^  для  эллипса,  когда  притягивающая  точка 
им']^етъ  какое  бы  то  ни  было  положеше  въ  плоскости  кри- 
вой: изъ  этого  изсл'1дован1Я  непосредственно  видно^  что 
притяхевхе  будетъ  прямо  пропорционально  разстояшю,  когда 
притягивающая  точка  находится  въ  центр*]}  эллипса,  и  об- 
ратно пропорщональна  квадрату  разстоян1я.  когда  она  ле- 
гитъ  въ  фокусЬ  кривой. 

По  поводу  ТгеаНве  о{  /1ухгоп8  Маклорепа  ноясио  было  бы 
сдЪлать  много  подобныхъ  же  зам^чашй,  относящихся  къ 
встор1и  ра8внт1я  геометр1и;  во  мы  и  безъ  того  уже  перешли 
за  пред'^&ды,  указываемые  назначев1емъ  нашего  труда;  поэ- 
тому оканчиваемъ  гл!Ьсъ  обозр1>н1е  трудовъ  этого  ведикаго 
геометра. 

25.  Р.  ОИМСОНЪ  (1687—1768).  Робертъ  Симсонъ,  о  во- 
торомъ  мы  им'&ли  уже  случай  упоминать  н^^сколько  равъ, 
есть  одинъ  изъ  геометровъ  предшествующаго  стод^тхя,  наи- 
более изучавшихъ  геометр1ю  древнихъ  и  наиболее  способ- 
ствовавшихъ  ея  распространен1ю.  Большое  сочинен1е  его  о 
коническнхъ  сЬчешяхъ  въ  пяти  хнигахъ  написано  въ  стро- 
гомъ  стил1  Аполлошя,  въ  стид%,  который  въ  то  время  на* 
инахи  уже  оставлять  для  исключительно  аналитическаго 
способа.  Сочинеше  это  есть  первое,  въ  которомъ  включены 
были  дв^  знаменитый  теоремы  Дезарга  и  Паскаля.  Бъ  немъ 
находимъ  также  теорему  аЛ  ^иа^ио^  Ыпеав;  но  эта  теорема 
появилась  еще  раньше  въ  сочинеши  о  коническихъ  сЬче- 
шяхъ М11пе8'а^^),  который  заимствовалъ  ее  изъ  Рппсгрга 
Ньютона. 


*')  ЗеЫитит  сопгсагит  еХетепЬа  поVа  теЬкоЛа  ЛетоШгаЬа;  Охошае, 
1702.  Сочинеше  ато  написанное,  какъ  признается  въ  зреднсловхи  самъ 
апоръ,  въ  подражаше  большему  трактату  Де-Лагира,  им^ло  большой 
1св'1хъ  и  много  изданШ.  Въ  немъ  коничесюя  сЬченхя  разсматрнвалвсь 
ип  с'Ьчен1я  круглаго  конуса  совершенно  произвольною  плоскост1Ю, 
<^ъ  оособ1я  осеваго  треугольника.  Впрочемъ  методъ  кажется  намъ  ме- 
'"^  ухаченъ,  ч^^мъ  у  Де-Лагира,  потому  что  оаъ  заключался  въ  пред* 
варительномъ  довазательств'1  н^которнхъ  частннхъ  свойствъ  гапер* 
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Только  то  обстоятельство,  что  въ  сочинев1и  Сихсова 
заключаются  три  упоасяцутыя  нами  основный  теоремы^  и  даетъ 
этому  сочипешю  в']^которое  преимущество  передъ  большимъ 
трактатомъ  Де-Лагира;  относительно  же  метода  последнее 
сочинеп1е  кажется  намъ  несравненно  выше;  оно  представ- 
ляло зам'1Ьтвое  улучшеше  древнихъ  способовъ,  тогда  какъ 
сочинеше  Симсош1  въ  этомъ  отношеши  вам'^тно  отстало. 

Въ  самомъ  д'Ьл^^  Симсонъ,  по  образцу  небольшаго  трак- 
тата Де-Лагира  1679  года  и  по  образцу  Лопиталя,  разсмат- 
риваетъ  коничесшя  сЪчев]я  въ  плоскости^  опред^^ляя  каждое 
особымъ  частнымъ  свойствомъ.  Параболу — равенствомъ  раз- 
СТ0ЯВ1Й  каждой  точки  отъ  фокуса  и  директрисы;  эллипсъ  и 
гиперболу — постоянною  суммою  и  разноспю  разстоян1&  то- 
чекъ  этихъ  кривыхъ  отъ  двухъ  фокусовъ.  Изъ  этихъ  опред'Ь- 
лен1й  трехъ  кривыхъ  Симсонъ  выводить  важн^йш1я  свойства 
каждой  изъ  нихъ  и  потомъ  показываетъ,  что  эти  кривыя 
одинаковы  съ  т'Ьми,  которыя  Аполлошй  подучадъ  накосомъ 
конусЬ  при  помощи  осеваго  треугольника. 

Изучивъ  такимъ  образомъ  три  вида  коническихъ  с^чешй 
въ  трехъ  первыхъ  книгахъ  своего  сочинешя,  Симсонъ  только 
въ  двухъ  сл'Ьдующихъ  книгахъ  разсматриваетъ  коничесшя 
сЬчетя  въ  совокупности  и  въ  общемъ  вид-Ь  в  доказнваетъ 
множество  ихъ  общихъ  свойствъ. 

Теорема  аЛ  ^иа1АК>г  Ыпеаз  есть  28-е  преддожен1е  его  чет- 
вертой книги;  шестиугольнивъ  Паскаля — 47-е  пятой  книги; 
теорема  Дезарга  доказана  въ  предложевхяхъ  12  и  49  той  же 
квиги.  Симеону  была  неизв'Ьстна  близская  связь  этихъ  трехъ 
теоремъ^  составляющихъ,  можно  сказать,  различныя  выраже- 
Н1я  одного  и  того  же  общаго  свойства  коническихъ  с^Ьчешй. 


болы,  которыя  служили  основав1еиъ  для  перехода  въ  свойствамъ    эл- 
липса. 

Вс^  доказательства  въ  этоиъ  сочиневхи  чисто  свнтетнчесв!я  и  чрез- 
вычайно просты;  для  нашего  времени  чтев1е  становится  утонительнниь 
всл']^дств1е  безпрестаннаго  употреблевхя  пропорщй  въ  древней  фориФ»: 
было  бы  бол^е  удобно  и  бол^е  разумно  зан']^нить  »ту  форму  равевст- 
вомъ  отношевШ. 


ЧЕТВЕРТАЯ  ЭПОХА.  199 

Но  онъ  ум1»лъ  оц'Ьнить  всю  пользу  двухъ  посл^днвхъ  тео- 
ремъ:  онъ  показалъ,  что  изъ  одной  изъ  нихъ  выводится  вся 
теор1я  полюсовЪу  изъ  другой  же  внвелъ  шесть  сл^дств111  и 
дрибавилъ  къ  дтому,  что  въ  двухъ  свазанныхъ  теоремахъ 
заключается  общее  доказательство  большинства  предложе- 
т1  первой  книги  Рггпсгрга  Ньютона. 

Жаль,  что  Симсонъ  не  воспользовался  атвмъ  счастливымъ 
зан'1чан1емъ  и  не  заключилъ  въ  одномъ  общемъ  предложеши 
я  въ  одномъ  доказательстве  множество  отд^льныхъ  част- 
Еыхъ  теоремъ,  для  которыхъ  вмъ  были  даны  еще  прежде 
многочисленныя  и  разнородныя  доказательства.  Это— един- 
ственное средство  упростить  теор1ю  коническихъ  с^чешй^ 
облегчить  и  распространить  знакомство  съ  нею  и  употреб- 
лбн1е  ея  и  подготовить,  для  неа  новыя  прхобр'Ьтешя. 

26.  Мы  не  будемъ  здЪсь  остававливаться  на  его  знамени- 
тонъ  травтат'Ь  о  поризмахъ,  гд'Ь  въ  первый  разъ  опреде- 
лена сущность  этихъ  предложеши,  составдявшвхъ  до  тЪхъ 
поръ  неразрешимую  загадку  для  самыхъ  ученыхъ  геомет- 
ровъ;  объ  этомъ  мы  говорили  уже  подробно  въ  статье  объ 
Евклиде  и  въ  Примечан1и  III. 

Вовстановленная  Симсономъ  кеяп  Ле  зесИопе  Л€1егтгпа1а 
нонещена  въ  одномъ  томе  съ  его  поризмами. 

Онъ  возстановилъ  также  1оса  р1апа  Аполлон1я  '*)  точнее 
X  вернее,  чемъ  Шутенъ  и  Ферматъ. 

Онъ  приготовилъ  еще  новый  переводъ  сочиненШ  Паппа,  най- 
деный  между  рукописями,  завещанными  имъ  Глазговской  код- 
1ег1в;  жаль,  что  пероводъ  этотъ  не  былъ  никогда  изданъ,  такъ 
шгь  онъ  представляетъ  работу,  далеко  не  такъ  легкую,  какъ 
ярежде  думали,  и  требовавшую  глубокихъ  познанШ  въ  древ* 
ней  геометр1И.  Никто  не  могъ  бы  выполнить  этотъ  трудъ  съ 
такимъ  8нав1емъ  и  искусствомъ,  какъ  ученый  Симсонъ.  Уди- 
вктеяьно,  что  соотечественники  его  не  озаботились  этнмъ 
яздашемъ    и   что   въ  втомъ    случае    благородный   прнмеръ 


**)  ЛроПопН  Регдаег  Хоеотит  рХапогит^   1%Ьг%  Л  ге^МиО;  т — 4^ 
61о8ваае,  1749. 
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лорда  Стснгопа,    издавшаго  поризыы  и  Ле  зесНопс  ^е1егтг 
паЬа^  не  нашедъ  себ%  подражателя    въ  отечестве  Ньютона, 
гд'Б  древняя  геометрхя  насчитывала  всегда  много  достойныхъ 
и  внаыенитыхъ  почитателей. 

27.  Стевартъ  (Стюартъ,  МаШеп  81е^аг1;,  1717—1785). 
Стевартъ,  ученивъ  Симеона  и  Маклорена  въ  Глазговской  Кол- 
лепи  и  потомъ  въ  Эдинбургскомъ  университет'6,  заимствовалъ 
отъ  своихъ  учителей  любовь  къ  геометрхидревнихъ  и,  навь  они, 
обязанъ  былъ  ей  своею  знаменитостш.  Первое  сочинеше  его 
о  нгькоторыхъ  общиоуь  теоремахъ  употребляемыхъ  въ  выс- 
шей математикть  (написано  по-англШски,  ш — 8^  1746)  по- 
ставило его  сразу  на  почетное  м']&сто  между  геометрами,  и 
черезъ  н^Ьсколько  времени  доставило  ему  каеедру  матема- 
тики посл'Ь  смерти  Маклорена.  Благодаря  характеру  обязан- 
ностей и  направлешю  первыхъ  трудовъ,  Стеварту  можно 
было  въ  особенности  заниматься  геометрическимъ  методомъ 
и  ч>нъ  предполагалъ  приложить  этотъ  методъ  къ  трудней- 
шимъ  вопросамъ  физической  астроном1и,  которые  интересо- 
вали въ^го  время  ученыхъ  и,  по  мнЪшю  ихъ,  считались  до- 
ступными только  для  самаго  высшаго  анализа.  Такимъ  об- 
разомъ  Стевартъ  им^лъ  нам^ренхе  продолжать  труды  Нью- 
тона и  Маклорена  относительно  вопросовъ  о  системе  М1ра^ 
вопросовъу  которые  всл'Ьдствхе  естественнаго  прогресса  въ 
наук'Ь  сделались  многочисленн'Ье  и  сложнее,  ч^мъ  во  время 
дтихъ  *дв;хъ  великихъ  геометровъ.  Съ  подобною  ц'Ьлью  Сте- 
вартъ въ  1761  году  издалъ  сочинеше  Тгас1$  рНузгссй  апЛ 
та1Нета1гса1,  е1с.  т.-е.  „Трактаты  по  физике  и  математике, 
я  содержание  изъяснешя  многихъ  важныхъ  вопросовъ  физи- 
^  ческой  астроном1и  и  новый  способъ  опред'Ьлен1я  разстоан1я 
я  земли  отъ  солнца  помощтю  теорхи  тяг6тФн1я.^  БолФе  об- 
шириая  теор1я  центростремительныхъ  силъ,  вычислешя  раз- 
СТ0ЯН1Я  земли  отъ  солнца  и  весьма  трудная  задача  о  трехъ 
гЬдахЪу  т.-е.  вычислеше  заимод'Ьйствхя  между  солнцемъ,  зем- 
лею и  луною — вотъ  важн'1йш1е  вопросы,  решенные  Стевар- 
томъ  въ  этомъ  сочинен1и  при  помощи  только  мементовъ 
плоской  геометр1и  и  теор1и  коническихъ  с%чен1й.  Порядокь 
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В  ясность  въ  и8дожен1и  предложешй^  простота  нхъ  доказа- 
тельства и  трудность  вопросовъ,  разр'Ьшенныхъ  при  ихъ 
помощи,  все  это  заслужило  Стеварту  больш1я  похвалы  и 
заставило  считать  его  однимъ  изъ  саныхъ  глубокихъ  геомет- 
ровъ  того  времени.  Впрочемъ  мы  должны  заметить,  что  его 
вычислев1е  разстоян1я  земли  отъ  солнца  было  ошибочно. 
Причина  ошибки  была  открыта  и  разъяснена  сперва  Даусо- 
номъ  (Вамгзоп)  въ  1769  году  '*),  потомъ  Линденомъ  въ  1771  '•). 
Ошибка  проистекала  не  отъ  способа  пзслЁдовашя,  но  отъ 
пренебрежешя  н^Ькоторыми  количествами,  сд'Ьланнаго  оши- 
бочно въ  видахъ  упроп^ешя.  Впосл']&дств1и  изъ  этого  обсто- 
ятельства сд']Ьлали  возраженхе  противъ  геометрическаго  ме- 
тода; но  чтобы  это  возражен1е  о  провергнуть,  достаточно  при- 
помнить, сколько  подобныхъ  ошибокъ  сд']&лано  было  знаме- 
нит'Ьбшими  аналистами  и  какъ  он'Ь  обыкновевны,  особенно 
въ  астроном1и,  гд'Ь  анализъ  можетъ  идти  только  путемъ  по- 
сл'1довательныхъ  приближенШ. 

28.  Мы  должны  упомянуть  еще  объ  одномъ  сочинен1и  Сте- 
варта  по  чистой  геометрхи,  именно:  РгороШгопез  деотеи 
псае,  тоге  Те1егит  ЛетопзЬгаШ,  а1  ОеотеМат  апИдиат 
ШизЬгапЛат  е1  рготоуепЛат  Ыопеае.  ЕйхшЬ.  1763,  1п — 8®. 

Мы  должны  войти  въ  н'Ькоторыя  подробности,  чтобы  озна- 
яомить  читателей  съ  этимъ  сочинен1емъ  Стеварта,  также 
какъ  съ  его  Общими  теоремамщ  которыя  были  изданы 
девятнадцатью  годами  ран'бе.  Такъ  какъ  об 6  книги  очень 
р^дки,  то  разбо'ръ  и  изложеше  заключающихся  въ  нихъ  тео- 
ремъ  не  будетъ,  намъ  кажется,  излишнимъ. 

Книга  объ  общихъ  теоремахъ  содержитъ  шестьдесятъ  че- 
тыре предложен1я,  изъ  которыхъ  только  пятьдесятъ  названы 
теоремами.  Изъ  остальныхъ  четырвадцатн  три  находятся  въ 


'^)  1Ьиг  РгоровШопз  е1с.  т.  е.  четыре  ередложен1я,  служащхя  для 
доказательства,  что  опред']&лен1е  Стевартомъ  разстоянхя  земли  отъ 
солнца  ошибочно. 

*•)  Аптас^сегзюпз  оп  Вг,  81еи)аг1з  сотриШюп  о(  ХЫ  зип'з  сИзХапсе 
и<гт  1Ъе  еаг(Н;  \п — 8®  Ъопйоп. 

т.  IX,  ВВП.  I,  о»д.  П.  3 
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иачал'Ь  сочинешя  и  служатъ  для  доказательства  теоремъ; 
посл']^дними  же  одиннадцатью,  выражающими  большею  час- 
Т1Ю  рааэичныя  свойства  круга,  оканчивается  книга. 

Изъ  ъс^хъ  шестидесяти  четырехъ  предложенШ  доказано 
только  восемь  первыхъ  и  въ  томъ  числФ  пять  первыхъ  тео- 
ремъ. Въ  краткомъ  предислов1и  авторъ  объявляетъ,  что  для 
изложен1я  доказательства  вс^хъ  теоремъ,  столь  общихъ  и 
трудныхъ,  ему  нужно  бы  было  бол']^е  времени,  нежели  сколько 
онъ  на  это  можетъ  посвятить.  МнЬ  неизв']&стно,  были  ли 
впосл'Ьдств1и  возстановлены  доказательства  Стеварта,  или  они 
были  найдены  въ  его  бумагахъ  и  какое  въ  такомъ  случа'6 
сделано  изъ  нихъ  употреблеше. 

Два  первыя  предложен1я  выражаютъ  общ1я  свойства  че- 
тырехъ  точекъ,  изъ  которыхъ  три  находятся  на  прямой  ли- 
ши, а  четвертая  им4етъ  произвольное  положеше.  Во  вто- 
.  ромъ  предложен1и  четвертая  точка  можетъ  быть  взята  также 
и  на  самой  прямой.  Вотъ  это  предложен1е,  которое,  кажет- 
ся, изв-Ьстно  ыеп'Ье,  ч^Ьмъ  заслуживаетъ: 

Если  возьмемъ    три   точки  Ау  С,  В  на  прямой  линги  и 
еще  какую  нибудь  точку  В  ешь  прямой^  или  опять  на  нещ 
^  то  будемъ  имгьть: 

ВЛ\ВС^ВВ'.Аа-1)(?.ЛВ=АВ.АаВС. 

Мы  уже  говорили,  что  изъ  этого  предложешя  могутъ  быть 
выведены,  какъ  простыя  сл']&дств1я,  восемь  леммъ  Паппа  къ 
1оса  р1апа  Аполлопхя.  Вскоре  посл4  появлешя  этой  теоремы 
въ  сочинеши  Стеварта  Робертъ  Симсонъ  извлекъ  изъ  нея 
удачное  прим-Ьнеахе  въ  прибавлеши  къ  Ьоса  р1апа  гевШиЬи 
и  другой  известный  геометръ,  Томасъ  Симпсонъ,  также  до- 
казалъ  ее  и  воспользовался  какъ  леммою  для  рЪшешя  мно» 
гихъ  задачъ  въ  изданныхъ  имъ  упражнен1яхъ  для  учащихся 
математик*  ^%   Поздн-Ье    ту  же  теорему   доказалъ    Эйлеръ, 


^')  8е1еЫ  ехегсгзез  (ог  уоипд  рго^шеп^з  гп  (Не  таЬЬетаНскз;  т — 8^, 
1752. 
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какъ  лемму  при  р'Ьшен1И  задачи  о  вписанвомъ  въ  кругъ 
треугольникЬ,  стороны  котораго  проходить  черевъ  три  дан- 
ныя  точки  ^^).  Наконецъ  игв'ЬстЕшй  физвкъ  и  геометръ  Лесли 
также  докашлъ  и  употреблялъ  эту  теорел1у  въ  третьей  кеигЪ 
своего  Геомелгрическаго  анализа  ^'). 

Изъ  сказаннаго  нами  вадно^  что  теорема  эта,  почти  со- 
вс^мъ  неизв'Ьствая  въ  наше  время^  им^етъ  право  занять 
х^сто  въ  элементахъ,  или  по  крайней  м'^^р']^  въ  дополненхяхъ 
и  геометр)и*®). 


Дв^  первыя  части  этого  сочииеахя  представляютъ  обшириый  сбор- 
ннкъ  задачъ  по  алгебр*]^  и  геометр1и,  р^шенвыхъ  весьма  пзлщныиъ  об- 
разомъ.  Он'Ь  были  переведены  на  французский  языкъ  подъ  загдав1еиъ: 
Шётепз  д^апаЦве  ргаНдие^  ои  а]рр1гсаИоп  йез  ргтЫрез  йе  ТАХдеЬге 
(I  ве  1а  ОёотёШе^  к  1а  зоШгоп  й'ип  (гЬз-дгапй  потЬге  <7е  ргоЫетез 
^^ит€^^^иез  е1  дёотё{г  12116.^;  1п— 8®,  1771. 

")  Мёто1гез  йе  ГАса^тге  д^  Рё^егзЬоигд^  1780. 

*•)  ОеотеМса!  апаХузгз.  Ес11пЪиг§Ь,  1809;  1п— 8**.  Второе  пзданхе  въ 
1821  году. 

*^  Когда  точка  2)  взята  на  той  же  прямой,  ва  которой  лежатъ  три 
остальныя  ТОЧКЕ,  то  теоремою  Стеварта  выражается  общее  соотноше- 
ние яехду  четырьмя  произвольными  точками  прямой  Л1ш1и.  Мы  нашли 
что  это  соотвошев1е,  также  какъ  и  другхя,  относлиияся  къ  четыремъ 
точвамъ  прямой»  проистекаютъ  изъ.  сл1>дуюш,аго  общаго  соотношевхя 
хехду  пятью  точками  прямой  линш; 

ЕА\ВС.СВХВ-^ЕВ\СВ.ВА.АС- 

"ЕС'.ПА  А  В.ВВ---Е1)\АВ,  ВаСА=0,      • 

Составлен1е  члевовь  этого  уравнен1я  —очевидно.  Чтобы  определить 
5ваи,  разд'^имъ  всЬ  члены  на  АВ.  ВС.  СА-^  уравлен1е  обратится  въ 

^  9тонъ  уравнении  надобно  брать  съ  н-  произведен1я  отр^зковъ,  ко- 
юрае  считаются  въ  одпомъ  направлешн  отъ  общей  ихъ  точки,  и  съ — 
^ровзведев1Я  отр-Ьзковъ,  считаемыхъ  въ  протлвоположныя  стороны. 

Вотъ  в'^которыя  соотношешя  между  четырьмя  точками,  выводимыя 
*л  этого  общаго  соотпошен1я. 

1,  Еслв  предположпмъ,  что  Е  находится  въ  безЕонечности,  то,  раз- 
Й1ввг  в  а  ЕВ^^  получимъ. 

О* 
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По1ти  вс^  пятьдесять  теоремъ  Стеварта  могутъ  быть 
включены  въ  ся§д7ющ1я  четыре  бол^е  общ1а  преддожешя, 
изъ  которыхъ  вс%  друпя  вытекаютъ,  какъ  ся^Ьдствая. 

1»  Домжимъ,  что  .около  круга  радгуба  В  описанъ  пра- 
вильный многоугоАЬникЪу  имтьющШ  т  сторонъ  и  пусть  п 
будешь  число  меньшее  т. 

Если  изъ  какой  нибудь  точки  (взятой  внутри  много- 
угольника^  если  п  нечетное^  и  %дгь  угодно^  если  п  четное) 
опустимъ  перпендикуляры  на  стороны  многоугольника^  то 
сумма  п-ыосъ  степеней  ихъ  будетъ  равна 

т.  (1г'*-4-^г;*1г'*-*-*-5е?*2г"-*-ьС|;«В'*-«-н  и.  т.  д.), 

гдгь  V  есть  разстоянге  точки  отъ  центра  круга;  Л  есть 
коэффицгентъ  третьяго  ч,гена  бинома^  возвышеннаго  въ  сте- 
пень щ  умноженный  на  ^;  В — коэффицгентъ  пятаго  членау 

1.3 

умноженный  на  5^;  С — коэффицгентъ  седьмаю  члена,  умно- 

1.3  5 
женный  на     \'    ;  и.  т.  д.  (Предл.  40). 

п{п—1) 


ВС.СВ.ВВ-^СВ.ВА.АС—ВА.АВ.ВВ^АВ.ВС.СА^(^. 

Каждый  членъ  этого  уравненхя  есть  произведевхе  отр^зковъ,  образуе- 
иыхъ  тремя  изъ  четырехъ  точекъ. 

2)  Если  точки  Е  л  В  сливаются,  то  выходить 

ВА,ВС-^ВВ.АС—ВС.АВ=0; 

ато«*просг&йшее  соотношен1е   между   четырьмя   точками   А^  Б«  О,  2> 
прямой  линш. 

3)  Наконецъ,  если  В  будетъ  въ  безконечности,  то  общее  уравнев1е 
обращается  въ  ураввенхе  Стеварта,  именно: 

ЕА*.ВС'^ЕВ\АС-^ЕО*.АВ  ^АВ.ВС.СА. 
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р—  п(«--1)(п— 2)(п— 3) 

2*.  4' 

п(п~1Хп— 2)(»— 3)(п— 4)(п-5) 

2*.  4».  6* 
к.  т.  д. 

ЕслЕ  точка,  изт  которой  опускаются  перпендикуляры,  взя- 
та на  окружности,  то  формула  обращается  въ 

^    1.3.5Л  ....  (2п-1)  ^^„    ^  ^^^^  39). 

Въ  ЭТОЙ  общей  теорем'Ё  заключаются  предложешя  3,  5, 
22,  23,  28,  29  и  45. 

2.  ПоложимЪу  что  въ  кругть  радгуса  В  вписанъ  правиль^ 
ний  многоугольникъ,  имгьющгй  т  сторонг,  и  пусть  п  бу- 
дгшъ  число  меньшее  т; 

Если  возьмемг  произвольно  точку  на  разстоянги  V  отъ 
иеншра  круга,  то  сумма  Зп-ых^  степеней  разстоянги  этой 
точки  отъ  вершинъ  многоугольника  будетъ  равна 

т(Л''*ч-  а 'г;'!?'"-  *-|-Ь«г;*Е«"-*-|-сЧ'*Б^^-  'ч-  и  т.  д.), 

1^  а  есть  коэффицгентъ  втораго  члена  б1инома^  возвышен- 
наго  въ  степень  п;  Ь^  коэффицгентъ  третьяго  члена;  с — 
че^пверт^го  и  т.  д.  (Предл.  42). 

Если  точка  взята  на  окружности^  то  формула  обращаетя  въ 

^^ч'г'з'!'    ''^^!!~^^^''^^'''  (Предл.  41). 

Въ  этой  общей  теорем'Ь  заключаются  предложен1я  4,  36^ 
27  и  34. 

3.  Даны^  гд^ь  угодно^  т  точенъ  и  столько-же  количествъ  а, 
Ъ,с...;пусть  будетъ  п  число  меньшее  т;  можно  найти  п-^1 
другихъ  точекъ  такъ^  чтобы  сумма  помноженныхъ  соотвгьш- 
ственно  на  а,  Ь,  с...  Зп-ыхъ  степеней  разстоянги  какой  угодно 
точки  отъ  данныхъ  точекъ    находилась  съ  суммою  Зп-ыхъ 
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степеней  разстояшй  тай  же  точки  ошъ    найденныхъ  то- 
чекъ  въ  отношенги  - 

(а-ч-б-ьсн-.,..)  :  (п-%-1)  (Предл.  44). 

Въ  этой  теорем']^  заключаются  предложен1я  11,  12,  32, 
33,  43. 

4.  Даны  т  какихъ  нибудь  прямыхъ  и  столько  оюе  коли- 
чесшвъ  а,  Ь,  с...;  пусть  п  будетъ  число  меньшее  т;  можно 
всегда  найти  пч-1  другихъ  прямыхъ  такъу  чтобы  сумма 
помноженныхъ  соотвгьшственно  на  а,  &,  с...  п-ыхъ  степе- 
ней разстюянгй  произвольной  точки  отъ  данныхъ  прямыхъ 
находилась  съ  суммою  п-ыхъ  степеней  разстоянгй  той  же 
точки  отъ  иайденныхъ  прямыхъ  въ  отношенги 

(ач-б-ьс-!-..-.)  :  (л-н1).  (Предл.  49  и  53). 

Эта  теорема  заключаетъ  въ  себ*]^  предложевхя  17,  21,  24, 
25,  37,  38,  42,  50,  51,  52- 

29)  Мы  нашли,  что  изложете  двухъ  посл'^днихъ  теоремъ 
можно  представить  въ  бол'Ье  общемъ  и  довольно  любопыт- 
номъ  вид'Ь.  Вм^стЪ  съ  т'&мъ  соотношенхемъ  между  2п-ътш 
степенями  разстояшй  произвольной  точки  отъ  данныхъ  и 
иайденныхъ  точекъ,  соотвошешемъ,  которое  составляетъ  пер- 
вую изъ  этихъ  теоремъ,  существуетъ  еще  подобное  же  соотно- 
шен1е  между  степенями  2(п — о)  т'Ьхъ  же  разстояшЗ,  при  чемъ 
8  можетъ  им']&ть  вс']^  величины  О,  1,  2....  {п — 1);  такимъ  об- 
разомъ  между  разстрян1ямя  произвольной  точки  отъ  данныхъ 
и  иайденныхъ  точекъ  будетъ  существовать  п  соотношенШ. 
Въ  теорет']^  Стеварта  указывается  только  одно  изъ  нихъ. 

Последнее  изъ  такихъ  соотношешй  будетъ  им'Ьть  м'^^сто 
между  квадратами  разстоявШ.  Оно  показываетъ,  что  найден- 
ныя  точки  им^)ютъ  одинъ  центръ  тяжести  съ  данными  точ- 
ками, если  въ  посл'Ёднихъ  предположимъ  массы  а,  6,  е., 
массы  же  въ  иайденныхъ  точкахъ  предположимъ  равными. 

Подобнымъ  же  образомъ  во  второй  теореме,  представляю- 
щей соотношен1е  между  п-ыми  степенями  разстояшй  какой 
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ннбудь  точке  отъ  данныхъ  и  наДденвыхъ  прямыхъ,  мы  бу- 
демъ  ин^ть  подобное  же  соотношеше  между  {п — 2^)  степе- 
нями разстояшй;    при  чемъ  8  можетъ   им^ть  вс*]^  величины 

«—1  п — 2 

О,  1,  2...  до  -я—,  когда  п  нечетное^и  до  — 5 —  ,  когда  п  чет- 

ное.  Такимъ    образомъ    между    разстояшями   произвольной 

точки  отъ  данныхъ  и  найденныхъ  прямыхъ  будетъ  существо- 

п—1  п — 2  .^         - 

вать  —^ ,  или   — ^— ,  различныхъ  соотношешй    вмъсто  од- 

ного,  заключающагося  въ  теореме  Стеварта.  (Си.Прим'Ьча- 
ше  XXII). 

30.  Мы  нашли  также,  что  дв']&  первыя  нзъ  приведенныхъ 
выше  теоремъ  относительно  правильныхъ  многоугольниковъ 
вписанннхъ  и  описанныхъ  представляютъ  частные  случаи  по- 
добныхъ  же  теоремъ  для  воническихъ  сЬчешй;  он'Ь  ведутъ 
ко  множеству  свойствъ  этихъ  кривыхъ  и  эти  свойства  ка- 
жется не  были  еще  до  сихъ  поръ  замечены.  Проистекающ1я  от- 
сюда многочисленный  теоремы  являются  въ  н'Ёкоторомъ 
смысле  любопытными  обобщен1ями  изв'^стныхъ  свойствъ  со- 
пряженныхъ  д1аметровъ  и  рад1усовъ  векторовъ,  проводимыхъ 
въ  фокусы. 

Запасъ  разнообразныхъ  свойствъ  коническихъ  сЬясвШ  ка- 
жется веистощимымъ.  Всяк1й  день  открываются  новые  пути 
для  ихъ  изучешя.  Не  должно  думать,  что  подобныя  изыска- 
шя  праздны  или  им'ёютъ  мало  интереса.  Каждое  открыт1е 
въ  этой  области  есть  предв-Ьстникъ  бол-Ье  важныхъ  и  общихъ 
открытШ,  которыя  увелнчиваютъ  значен1е  коническихъ  с^че- 
шй  во  всЬхъ  отд'Ьлахъ  математики  и  даютъ  воз1ложность  от- 
крывать аналогичный  свойства  во  множестве  кривыхъ  высшихъ 
оорядковъ, — ^свойства,  до  которыхъ  трудно  было  бы  дойти,  из- 
сл'Ьдуя  прямо  эти  весьма  сложныа  и  трудно  изучаемыя  кривыя. 

31.  РгорозШопез  деоше1г1сае  Стеварта  состоятъ  пзъдвухъ 
книгъ:  въ  первой  содержится  шестьдесятъ,  во  второй — пять- 
десятъ  два  предложешя. 

ВсЬ  они  относятся  къ  прямой  ЛИН1И  и  кругу. 
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Въ  первыхъ  предложев1яхъ  выраакается  общее  свойство 
четыреугольника,  доказанное  Паппомъ  въ  лемнахъ  къ  пориз- 
мамъ  Евклида:  всякая  прямая  встртьчаетъ  четыре  стороны 
и  двгь  дгагонали  четыреуюльнина  еъ  шести  точнахь  обра- 
вующиосъ  инволюцгю. 

Въ  При11']&чаши  X  сказано,  что  это  соотношенхе  можетъ 
быть  выражено  помощ1ю  шеёти  или  помощш  восьми  отр'Ьз- 
вовъ.  Соотвошеше  между  шестью  отр']&зками  доказано  было 
Паппомъ;  Стевартъ  же  употреблялъ  соотношете  между 
восемью  отрезками;  опъ  доказалъ  его  во  всей  общности  въ 
59-мъ  предложен1и  первой  книги. 

11редшеств;ющ1я  предложсшя  51 — 58  суть  частные  случаи, 
служивш1е  Стеварту  для  постепеннаго  перехода  къ  общему 
предложешю.  60-е  предложеше,  посл'Ьднее  въ  первой  кннг^, 
есть  также  частный  случай,  когда  дв%  стороны  четыреуголь- 
ВЕка  параллельны. 

Предложев1я  6 — 13  второй  книги  представляютъ  друг1я 
свойства  четырсугольника;  въ  113ложен1е  ихъ  не  входитъ 
инволюц10нное  соотношенхе,  во  они  могутъ  быть  изъ  него 
легко  выведены.  Всё  эти  предложешя  относятся  къ  извест- 
ной теорем'Ё,  которая,  по  свид'Ётельству  Паппа,  входила  въ 
составъ  поризмъ  Евклида,  именно:  Если  три  стороны  пере- 
мгьннаго  треугольника  вращаются  около  треть  неподвиою- 
ныхъ  полюсовЪу  расположенных^  на  одной  прямой,  и  деть 
вершины  его  движутся  по  двумъ  даннымъ  неподвижнымг 
прямымъу  то  третья  вершина  описываетг  прямую^  про- 
ходящую черезъ  точку  пересгьченгя  двухъ  первыхъ.  Стевартъ 
не  излагаетъ  этой  теоремы  въ  общемъ  вид'ё,  а  доказываетъ 
только  различные  частные  случаи  ея.  Кажется,  онъ  незам^* 
тилъ  т'бсной  связи  этой  теоремы  съ  общимъ  инволюцхон- 
вымъ  соотношен1емъ  между  отрезками,  образуемыми  на  се- 
кущей четырьмя  сторонами  и  двумя  д1агоналями  четырс- 
угольника. 

32.  11редложен1я  о  круг*]^  можно  разсматривать,  какъ  от-- 
Н0СЯЩ1ЯСЯ  къ  образовашю  этой  кривой  посредствомъ  перс- 
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&кчеш\я  прямыхъ,  вращающихся  около  двухъ  неподвижныхъ 
волюсовъ,  причемъ  эти  'прямыя  обравуютъ  на  трансверсали 
отрывки,  удовлетворяющ1е  н'ЬЕОторымъ  соотношешямъ/ 

Мы  распределили  эти  предложев1Я  на  три  группы. 

Въ  первой — ^два  полюса  расположены  на  окружности,  тран- 
сверсаль  же  имЪетъ  положен1е  произвольное. 

Во  второй — полюсы  пом']&щены  произвольно,  причемъ  одинъ 
1зъ  нихъ  можетъ  находиться  и  на  окружности;  трансвер- 
саль  же  параллельна  прямой,  соединяющей  полюсы. 

Навонецъ  въ  третьей  группе  полюсы  опять  расположены 
произвольно,  но  трансверсаль  перпендикулярна  или  наклонна 
кь  прямой,  соединяющей  полюсы. 

Во  всЬхъ  предложен1яхъ  первой  группы  говорится  объ 
отр^кахъ,  образуемыхъ  на  хорд'Ь  круга  четырьмя  сторонами 
вписаннаго  четыреугольника. 

Можно  подумать,  что  зд'Ьсь  р'Ьчь  идетъ  о  теорем'Ъ  Де- 
зарга,  но  это  не  такъ:  Стевартъ  выражаетъ  соотношеше 
между  отрезками  не  однимъ  уравненхемъ,  какъ  Дезаргь,  а 
двумя  уравнешями,  въ  которыхъ  входитъ  одна  точка  и  два 
вспомогательные  отрезка. 

Исключен1е  этихъ  отр^зковъ,  которое  не  было  сд']^лано 
Стевартомъ^  привсю  бы  его  къ  соотношенш  между  одними 
только  отрезками,  образуемыми  на  хорд']^  круга  четырьмя 
сторонами  четыреугольника;  но  это  соотношен1е  предста- 
вляется не  въ  обыкновенной  форм^  инволющи  шести  точекъ, 
и  въ  вид']^  трехчленнаго  уравнешя;  поэтому  мы  должны  ду- 
мать, что  Стевартъ  не  зналъ  теоремы  Дезарга^  или  по  край- 
ней ж'ЬрЪ  не  пользовался  ею  въ  своемъ  сочинен1и. 

Теорема,  полученная  этимъ  геометромъ,  доказана  въ  общемъ 
видЪ  въ  предложешяхъ  46^  47  и  48  второй  книги.  Пред* 
ложешя  41 — 45  суть  частные  случаи,  служащ1е  для  перехода 
п  общему  предложешю. 

Предложешя  29  —  38  относятся  къ  свойствамъ  четыре- 
угольника вписаннаго  въ  кругь;  при  ивложеши  ихъ  Стевартъ 
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употребляетъ  только  одно  уравненхе,  въ  шторомъ  мы  узнаемъ 
частные  случаи  теоремы  Дезарга. 

Два  предложешя  39-е  и  40-е  ваключаютъ  въ  себ^  следующее 
зам^Ьчательное  свойство  вписаннаго  въ  кругъ  четыреуголь- 
ника:  квадратъ  прямой,  соединяющей  точки  встртьчи  про- 
тивопоАожиыхъ  стороиъ^  равепъ  суммгь  квадратовъ  коса 
тельныхъ,  проведенныхъ  изъ  этихъ  точекъ    къ  окруоюности, 

Предложеше  это,  подобно  предыдущимъ,  легко  выводится 
изъ  теоремы  Дезарга. 

33.  Почти  вся  вторая  книга  посвящена  предложешяхъ 
объ  отр']&зкахъ^  образуемыхъ  на  трансверсали  двумя  подвиж- 
ными прямыми,  вращающимися  около  двухъ  неподвижныхъ 
полюсовъ,  пе  лежащихъ  на  окружности. 

Въ  предложен1яхъ  14< — 21  и  44 — 52  трансверсаль  парал- 
лельна прямой,  соединяющей  полюсы.  Предложешя  23,  25  и 
26  первой  книги  относятся  сюда  же. 

Легко  зам'1тить,  что  во  всЪхъ  этихъ  предложенхяхъ  со- 
отношешя  между  отрезками  выражаются  уравнешями  второй 
степени. 

Ботъ  а  рггогг  причина  этого  обстоятельства  и  въ  то  же 
время  средство  придти  прямо  къ  теоремамъ  Стеварта  и  воз- 
становить  ихъ  въ  случа'!;  утраты. 

Когда  точка  пересЬчешя  двухъ  вращающихся  прямыхъ 
описываетъ  вообще  коническое  сЬчеше,  то  отрезки,  обра- 
зуемые на  неподвижвой  трансверсали^  параллельной  съпрямой, 
соединяющей  полюсы,  удовлетворяютъ  соотношешю  второй 
степени;  обратно,  когда  отр'Ьзки  нм'&ютъ  между  собою  со- 
отношев1е  второй  степени,  —  точка  встречи  вращающихся 
прямыхъ  всегда  описываетъ  коническое  с^^чеше  (какъ  мы 
докажемъ  это  въ  приложее1яхъ  нашего  принципа  гомографги). 
И  такъ,  вопервыхъ,  если  кривая  есть  кругъ,  то  отр'бзки 
должны  удовлетворять  соотношешю  второй  степени.  Во- 
вторыхъ,  если  дадимъ  себ^^  два  полюса,  положеше  тран- 
сверсали и  желаемую  форму  соотношешя  второй  степени 
между  отрезками,  то  получимъ  два  условныя    уравнешя  для 
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внражешя  требован1я,  чтобы  коническое  с']&чеше,  описывае- 
мое точкою  перес^^чешя  вращающихся  прямыхъ,  обращалось 
въ  кругъ.  Изъ  этихъ  уравневШ  можемъ  опред'^^лить  величины 
двухъ  изъ  множества  неопред^леввыхъ  колвчествъ,  именно: 
кадффиц1ентовъ  соотношетя,  положенШ  двухъ  полюсовъ  и 
травсверсали  и  положешя  двухъ  на  ней  точекъ,  отъ  которыхъ 
считаются  отр']&зки. 

Зам^чаше  это  даетъ  ключъ  ко  вс^мъ  теоремамъ  Стеварта. 
Оно  прилагается  также  и  къ  другимъ  подобнымъ  же  лред- 
ложешамъ  этого  геометра,  пом^щеннымъ  Симсовомъ  въ  его 
Трактатгь  о  поризмахъ.  Въ  четвертомъ  изъ  пяти  преддоже- 
Н1й,  давныхъ  Ферматомъ  подъ  именемъ  поризмъ,  мы  им'бемъ 
кажется   первый  образецъ  этого  рода  предложенхй  о  круг^. 

34.  Въ  перечисленныхъ  нами  предложен1яхъ  Стевартъ 
подражал*^  Фермату;  потомъ  онъ  обобщилъ  его  мысль,  раз- 
схатрввал.  отрезки  на  травсверсали^  имеющей  какое  угодно 
положеше. 

Так1я  свойства  круга  заключаются  въ  девятнадцати  пред- 
ложенхяхъ  22 — 40. 

Зд^сь  отрезки,  образуемые  вращающимися  прямыми  на 
травсверсали,  не  им'Ёютъ  уже  между  собою  постояннаго  со- 
отношен1я  второй  степени  и  зд'^Бсь  уже  не  такъ  легко,  какъ 
въ  предъидущемъ  случае,  заметить  общую  форму  различ- 
ныхъ  соотношешй,  доказываемыхъ  Стевартомъ.  Не  смотря 
на  это,  мы  убедились,  что  эти  соотвошешя  могутъ  быть 
выведены  изъ  сл-Ьдующаго  общаго  свойства  коническихъ  с4- 
ченШ. 

Даны  два  неподвижные  полюса  и  траисвсрсаль,  встргь- 
тюа^ая  въ  точкть  Е  прямую^  соединяющую  полюсы;  на  тран- 
сверсали  взята  еще  неподвижная  точка   О; 

Если  около  полюсовъ  будемъ  вращать  деть  прямыя^  пере- 

оьканпцгя  трансверсаль  въ  точкахъ  а,  а\  такъ  чтобы' меэю 

Оа       Оа' 
йу  величинами  =-  и  ^г->  сохранялось    постоянное  соотно 

шенге  второй    степени,    то  точка    пересгьченгя    прямытв 
будешь  описывать  коническое  сгьчёнге. 
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и  обратно,  если  точка  встр'Ьчи  двухъ  прямыхъ  описнваеп 

Оа      Оа'    . 
коническое  съчвБ1е,  то  между  -^  и  ^, ,  будетъ  существо- 
вать соотношеше  второй  степени. 

Эта  общая  теорема  можетъ  вести  ко  множеству  свойстбъ 
круга,  такъ  какъ  всегда  будемъ  вм'Ьть  два  условхя,  выражаю- 
Щ1Я,  что  описываемое  коническое  с&чев1е  есть  кругъ.  По- 
М0Щ1Ю  этихъ  условШ  опред'Ьлятся  или  два  коэффицхента  въ 
соотношенш,  или  положеше  вакихъ-нибудь  двухъ  составныхъ 
частей  фигуры. 

35.  Кажется,  что  никто  впосл'Ьдствхи  не  продолжалъ  из- 
сл4дован1й  Стеварта  о  подобныхъ  свойствахъ  круга* 

Теперь  пренебрегаютъ  такого  рода  геометрическими  изы- 
скашвми,  равсчитывая  въ  случае  нужды  обратиться  къ  по- 
мощи анализа.  Но  понятно,  что  эти  изыскан1я  считались  бы 
полезными  и  необходимыми,  если  бы  вм'Ьлось  въ  виду  про- 
должать геометричесгае  труды  древнихъ  и  геометровъ  пред- 
шествующаго  стол'Ьт1я.  Мн:1  кажется,  что  именно  эта  мысль 
руководила  изсл'Ьдовашями  Еарно  въ  его  Оеоте1гге  йе  рш- 
Поп  и  ТНёогге  (1ев  Ьгапзьегаакз.  По  своему  философскому  пла- 
ну сочинешя  Э'хи,  подобно  сочинен1ямъ  Симеона  и  Стеварта, 
сближаются,  по  моему  мн'1^шю,  съ  данными  и  съ  поризмами 
Евклида.  Это  истинныя  дополненгякъ  геометрш,  считавшхя- 
ся  у  древнихъ  необходимыми  какъ  для  теоретическихъ,  такъ 
и  для  практическихъ  приложенШ  геометрхи. 

36.  Предложенный  нами  разборъ  сочиненШ  Стеварта  по- 
казываетъ,  что  въ  нихъ  заключалось  много  предложешй,  до- 
казанныхъ  въ  отд^^льности,  но  представляющихъ  частные 
случаи  одни  другихъ.  Таковъ  обыкновенный  и  неизбежный 
путь  геометра,  переходящаго  отъ  предложешя  прост']&йшаго 
къ  бол'Ье  общему^  потомъ  къ  еще  бол^е  обширному  и  т.  д.; 
при  этомъ  выводъ  сколько-нибудь  общаго  предложешя  тре- 
буетъ  предварительнаго  доказательства  многихъ  частныхъ 
случаевъ.  Теперь  мы  можемъ  доказать  срцзу  и  прямымъ  ну- 
темъ  самыа    общ1я   изъ  этихъ   иредложен1й   и  зат^мъ^    раз- 
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сматривал  ихъ  во  всей  общности,  прииФяить  къ  нимъ  тФ  же 
азнскавЫ^  которыя  д'Ьлались  прежде  надъ  ихъ  простЬйшиии 
случаяки.  Такая  простота,  до  Ерайности  облегчающая  изуче- 
ше,  несомненно  свид'Ьтелъствуетъ  объ  усп'Ьхахъ  геометрхи 
ъъ  последнее  время;  н  та  же  простота  проникла  бы  и  во 
всЪ  првложешя  геометрш  къ  великимъ  вопросамъ,  изсл^- 
довавнЕигь  Гюйгенсомъ  и  Ньютономъ,  еслибы  исключительная 
наклонность  къ  анализу,  который  одивъ  поддерживается  въ 
учреждешяхъ,  назначенныхъ  для  раввитхя  и  распространешя 
наукъ,  не  отстранила  И8учен1я  и  употреблен1я  другаго 
метода  *'). 

Въ  предислов1и  къ  РгорозШопез  ОеотеЫсае  Стевартъ  за- 
явить, что  онъ  издастъ  еще  друпе  томы  о  т'Ьхъ  же  геоме- 
трическихъ  предметахъ.  Не  знаю,  были  ли  найдены  въ  его 
рукописяхъ  изсл'&дован1я,  долженствовавш1я  войти  въ  составъ 
этихъ  томовъ. 

37.  Ламбертъ  (1728 — 1777).  Знаменитый  Ламбертъ, 
второй    Лейбницъ  по  объему    и  глубин'Ь    своихъ    познатай, 

**)  Скажутъ  безъ  сомн^в1я,  что  въ  иатеиатпк^,  какъ  и  во  всякой 
дрТгоМ  отрасли  наукъ,  вкусы  свободны  и  что  ученые  сами  должны  от- 
вечать за  пренебре&ев1е,  въ  котороиъ  они  оставляютъ  геоиетрш.  В1. 
ответь  на  это  скажеиъ  прежде  всего,  что  мы  согласны  признать  не- 
обходимость преимущественнаго  п  даже  исвлючительнаго  преподаванхя 
авалнза,  по  причине  его  всеобъемлемости,  но  только  вътакнхъ  учреж- 
девихъ,  гд^  науви  математичесюя  изучаются  самп  для  себя;  въ  виду 
же  ]фнлохен1Й  математики  къ  научнымъ  вопросамъ  и  въ  интересамъ 
общественной  жизни,  на  публичныхъ  курсахъ,  назначающихся  исклю- 
лтельво  для  пзложешя  новыхъ  открыт1Й  и  для  знакомства  съ  разно- 
об1мишнми  отд'1лами  математики  должна  по  нашему  мн^^нш,  найти 
себ^  м^сто  и  геометр1я  съ  прекрасными  методами,  которыя  она  до- 
ставила великимъ  геометрамъ  двухъ  лосл^днихъ  стол'1т1Й,  и  съ  ея  усо- 
вершенствован1ями  въ  посл'1днее  время.  Одвако  на  этихъ  курсахъ  из- 
игаются  только  статьи  по  анализу  и  только  так1Я  открыпя,  которыя 
южно  изложить  П0М0Щ1Ю  анализа:  можно  ли  же  сказать,  что  вкусы 
свободны?  Такое  равнодуш1е  къ  столь  важной  отрасли  математическихъ 
Л1ан1Й,  или,  лучше  сказать,  устранен1е  ея,  неразумно  и  очень  много 
вредить  усп^хамъ  этпхъ  знан1Й:  вс1  науки,  такъ  т^сно  связаны  другъ 
сь  хругомъ,  что  отсталость  одной  останавливаетъ  развипе  другихъ. 
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долженъ  быть  включенъ  въ  число  геоиетровъ,  которые  въ 
то  время,  когда  всё  умы  увлечеЕЫ  были  богатствомъ  анализа, 
сохранили  8нан1е  геометрхи  и  любовь  къ  этой  наук'Ь  и  вос- 
пользовались ею  для  самыхъ  глубокихъ  приложенШ. 

Въ  его  мночисленныхъ  сочинешяхъ  часто  встр']^чаются 
различные  вопросы  чистой  геометрхи.  Мы  должны  особенно 
указать  на  его  геометричесме  трактаты  о  перспекшивгь  и 
о  кометахъ. 

Сочинен1е  Ламберта  о  перспектив'Ь  появилось  сначала  въ 
1759  году;  потоыъ  оно  издано  было  въ  1773  году  съ  при- 
бавлен1емъ  второй  части,  въ  которой  Ламбертъ,  пользуясь 
способомъ  перспективы  какъ  геометрическиыъ  пр1емомъ, 
доказалъ  мнопя  предложен1я  о  начертательныхъ  свойствахъ, 
входящихъ  теперь  въ  теор1Ю  трансверсалей^  и  положилъ 
начало  той  части  геометр1и,  которая  теперь  называется  гео- 
метргею  линейки, 

Трактатъ  о  кометахъ,  подъ  заглав1емъ  Тпзгдтогсв  огЬИае 
соте1агиш  ргорпеШез  (т-8",  АидзЪоиг^,  1761),  содержитъ 
чисто  геометрическое  изложеше  многочисленныхъ  свойствъ 
коническихъ  сЬченШ,  свойствъ  или  чисто  начертательныхъ, 
или  служащихъ  къ  изм']^рен1ю  элементовъ  коническихъ  сЁче- 
шй;  эти  прекрасныя  открыт1я  приложены  къ  опред^§лен1ю 
движешя  кометъ. 

Особенно  замечательно  сл-Ьдующее  свойство  эллипса,  ко- 
торое получило  важное  значен1е  въ  теор1и  кометъ. 

Если  въ  двухъ  эллипсахъ^  построеиныхь  на  общей  боль-- 
той  оси,  возьмемъ  днгь  дуги,  стягиваемый  равными  хордами, 
и  притомъ  шакг,  чтобы  суммы  радгусовъ  векторовг,  про^ 
веденныхъ  изъ  фокусовъ  къ  двумъ  соотвгьтствующимъ  кон^ 
цамъ  этихъ  дугъ,  были  также  равны  между  собою]  то 
площади  секторовъ,  заключающихся  въ  каждомь  эллипс^ь 
между  дугою  и  двумя  радгусами  векторами^  будутъ  от- 
носиться  какъ  квадратные  корни  изъ  параметровъ.  {8ес1, 
4,  1ет.  26.) 
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Разсматрнвая  эллипсъ  какъ  планетную  орбиту,  и  вставляя 
вйсто  секторовъ  времена  прохождешя  соотв^тствующихъ 
инъ  дутЪ;  на  основати  Ньютонова  принципа  пропорщональ- 
ности  временъ  съ  площадями  секторовъ,  разд']&ленныя  на 
квадратный  корень  изъ  параметра  *%  мы  отсюда  заключаемъ, 
что  въ  двухъ  вышеупомянутыхъ  8лляпсахъ  времена  употре- 
бляемня  на  прохожден1е  двухъ  секторовъ  одинаковы. 

Теорема  »та  даетъ  средство  приводить  вычислен1е  времени, 
шотребляемаго  на  прохожденхе  дуги  даннаго  эллипса,  ко  вре- 
мени прохождешя  дуги  какого  угодно  другаго  эллипса,  им']^ю- 
щаго  ту,  же  большую  ось,  и  даже — ко  времени  прохождешя 
части  большой  оси,  такъ  какъ  эллипсъ  обращается  въ  свою 
большую  ось,  когда  другая  ось  исчезаетъ,  п  тогда  большая 
ось  делается  орбитою  движущейся  точки. 

Геометрическ1Я  соображенха  Ламберта  очень  просты,  но 
тЬмъ  не  мев']^е  они  привели  его  къ  самой  важной  теорем']^ 
теорш  кометъ  и  поддн']&йш1я  аналитичесв1я  доказательства 
этой  теоремы  потребовали  вс']^хъ  усилШ  анализа. 

Свойство  эллипса,  лежащее  въ  основаши  этой  теоремы, 
принадлежитъ  также  и  гиперболическвмъ  секторамъ;  это  до- 
казано было  геометрически  знаменитымъ  Лекселемъ,  въ  ме- 
муар4  котораго  ^')  находится  много  другихъ  свойствъ  ко- 
ническихъ  с^четй. 

Ламбертъ  часто  возвращался  къ  теор1и  движен1я  планетъ 
и  къ  ввчисленш  орбитъ;  онъ  нашелъ  возможнымъ  еще  извлечь 
1Ш0Г0  пользы  изъ  геометр1и  при  зам^н^  анализа  графи- 
ческими построешами  въ  вопросе  объ  опред']^лен1и  комет- 
ннхъ  орбитъ  по  тремъ  наблюденхямъ  ^^). 

Мы  не  можемъ  указать  въ  многочисленныхъ  трудахъ  Лам- 
берта другихъ  изсл']&дован1й,  заслуживающихъ  признательно- 


^)  Рппсгрга,  ИЪ.  I,  вес!.  3,  ргор.  XIV, 

**)  11етер6ургсЕ1е  NоVа  АсЬа  I.  I,  1783. 

^)  Этотъ  способъ  развить  подробно  п  придоженъ  ко  многинъ  при- 
■^раиь  въ  третьей  части  собравхд  мемуаровъ  Ламберта:  ВеИгаде  еиг 
^аХктаИск^  е1с.  ВегИп,  1765-1772,  4  уо1.  т— 8«. 
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сти  со  стороны  любителей  чистой  геомегр1и,  такъкакь  большая 
часть  его  сочинешВ  написана  по  н1^мецки. 

38.  Этимъ  мы  оканчиваемъ  обворъ  развит1я  и  8начен1я  гео* 
нетр1и  втечен1е  ХУШ  ь'Ъкл^  составляющаго  нашу  четвер- 
тую эпоху.  Любовь  и  навыкъ  къ  геометрическимъ  изыска- 
Н1амъ  угасли  и  ны  зат'Ьмъ  могенъ  встретить  только  отд'Ьль- 
ныя  изсл']&довашя,  разс^^янныя  въ  акадсмичесвихъ  издашяхъ. 
Шкоторыя  изъ  такихъ  изсл'ЁдованШ  дали  бы  намъ  поводъ 
упомянуть  знаменитый  имена  Эйлера,  Лагранжа^  Фусса^  Лек- 
селя  и  др.;  обобщая  посредствомъ  нов'Ьйшихъ  способовъ 
первые  результаты  этихъ  знамеяйтыхъ  геометровъ,  мы  могла 
бы  показать^  что  геометрхя  сд'Ьлала  въ  посл'Ьднее  время  не- 
сомн']^няые  успехи  и  что  она  способна  къ  растительному 
усоьершенствован1ю,  которое  со  временемъ  должно  умень- 
шить разстоян1е|  отд'Ьляющее-  теперь  эту  науку  отъ  мате- 
матическаго  анализа. 

Но  мы  сп^Сшимъ  къ  концу,  новыя  же  подробности  отдали- 
ли бы  васъ  отъ  него. 


ГМВА  ПЯТАЯ. 

ПЯТАЯ  ЭПОХА. 

1.  Начертательная  геометрхя.  Въ  посл1&днее  время, 

посл'Ь  почти  в']&ковой  остановки,  чистая  геометрхя  обогатилась 
новынъ  учен1емъ  —  начертательной  геометргейу  которая 
представляетъ  необходимое  доподнен1е  аналитической  гео- 
метр1и  Декарта  и  которая,  подобно  ей,  должна  была  принести 
неисчислимые  результаты  и  отметить  новую  эпоху  въ  исторхи 
геометр1и. 

Этою  наукой  мы  обязаны  творческому  гешю  Монжа. 

Она .  обнимаетъ  собою  дв']^  задачи. 

Вопервыхъ,  задачу — представить  на  плоскости  всякое  т'Ьло 
опред'б лепной  формы  и  такимъ  образомъ  привести  къ  по* 
строен1ямъ  на  плоскости  ташя  графическ1я  операщи,  которыя 
били  бы  невыполнимы  въ  пространстве. 

Вовторнхъ  задачу — вывести  изъ  этого  представлешя  т'Ьлъ 
натематичесшя  соотношенхя  между  ихъ  формами  и  взаимными 
положешями. 

Это  прекрасное  изобр'Ётеше  назначалось  первоначально 
для  практической  геометрхи  и  для  зависящихъ  отъ  нея  ис- 
Чгсствъ;  действительно,  начертательная  геометр1я  предста- 
вляетъ общую  теоргю  ихъ  и  приводитъ  къ  небольшому  числу 
отвлеченныхъ  и  неизменныхъ  принциповъ  и^къ  удобнымъ 
а  всегда  в^рнымъ  построев1Ямъ — вс^  геометрическая  д^й- 
СТВ1Я,  представляющаяся  при  обд^лк^  камней  и  дерева,  въ 
перспективе,    фортификац1и,   гномоник*   и  т.  д.;  — действхя 

т.  IX,  вып.  I,  отд.  II.  4 
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которня,  до  т'Ьхъ  поръ  выполнядись  П0Ы0Щ1Ю  способовъ  без- 
свазныхъ,  ненадежныхъ  и  часто  недостаточно  строгихъ.  (Си. 
Прим']Ьчан1е  XXIII). 

2.  Но  кром*]^  важности  этого  перваго  назначешя,  благодаря 
которому  ращональность  и  точность  внесены  въ  исЕусства, 
начертательная  геометр1я  иы'Ёетъ  другое  важное  значеше, 
именно  для  чистой  геометр1и,  и  вообще  для  наукъ  ыатема- 
тическихъ,  которымъ  она  оказала  существенныя  услуги  во 
многихъ  отношен1яхъ. 

Начертательная  геометрхя,  будучи  графическимъ  перево- 
домъ  общей  рац1ональной  геометр1и,  послужила  св'Ьточемъ  при 
изыскаши  и  истолковав1и  результатовъ  геомвтр1и  аналити- 
ческой; по  характеру  своихъ  пр1емовъ^  им'Ьющихъ  ц'Ьлт 
установить  строгое  и  полное  соотношеше  между  фигурами, 
действительно  начерченными  на  плоскости,  и  гЬлами  во- 
ображаемыми въ  пространств*!^  она  ближе  ознакомила  съ 
геометрическими  формами;  она  дала  возможность  предста- 
влять ихъ  скоро  и  точно  и  тЬиъ  удвоила  наши  средства 
изсл']^довашя  въ  наук'Ь  о  пространстве. 

-  Благодаря  этому,  геометр1я  получила  возможность  еще*  легче 
вносить  свойственную  ей  общность  и  очевидность  также  и 
въ  механику  и  въ  друпя  физико-математичесшя  науки. 

Полезное  вл1ян1е  начертательной  геометр1и  распростра- 
нилось естественнымъ  образомъ  и  на  нашъ  математическШ 
языкъ:  онъ  сделался  удобнее  и  ясн^е,  освободившись  отъ 
осложненныхъ  фигуръ,  отвлекавшихъ  внимаше  отъ  сущности 
д^ла  и  отягощавшнхъ  воображенхе  и  изложеше. 

Однимъ  словомъ^  начертательная  геометр1я  подкрепила  и 
развила  нашу  способность  къ  представлешю;  сообщила  более 
верности  и  ясности  нашимъ  суждешямъ,  более  точности  л 
чистоты  нашему  языку;  въ  первомъ  отношен1и  она  была  не- 
измеримо полезна  1ля  наукъ  математическихъ  вообще. 

3.  Разсматривая  въ  частности  начертательную  геометрш 
только  какъ  геометрически  способъ,  мы  опять  находимъ, 
что  она  принесла  чрезвычайную  пользу  науке  о  пространстве. 
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По  свонмъ  основпымъ  положсшямъ  и  по  т^мъ  постояннымъ 
соотношев1ямъ,  которыя  она  устанавливаетъ  ме^ду  плоскими 
фигурами  и  фигурами  трехъ  изм'1рен1й,  она  является  спо- 
собомъ  изыскан1я  и  доказательства  для  рац1ональной  гео- 
жетрщ  по  своимъ  пр1емаиъ^  представляющимъ  для  практи-- 
ческой  геометр1и  тоже,  что  ариеметика  для  вычислешй^  она 
даетъ  средства  къ  рйшетю  а  рггогг  такнхъ  вопросовъ,  въ 
которыхъ  геометр1я  Декарта,  столь  могущественная  при  дру- 
гихъ  обстоятельствахъ^  останавливается  передъ  преградами 
встр'Ьчаемыми  алгеброй. 

4.  Въ  ТгаНё  Ле  ОёошеЬгге  йе8сггрШе  Монжъ  далъ  первые 
прои']^ры  той  пользы,  которую  можно  извлечь  изъ  тъснаго 
и  систематическаго  сближешя  между  фигурами  двухъ  п  трехъ 
нз]и']^рен1б.  Подобными  соображеБ1ями  онъ  ^ъ  р^дкимъ  взяще- 
ствомъ  и  совершенною  очевидност1Ю  доказалъ  прекрасныя 
теоремы,  составляющ1я  теорхю  полюсовъ  кривыхъ  лиши 
второго  порядка,  свойство  центровъ  подоб1Я  трехъ  круговъ 
лежать  по  три  па  прямыхъ  лишяхъ  и  различпыя  друг1я  пред- 
ложен1я  геометр1и  па  плоскости. 

Посл-Ь  того  ученики  Монжа  съ  усп-Ьхонъ  развивали  эту 
совершенно  новаго  рода  геометрхю,  которую  часто  и  по 
справедливости  называютъ  именемъ  школы  Монжа  и  которая, 
какъ  мы  сказали,  состоитъ  въ  прим'Ьнен1и  плоской  геометр1и 
къ  изсл']Ьдован1ямъ  въ  геометрхи  трехъ  изм'Ёрен1й. 

Открыт1я,  сд'Ьланиыя  этпмъ  путемъ,  весьма  многочисленны; 
изложеше  ихъ  представило  бы  безъ  сомн^н1я  весьма  интерес- 
ную страницу  въ  сстор1и  геометрхи;  мы  не  можемъ  сд-Ьлать 
зд1сь  этого,  не  можемъ  войти  во  мног1я  подробности,  ко- 
торыя черезъ  м-Ьру  увеличили  бы  это  сочинен1е  *). 

*)  Геометръ  Бр1аншонъ  одпнъ  изъ  первыхъ  зам^тилъ  всю  важность 
новаго  способа  п  въ  мемуар'Ь,  напечатанномъ  въ  13-й  тетради  1оигпа1 
<2е  Г  ёсо1е  ро^р^есНп^^ие^  1810,  представнлъ  объ  этомъ  предмет!;  новыя 
I  обшнрння  соображен1Я,  которниъ  Понселе,  какъ  самъ  онъ  говоритъ, 
обязанъ  первою  нысл1ю  т^^хъ  преБрасвыхъ  и  нногочисленныхъ  геоме- 
трическяхъ  ияыскан18,  которыя  заключаются  въ  его  ТгаИё  Лез  ргорггё- 
и$  рго]еЫ1г?с».  Школа  Монжа  маого  обязана  также  Жергонну,  который 

4* 
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5.  Пр1емъ,   П0М0Щ1Ю    котораго   Монжъ    преобра80выва.1ъ 
фигуры  трехъ    и8М!брешК    въ  фигуры    на    плоскости,  т.  е. 
прямоугольное  проложеше    на  дв']&  перпендикулярныя  плос- 
кости, который  потомъ  совмещаются, — даетъ  способъ  откры- 
вать множество  предложенШ  плоской  геометрхи  о  фигурахъ 
пронсходящихъ    отъ  совокупности  об'Ьихъ    проэкцШ.   Шгь 
чертежа  (эпюра,  ериге)    въ  начертательной    геометрш,   ко- 
торый не  выражалъ  бы  какой-нибудь  теоремы  геометрш  на 
плоскости.  Въ  большую  часть  такихъ  теоремъ  входятъ  па- 
раллельныя  между  собою  лиши,  перпендикулярныя  къ  прямой, 
означающей  пересЬченге  двухъ  плоскостей;  но  посредствомъ 
перспективнаго    проложев1я    фигуры    на  другую   плоскость 
можно  сд'Ёлать  эти  лин1и  сходящимися    въ  одной    точке    и 
сообщить  теореме  полную  общность. 

Это,  какъ  мы  уже  сказали,  есть  весьма  богатое  средство 
доказывать  множество  предложенШ  плоской  геометрш  со- 
вершенно новымъ  и  особымъ  путемъ.  Наприм^ръ  этимъ  спо- 
собомъ  можно  доказать,  если  не  веЬ,  то  большую  часть 
теоремъ  теорш  трансверсалей  и  большую  часть  неисчисли- 
мыхъ  свойствъ  коническихъ  сечешй. 

Возьмемъ  для  примера  чертежъ,  съ  помощш  котораго  опре- 
деляется точка  пересечен1я  трехъ  плоскостей;  эта  точка  на- 
ходится въ  пересечен1и  трехъ  прямыхъ,  по  которымъ  плос- 
кости пересекаются  между  собою  попарно;  поэтому  про- 
жит этихъ  трехъ  прямыхъ  на  двп>  1плоскости  провкцгй 
проходятъ  черезъ  одну  точку;  отсюда  получается  очевидно 
следующая  теорема. 

Представимг  себп»  на  плоскости  два  треугольника,  ко- 
торыхъ  стороны  встр7ьчаются  попарно  оъ  трехъ  точкахъ^ 
лежащихъ  на  одной  прямой  Ь;  черезъ  произвольную  точку 
проведемъ  три  прямыя  къ  вершинамъ  пврваго  треугольника 


слузилъ  ей  какъ  своими  собственными  трудами,  всегда  пронпкнутымн 
глубоЕимъ  фндософскимъ  ваглядомъ,  такъ  и  въ  качеств'Ь  издателя  Ап- 
па1ев  ^е  МаИ1ёта1%дцез^  тх^  овъ  пом'Ьохалъ  сочинен1Я  бывшихъ  восли- 
танниковъ  политехническоП  школы. 
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1^  продолжимъ  ихъ  до  пересп>чемя  въ  трехь  точнахъ  съ  пря- 
мою Ь\  потомъ  три  послгьднгя  точки  соединимь  соотвгьт- 
ственно  съ  вершинами  втораго  треугольника:  три  тлкгя 
прямыя  пройдуть  черезъ  одну  точку. 

Эта  теорема  даетъ  множество  сд'ЬдствШ;  мы  ограничимся 
88ы^чан1емъ,  что  изъ  нея,  какъ  сл^дств1е,  получается  тео- 
рема Деварга,  о  которой  мы  уже  говорили  (вторая  эпоха,  п® 
28);  для  этого  достаточно  ввять  произвольную  точку  въпере- 
с1чен1и  двухъ  прямыхъ,  соедивяющихъ  вершины  псрваго 
1реугольника  съ  соотв^Ьтственными  вершинами  втораго. 

Чертежъ,  помопцю  котораго  строятся  сл'бды  плоскости, 
проходящей  черезъ  три  дапныя  точки,  ведетъ  къ  другой  по- 
добной же  теорем*]!^  и  изъ  нея^  какъ  сл']&дств1е,  проистекаетъ 
теорема  взаимная  Дезарговой. 

С.  Этотъ  способъ  съ  такою  же  простотою  ведетъ  къ  свой- 
ствамъ  коническихъ  с^чешй  и  даже  кривыхъ  какой  угодно 
степени. 

Такъ  наприм'Ьръ,  представимъ  себ*]^  коническое  сЪченхе 
на  горизонтальной  плоскости,  какъ  основан1е  цилиндра  съ 
изв^стнымъ  направлешемъ  образу ющихъ;  построимъ  сл'Ьдъ 
этого  цилиндра  на  вертикальной  плоскости  и  потоыъ  сд*]^- 
лаемъ  перспективу  всего  чертежа  на  какую  нибудь  плоскость; 
мы  получимъ  фигуру,  которая  представляетъ  черченхе  по 
одному  произвольному  коническому  сЪчешю  другаго  кони- 
ческаго  С']^чен]я  при  помощи  нерес^^ченШ  прямыхъ,  исхо- 
дящихъ  изъ  двухъ  неподвижныхъ  точекъ. 

Если  вм']^сто  пер^аго  коническаго  С']^чен]я  возьмемъ  кривую 
какой  угодно  степени,  то  получимъ  другую  кривую  той  же 
степени. 

Итакъ,  здЪсь  мы  пм'&емъ  способъ  для  преобразован1я  на 
плоскости  какой  угодно  кривой  въ  другую  кривую  того  же 
порядка. 

Ясно,  что  касательныя  ко  второй  кривой  определяются 
при  помощи  касательныхъ  къ  первой;  касательныя  эти  пере- 
секаются попарно  въ  точкахъ  одной  прямой,  именно  прямой 
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пересЁченхя  двухъ  плоскостей  проэкц1б.  Такимъ  образомъ 
получается  теорема,  относящаяся  къ  кривымъ  какого  угодно 
класса. 

Для  втораго  прим']Ьра  возьмемъ  вертикальный  цилиндръ, 
им:Ьющ1й  основан1емъ  коническое  с']Ьчен1е  въ  горизонтальной 
плоскости,  перес^Ьчемъ  его  произвольною  плоскостью  и  по- 
строимъ  вертикальную  проэкц1ю  кривой  с']^чешя:  это  будетъ 
новое  коническое  сЬченге.  Касательный  къ  этимъ  двумъ  кри- 
вымъ, будучи  проэкщями  касательныхъ  къ  кривой  перес&че- 
Н1Я  цилиндра  съ  плоскост1ю,  соотв-Ьтствуютъ  другъ  другу  по- 
парно; если  съ  помощш  этихъ  проэкцШ  будемъ  отыскивать 
точки  встр'&чи  касательныхъ  въ  пространств^^  съ  одною  изъ 
плоскостей  проэкщй,  то  найдемъ^  что  точки  эти  лежа'^ъ  на 
прямой,  именно  на  сл'Ёд'Ь  секущей  плоскости  на  плокости 
проэкщй.  Это  обстоятельство  ведетъ  къ  общему  свойству 
двухъ  коническихъ  сЬченШ,  представляющихъ  проэкц1и  ко- 
ническаго  с^^чешя  въ  пространстве.  Сд^лавъ  перспективу 
чертежа  на  какую-нибудь  плоскость,  получимъ  сл'Ёдующее 
общее  свойство  двухъ  какихъ  угодно  коническихъ  с^^ченхй. 

Если  черезъ  точку  встртьчи  двухъ  общихъ  касательныхъ 
кд  двумъ  какимъ  угодно  коническимъ  с/ьченгямъ  на  плоскости 
проведемъ  произвольно  сгькущую^  которая  встр^ьтитъ  каои:- 
дую  изъ  кривыхъ  въ  двухъ  точкахЪу  и  если  въ  этихъ  шоч- 
кахъ  проведем^  къ  кривымъ  касательния^  то  касательный 
къ  первой  кривой  будутъ  встречаться  съ  касательными  ко 
второй  въ  четырехъ  точкахЪу  расположенныхъ  попарно  на 
двухъ  постоянныхъ  прямыхъ,  полооюеше  которыхъ  не  за- 
виситъ  отъ  положенгя  сгькугцейу  проводимой  черезъ  точку 
перестьчвнгя  общихъ  касательныхъ  къ  двумъ  коническимъ  с^ъ- 
ченгямъ. 

Эта  важная  вътеорхи  коническихъ  с^чешй  теорема  можетъ 
быть  доказана  также  и  другими  различными  соображен1яии, 
почерпнутыми  изъ  геометрш  трехъ  изм']^рен1й;  такъ  напри- 
м-Ьръ,  если  черезъ  коническое  с*чеше  проведемъ  два  конуса, 
им^ющхе  вершины   въ   двухъ    какихъ-нибудь    точкахъ    про- 
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странства,  то  вторая  кривая  пересбчешя  этвхъ  конусовъ, 
будетъ  другое  коническое  сЬчевхе.  Не  трудно  усмотреть  со- 
отношен1е  между  такими  двумя  кривыми,  размещенными  въ 
пространств'Ь  на  двухъ  конусахъ.  Если  послЪ  этого  со- 
ставимъ  чертежъ,  представляющ1й  проложенхе  втораго  кони- 
ческаго  С']&чен1я  на  плоскость  перваго,  то  получимъ  си- 
стему двухъ  коническихъ  с']&чен1й  на  плоскости  и  всЬ  со- 
отношетя  между  кривыми  въ  пространстве  приведутъ  къ 
любопытннмъ  свойствамъ  этого  чертеа;а;  въ  числе  ихъ  на- 
ходится и  изложенная  выше  теорема. 

7.  Этихъ  примеровъ  достаточно,  чтобы  видеть,  какъ  каж- 
дый чертежъ  начертательной  геометрхи  можетъ  выражать 
собою  теорему  геометр1и  на  плоскости,  и  можно  кажется 
сказать,  что  этотъ  путь  открываетъ  богатый  запасъ  геоме- 
трическихъ  истинъ.  Съ  такой  точки  зреша  начертательная 
геометр1я  Монжа  является  методомъ  рац10нальной  геоме- 
трш.  Мы  назовемъ  его  Мё(Ьо(1е  (1е  ТгапвтиШгоп  Лез  /гдигев. 

Кроме  этого  превращен1я  свойствъ  фигуръ  трехъ  измере- 
шй  въ  свойства  плоскихъ  фигуръ  мы  должны  еще  указать 
на  другое  особое  применен1е  начертательной  геометрш, 
именно  на  то^  что  она  ведетъ  къ  безконечному  множеству 
сиособовъ  преобразовывать  плоск1я  фигуры  одне  въ  друпя, 
подобно  тому,  какъ  это  делали  Де-Лагиръ  и  Ньютонъ.  Отсюда 
между  прочимъ  проистекаетъ  возможность  безконечно  разно- 
образно достигать  цели,  которую  имелъ  съ  виду  Де-Лагиръ, 
именно -^чертить  помощ1Ю  циркуля  различный  коническхя 
еечен1я  и  такимъ  образомъ  приводить  къ  плоскости  перспек- 
тнвныя  построен1я.  Въ  самомъ  деле,  для  этого  достаточно 
вообразить  себе  конусъ  съ  круговымъ  основанхемъ  и  съ 
вершиною  въ  какой  нибудь  точке  пространства;  затемъ  пере- 
сечь этотъ  конусъ  произвольною  плоскостью:  въ  пересечс- 
нш  получимъ  коническое  сечен1е,  каждая  проэкщя  котораго 
можетъ  быть  разсматриваема,  какъ  пр  с  обр  аз  о  вате  проэкцш 
основашя  конуса;  такъ  какъ  эта  преобразованная  кривая 
можетъ  быть  получена  посредствомъ  построенШ  на  плоскости, 
то  цель  Де-Лагира  такимъ  образомъ  достигнута. 
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Принимая  въ  соображен1е  неопред'Ьлевность  равличныхъ 
данныа^  въ  этой  задаче,  мы  ыайдемъ,  что  общее  р1&шее1е 
ея  ведетъ  ко  множеству  разное бразныхъ  способовъ  п  прь 
емовъ  для  р^шен1я  задачи  Де-Лагира. 

8.  Наукою  уже  признана  за  Монжемъ  та  заслуга,  что  онъ 
ознакомилъ   насъ  ближе    съ  геометрхей    трехъ  изм'ЬренМ   и 
научилъ  переходить  01ъ  нея  къ  плоской  геометр1и  и  наобо- 
ротъ;  но  невполн'Ь  еще  признана  важность,    заключающаяся 
въ  томъ  особомъ  способ^Ь  доказательствъ;  примеры  котораго 
мы  привели  выше;   это  част1Ю  зависитъ   отъ  того,  что    по- 
лучаемый такиуъ  путемъ    геометричесьчя    истины    были    въ 
свое  время  совершенно  новы,  частхю  же  отъ  того,  что  это 
были  только  первые   прим'Ьры  особаго  превращешя    {{гапз- 
тиШгоп)  фигуръ  трехъ  изм'ЬренШ  въ  плосшя  и  наоборотъ. 
Успехи  едннственнаго  употреблявшагося  до  т'Ьхъпоръ  спо- 
соба преобразован1я  фигуръ^  именно  перспективы, — способа, 
которымъ  такъ  удачно  пользовался  Паскаль  и  помощш  ко- 
тораго Де-Лагиръ  привелъ  вс1  геометричесшя  операц1и   къ 
построешямъ  на  плоскости^*'— были  такого  рода,  что  ими  объ* 
ясняется   предпочтете  предъ  всякими   другими    преобразо- 
ван1ями,  какъ  въ  пространств:^,  такъ  п  на  плоскости. 

Но,  если  мы  обратимся  къ  алгебр']^  и  будемъ  искать  при- 
чины  ея  необыкновенной  пользы  для  геометр1и,  торазв']^мы 
не  увидимъ,  что  алгебра  обязана  значительною  долею  этой 
пользы  именно  удобству  т-Ьхъ  преобразован1й,  которымъ  под- 
вергаются въ  ней  введенныя  первоначально  выражешя?  Тайна 
и  механпзмъ  этихъ  преобразоваи1й  и  составляютъ  сущность 
этой  науки  и  постоянный  предметъ  изысканШ  для  матема- 
тиковъ.  Весьма  естественно  стараться  ввести  и  въ  чистую 
геометр1ю  подобныя  же  преобразованхя,  основывающхяся  не- 
посредственно насвойствахъ  исоотношешяхъ  данныхъ  фигуръ. 

Яснымъ  доказательствомъ  пользы  геометрическихъ  пре- 
образован1й  служитъ  теор1я  стереографической  проэкцги, 
благодаря  которой  самыя  простыл  и  очевидныя  свойства  си- 
стемы   плоскихъ    кривыхъ,    начерченныхъ    на  поверхности 
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втораго  порядка,  прилагаются  къ  систем'Ь  подобныхъ  и  по- 
добно расположенныхъ  коническихъ  с']^чешй  (включая  сюда 
прямую  лишю  и  точку).  Къ  ^акимъ  же  преобразовавхямъ  от- 
носятся различные  способы,  основываюпцеся,  какъ  мы  по- 
ШБбмъ,  на  двухъ  общихъ  геометрическихъ  вачалахъ,  имен- 
но на  началахъ  двойственности  и  юмографги  фигуръ. 

Подобнаго  рода  способы,  полезность  которыхъ,  намъ  ка- 
жется, достаточно  доказана,  заслуживаютъ  изучен1я  и  гео- 
метры, которые  занялись  бы  этимъ  предметомъ,  оценили  бы^ 
если  мы  не  ошибаемся,  философскую  важность  преобразова* 
Н1Я  лучше,  ч'Ьмъ  мы  въ  настоящей  иопытк'Ь  уяснить  ее^  осно- 
ввваясь  на  способахъ  Начертательной  Геометрш  Монжа. 

9.  Перспективная  Геоиетрхя  Бувинери.  Уче- 

ш  Монжа  уже  вызвали  одвнъ  трудъ  подобнаго  рода,  о  ко- 
торомъ  мы  теперь  имЪемъ  случай  сказать  несколько  словъ,, 
отступая  отъ  хронологическаго  порядка.  Это  ОеотеЫе  рег- 
8р€с^^Vе  йе  Соизшегу  (ш4®,  1828),  отличающаяся  отъ  пр1е- 
мовъ  Монжа  т-Ьмъ,  что  авторъ  употребляетъ  только  одну 
проэкщю^  или  перспектив),  на  плоскости. 

Всякая  плоскость,  каково  бы  ни  было  ея  положен1е  въ 
иространств^,  определяется  на  чертеж*  (ёриге)  двумя 
параллельными  прямымв,  изъ  которыхъ  одна  есть  перес']^че- 
Н1е  Этой  плоскости  съ  плоскостью  чертежа,  а  вторая  есть 
пересечете  плоскости  чертежа  съ  плоскост1Ю  параллельною, 
первой  и  проведенною  черезъ  глазъ,  т.-е.  черезъ  центръ, 
изъ  котораго  проводятся  проэктирующ1я  ЛИН1И.  Подобнымъ 
ге  образомъ  прямая  лин1Я  обозначается  двумя  точками^  одна 
изъ  которыхъ  есть  пересЬченхе  прямой  съ  плоскостью  про- 
экцш^  а  другая  перес'6чен1е  съ  тою  же  плоскостью  прямой, 
проходящей  черезъ  глазъ  параллельно  первой  прямой.  Чтобы 
опред^ить  точку,  нужно  знать  дв:Ь  прямыя  лиши,  пересЬ- 
каюпцяся  въ  этой  точк'З^;  одна  изъ  этихъ  прямыхъ  можетъ 
быть  проведена  черезъ  глазъ  и,  следовательно,  изображаться 
въ  перспектив*]^  одною  точкой.  Прхемъ  этотъ  очень  простъ 
н  остроуменъ;  чертежи,  къ  которымъ  онъ  ведетъ,  не  особен- 
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но  сложны  и  подобно  чертежамъ  начертательной  геохетрш 
Монжа,  способны  выражать  собою  различныя  теоремы,  кавъ 
это  и  доказалъ  Кузинери. 

Не  останавливаясь  на  практической  польз'Ь,  которую  но- 
жетъ  принести  этотъ  способъ  въ  качеств']^  вспоногательнаго 
средства  въ  строительномъ  искусстве,  подобно  начертатель- 
ной геометр1и  Монжа,  мы  смотримъ  на  него,  какъ  на  спо- 
собъ изыскан1я  н  доказательства  множества  геометрическихъ 
истинъ,  и  въ  этомъ  отношеши  онъ,  по  вашему  мн']Бшю,  за- 
служнваетъ  внимап1я  любителей  геометрхи.  Кузинери  огра- 
ничился немногими  прим'Ёрами,  иьЛя  только  въ  виду  доста- 
точно уяснить  пользу  своего  пр1ема;  такимъ  образомъ  онъ 
открылъ  новое  поле  для  геометрическихъ  изыскашй,  на  ко- 
торомъ  посл'Ь  него  можно  еще  нав'Ьрное  собрать  богатую 
жатву. 

10.  Новый  способъ  доказательства.  По  поводу 

начертательной  геометрш  Монжа  намъ  остается  еще  сказать 
о  ВЛ1ЯН1И,  которое  она  иы^лв.  на  геометрш,  введя  новый 
способъ  для  доказательствъ — способъ,  который  былъ  отвер- 
гнутъ  древними,  какъ  несогласный  съ  ихъ  строгими  началами, 
но  который  въ  рукахъ  Монжа  и  гсометровъ  его  школы  при- 
велъ  къ  самымъ  счастливымъ  результатаыъ. 

Сущность  этого  способа  можно  выразить  сл'Ьдующими 
словами:  ^Для  облегчешя  доказательства,  фигура,  на  которой 
изсл'Ьдуется  какое-нибудь  общее  свойство,  разсматривается 
при  такомъ  состоян1и  ел  общаго  построен1я,  при  которомъ 
существуютъ  изв^Ьстныя  точки,  плоскости,  или  лин1и,  которыя 
при  другихъ  состоян1яхъ  делаются  миимыми.  Доказанная  та- 
кимъ образомъ  теорема  распространяется  потомъ  и  на  т'Ь 
случаи,  когда  сказан11ыя  точки,  плоскости  п  липхн  становят- 
ся мнимыми,  т.  -  е.  теорема  признается  спра1?едливою  при 
всЬхъ  обстоятельствахъ  построен1я,  как1я  только  можетъ 
представлять  разсматриваемая  фигура.  >  Геометрхя  Мопжа 
даетъ  много  прекрасныхъ  прим'Ьровъ  такого  прхема. 

Такъ    наприм-Ьръ,  при  доказательствЬ,  что  для    копусовъ, 
оппсанныхъ  около  поверхности  втора!  о  порядка  и  нм1;ющпхъ 


ПЯТАЯ    ЭПОХА.  227 

вершины  на  одвой  прямой,  плоскости  кривыхъ  прикоснове- 
шя  проходятъ  черезъ  одну  прямую  лин1ю,  Монжъ  предпо- 
дагаетъ,  что  черезъ  прямую,  на  которой  расположены  вер- 
шины конусовъ,  могутъ  быть  проведены  къ  поверхности  дв'6 
касательныя  плоскости.  Въ  такомъ  случае  зс^  кривыя  при- 
1сосновен1я  пройду1ъ  черезъ  точки  касашя  этихъ  плоскостей 
и  плоскости  кривыхъ  будутъ  сл']&довательно  проходить  черезъ 
прямую  соединяющую  эти  точки  касашя.  Теорема  такимъ 
образомъ  доказана  при  сказаннонъ  положен1и  фигуры;  Монжъ 
говорить,  что  предложен1е  распространяется  и  на  тотъ  слу- 
чай, когда  черезъ  прямую^  представляющую  геометрическое 
н^сто  вершннъ  конусовъ,  нельзя  провести  касательцыхъ 
плоскостей  по  поверхности;  другими  словами — что  теорема 
ин^егь  м^^сто  при  всякомъ  положеши  этой  прямой. 

Основан1емъ  этого  прхема  Монжа  должно  служить,  какъ 
еамъ  кажется,  зам-бчаше,  что  общее  построеше  фигуры  мо- 
жетъ  представлять  два  различные  случая:  въ  первомъ  дМ- 
етвительно  существуютъ  я  распознаются  н^которыя  величины 
(точки,  лиши,  плоскости  или  поверхности)^  отъ  которыхъ 
общее  построеше  не  находится  въ  необходимой  зависимости, 
но  который  составляютъ  только  случабныя  сл']Бдств1я  его 
(соп8€^иепсез  соп1гпдеп1е8);  вовторомъ  случа'Ь  этихъ  вели- 
чинъ  бол'Ъе  н'Ётъ,  он'Ь  становятся  мнимыми,  но  общхя  услов1я 
построешя  остаются  т'Ё  же  самыя. 

Если,  наприм'Ьръ,  мы  хотимъ  представить  себ'Ё  поверх- 
ность втораго  порядка  и  прямую  .1ин1ю,  которыя  находились 
бы  въ  самомъ  общемъ  положев1н  одна  относительно  другой, 
то  при  этомъ  возможны  два  случая:  прямая  или  пронпкаетъ 
въ  поверхность,  или  не  пересекается  съ  нею.  Оба  случая 
представляютъ  одинаковую  общность,  такъ  какъ  въ  каждомъ 
изъ  нихъ  прямая  проводится  совершенно  произвольно  и  не- 
зависимо отъ  данняго  положен1я  поверхности  втораго  по- 
рядка; случаи  эти  отличаются  только  гЬмъ,  что  дв-Ь  точки 
перес'^чея1я  прямой  съ  поверхност1ю  въ  первомъ  случае 
Ййствптельныя,  а  во  вторрмъ — мнимый.   Мы  говоримъ    по- 
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этому,  что  ТОЧЕН  перес^чеша  представляютъ  случайныя  со- 
отношен1Я  (геШгопз  сопИпдепЬев)  между  пряною  и  поверх- 
носпю. 

НЪтъ  надобности  подробно  разъяснять,  что  8Д']Бсь  мн  го- 
воримъ  совс^мъ  не  о  гЬхъ  особенаостяхъ  въ  построенш 
фигуръ,  которыя  обозначаются  назвашемъ  частныхь  случаевъ 
(саз  рагНсиИегз)  и  которыя  получаются,  когда  н^которня 
точки,  лин1и^  или  поверхности,  совпадаютъ.  Такъ,  мы  им^^ля 
бы  частный  случай  въ  предыдущемъ  прим'Ьр^,  еслибы  взяля 
прямую,  касающуюся  поверхности  втораго  порядка;  теоремы, 
докаяанныя  для  такого  случая,  нельзя  разсматривать,  какъ 
необходимо  распространяющ1яся  на  всЬ  случаи  общаго  по- 
строешя. 

11.  Пргемъ,  о  которомъ  мы  говоримъ,  явился,  кажется,  въ 
первый  разъ  въ  прекрасныхъ  прим^рахъ,  предложенныхъ 
Монжемъ  въ  его  Начертательной  Геометр!».  Потомъ  этому 
пр1ему  сл-^^довала  большая  часть  учениковъ  Монжа,  во  всегда, 
какъ  и  самъ  Монжъ^  молча,  т.-е.  не  входя  въ  объяснешя, 
подобныя  т^мъ,  которыя  мы  изложили  выше,  и  не  пытаясь 
подтвердить  этотъ  смелый  способъ  разсужденхя. 

Начало  непрерывности.  Изыскаше  такого  рода, 
вполне  заслуживающее  осеовательнаго  обсужден1я,  пред- 
принято  было  только  въ  посл'Ьднее  время  Понселе  въ  связи 
съ  другими  важными  вопросами  ращональной  геометр1п. 
Этотъ  ученый  гсометръ  высказалъ  свое  начало  непрерыв- 
ности въ  ТгаИё  йез  ргорНёЫз  рщесШее;  оно  имъ  развито 
и  съ  усп^^хомъ  употреблено  въ  приложешяхъ;  но,  намъ  ка- 
жется, друг1е  ученые  должны  считать  это  начало,  ва  ведо- 
статкомъ  строгаго  доказательства,  только  сильнымъ  наведе- 
шемъ  и  превосходнымъ  средствомъ  для  предугадыван1я  и 
открыт1я  истинъ — средствомъ,  которое  однако  не  зам'1^няетъ 
собою  непосредственно  и  во  вс4хъ  слу^аяхъ  строгаго  до- 
казательства. 

Нельзя  ве  согласиться,  что  еслибы  геометры,  пользующ1е- 
ся  способомъ  Монжа,  или  началомъ  непрерывности,  обязаны 


ПЯТАЯ    ЭПОХА.  229 

были  ВСЯК1Й  разъ  доказывать  этотъ  прхемъ  чисто  геометри- 
ческгаи  соображен1ями,  основанными  на  признанныхъ  ужен 
а  рггогг  доказанныхъ  положенхяхъ,  то  всЬ  изв^стныя  до 
еихъ  поръ  средства  могли  бы  оказаться  недостаточными. 
Если  путь,  которому  они  сл'Ьдуютъ  за  Монжемъ,  всегда  ока- 
зывался в'Ьрнымъ  и  не  оставлялъ  въ  ихъ  ум'Ь  никакой  не- 
ясности, то  подобное  дов'Ьрхе,  по  моему  мн'Ьшю,  основывается 

ч 

на  сознаши  непогр'&шимости,  которое  въ  нихъ  вызвано  ал- 
гебраическимъ  анализомъ. 

12.  Дохазательство  способа  Монжа.  и  дей- 
ствительно, мы  думаемъ,  что  во  всякомъ  етд'бльномъ  случае 
пр1емъ  этотъ  можетъ  быть  подтвержденъ  разсужден1ями, 
основанными  на  общихъ  началахъ  анализа. 

Достаточно  зам'Ьтить,  что  различ1е  двухъ  общихъ  случаевъ 
достроев1я  фигуры,  о  которыхъ  мы  говорили  выше  и  ко- 
торые для  насъ  важны,  такъ  какъ  въ  нихъ  заключается  по 
нашему  мн'&шю  сущность  занимающаго  насъ  вопроса, — ни- 
когда не  разсматривается  при  приложеши  конечнаго  ана- 
1иза  къ  геометрш.  Получаемые  результаты  прим']^няютея  во 
всей  сил^  къ  обоимъ  общимъ  случаямъ.  Этими  результатами 
внражается  теорема,  относящаяся  къ  существеинымъ  и  по- 
стояннымг  частямъ  фигуры  (рагЫез  гп1едгап1е8  еЬрегтапеП' 
Ш),  принадлежащвмъ  общему  построешю  и  равно  д^^йстви- 
тельнымъ  въ  обоихъ  случаяхъ:  эта  теорема  совершенно  не- 
аависима  отъ  второсшепенныхъ  или  случаИтыосъ  частей  ^'и- 
гуры  (рагНез  зесопЛиггез^  ои  сопНпдепЫз  е1  ассгЛепШиз^ 
Еоторыя  могутъ  быть  безразлично  дМствительными,  или  мни- 
мыми, не  и8М']&няя  этимъ  общихъ  услов1в  построешя. 

И  потому,  если  таше  общхе  результаты  доказаны  для  од- 
наго  изъ  двухъ  общихъ  состояшй  фигуры,  то  мы  им'Ёемъ 
право  заключить,   что  они  им^^ютъ  м'1сто  и  для  другаго  со- 

СТ03Н1Я. 

Подобное  Ьодтверждеше  пр1ема  Монжа,  которое  можно 
разсматривать,  какъ  доказательство  а  ровШгогг  закона  не- 
прерывности, можетъ    представлять    въ  геометр1И    ташя  же 
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исключев1а,  кашя   этотъ  законъ    прсдставляетъ    въ  другпхъ 
случаяхъ;  эти  исключен1я  будутъ  совершенно    т^  же,    Еаш 
встречаются  въ  самомъ  анализ*]^.  Сл^дуеть,  наприм']^ръ,  быть 
весьма  осторожнымъ,  применяя  этотъ  законъ  къ  изыскашамъ, 
въ  которыхъ  при  аналитическомъ  выражен1и  общпхъ   усло- 
В1й  построен]я  оказывались  бы  переменными  как1я-либо  ве- 
личины, кроме  величинъ  и-зпаковъ  коэффищентовъ  при  пере- 
мевныхъ  величинахъ;    ваприм^ръ,    ослпбы    менялись    знаки 
показателей  у  переменныхъ  ^).  Нельзя  также  прилагать  этотъ 
праемъ  къ  вопросамъ,  которые   при  аналитическомъ   изсл^- 
дован1и  приводятъ  къ  определеннымъ    внтеграламъ,    потому 
что  тогда  простая   перемена  знака,    составляющая   различ1е 
между  двумя  общими  состояшями    фигуры,  могла  бы    совер- 
шенно изменить  результаты,  данные  анализомъ. 

Но  во  всехъ  геометрическихъ  вопросахъ,  требующихъ  но- 
соб1я  только  конечваго  анализа^    прпложеше  котораго    ука- 
зывается учешемъ    Декарта,  мы  можемъ   иметь  полное   до- 
верзе  къ  приему  Монжа.  Если^  напр1П1еръ,  мы  разсматриваемъ 
въ  пространстве  конусъ  втораго  порядка  и  секущую    плос- 
кость, имеющую  относительно  конуса  какое  угодно  положе- 
Н1е,  то  существуетъ   два   различныя    положев]я    плоскосхи, 
удовлетворяющихъ  въ  одинаковой  степени  услов1ю  совершен- 
ной общности.  Въ  одномъ  положеши  плоскость  пересекаетъ 
конусъ  по  гиперболе,  къ  которой  мы  можемъ  провести  две 
асимптоты;  во  второмъ  положенш  пересеченхе  происходить 
по  эллипсу;  и  две  прямыя,  которыя  въ  первомъ  случа'^  были 
асимптотами  гиперболы,  становятся  во  второмъ  случа'Ь  мни- 
мыми. Но  темъ    не  менее  всякое    общее    свойство    первой 
фигуры,  если    оно  даже  выведено   при  помощи    асимптотъ, 
будетъ   принадлежать   и  второй    фигуре;    предполагая    при 
этомъ  конечно,  что  выведенное  свойство  не  относится  пряно 


^)  Подобвыя  изысБан1я  не  ыогутъ,  кажется,  встр'Ьчаться  въ  геометр1В. 
Два  обпця  состоян1а  фигуры»  сдужапип  основав1емъ  пр1еиа  Мовжа, 
всегда  должны  различаться,  по  нашему  ин^нш,  при  алгебраическомъ 
внражешп  только  разлпчхе^иъ  знаковъ  при  независниыхъ  коэффицхеитахъ. 
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или  скрытымъ  образЬмъ  (гтрИсИе)  къ  асимптотамъ,  такъ 
какъ  въ  посл'^^днемъ  случать  свойстзо  это  не  было  бы  общимъ, 
независимымъ  отъ  т^хъ  обстоательетвъ  пос1*роея1я,  всл-^Ьдст- 
В1е  которыхъ  асимптомы  становятся  д'&йствительными  или 
мнимыми. 

Сиазанное  о  эллипсе  и  гипербол'^  не  можетъ  быть  при- 
м^^няемо  къ  парабол'Ь,  такъ  какъ  положеше  с^кущеИ  плос- 
кости, при  которомъ  на  конус^Ь  получается  эта  кривая,  есть 
особое  а  не  совершенно  общее.  Поэтому  свойство  пара* 
бодн,  доказанное  на  такой  фигуре,  не  можетъ  распростра- 
няться на  основан1и  одного  только  принципа  Монжа  на 
эллипсъ  или  гиперболу,  такъ  какъ  оно  основывается  на  част- 
номъ  положенш  плоскости  относительно  конуса. 

13.  Подобный  же  разсуждешя  применяются  къ  поверхно- 
стямъ  втораго  порядка.  Поверхности  эти  съ  изв']^ствой  точки 
грквы  можно  разделить  на  два  класса:  одна  изъ  нихъ  (гипер- 
болоидъ  съ  одною  полостью)  прикасается  къ  касательной 
плоскости  по  двумъ  прямымъ,  которыя  вс^^ми  точками  лежатъ 
на  поверхности;  въ  двухъ  другихъ  поверхностяхъ  (въэллип- 
соид-Ь  и  въ  гиперполоид-Ь  съ  двумя  полостями)  эти  прямыя — 
ннимыа.  Всякое  общее  свойство  гиперболоида  съ  одною  по- 
лостью, доказанное  при  помощи  этихъ  прямыхъ,  но  въ  вы- 
ражеши  котораго  он']^  не  входятъ  явнымъ,  или  скрытымъ 
образомъ^  будетъ  принадлежать  также  и  двумъ  другпмъ  по- 
верхностямъ. 

Если  наприм^ръ  мы  хотимъ  доказать  дв'Ь  теоремы,  служа- 
пця  основан1емъ  теор1и  стереографической  проэкцхи,  то  на- 
шггаемъ  съ  гиперболоида  съ  одною  полостью,  для  котораго 
эти  теоремы  очевидны,  благодаря  помощи  двухъ  прямыхъ, 
ороходящихъ  чрезъ  всякую  точку  по  его  поверхности;  от- 
сюда мы  заключаемъ  прямо  и  съ  совершенною  з'В'Ёренностш, 
по  гЬ  же  теоремы  ииЪють  м'Ёсто  для  гсЬхъ  поверхностей 
втораго  порядка. 

Но,  если  бы  мы  вм'Ьсто  гиперболоида  съ  одною  полостью, 
представляющаго  поверхность  столь  же  общаго  построешя. 
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какъ  эллипсоидъ  и  гиперболоидъ  съ  двумЪ  полостями,  доказали 
9ТИ  теоремы  для  шара,  то  мы  не  могли  бы  распространить 
ихъ  на  вс^  поверхности  втораго  порядка  помощхю  одного 
только  способа  Монжа,  потому  что  шаръ  есть  частный,  а  не 
общ1й,  видъ  такихъ  поверхностей. 

14.  СпОСОбъ  ОбобЩвН1Я.  Но  мы  должны  прибавить, 
что  посредствомъ  другаго  способа  можно  распространять 
на  эллипсоидъ  общ1я  свойства  шара;  эти  свойства^  при  по- 
мощи пр1ема  Монжа,  д'блаются  зат^мъ  общими  свойствами 
вс^Бхъ  поверхностей  втораго  порядка.  Этотъ  аналитическ1й 
способъ  преобразовап1а  изложенъ  нами  ъъ  СоггезропЛапсе 
ро^у^есЬпг^ие  {%,  III,  р.^'326);  онъ  состоитъ  въ  пропорцю- 
нальномъ  Е8м1нен1и  координатъ  точекъ  сферической  поверх* 
ности.  Этотъ  же  способъ  мы  употребляли  для  преобразовав 
Н1Я  свойствъ,  относящихся  къ  проэкц1ямъ  ц  къ  объемамъ  тЬлгь; 
его  же  потомъ  прилагали  мы  къ  изысвашямъ  о  длин*]^  кри* 
выхъ  лиши,  и  о  площадяхъ  кривыхъ  поверхностей.  Наконецъ 
мы  обобщили  этотъ  способъ,  приспособивъ  его  къ  распро- 
странен1ю  свойствъ  параболоида  на  гиперболодь,  также  какъ 
свойства  шара  распространяются  на  эллипсоидъ  Но  такъ  какъ 
способъ  этотъ  заключается  какъ  частный  случай  въ  нашенъ 
общегиъ  начал*  гомсграфическаго  преобразовангя^  то  мы  и 
не  будемъ  бол'Ёе  останавливаться  на  его  приложешяхъ  и  на 
доказательствахъ  его  пользы. 

Укажемъ  только  ва  существенное  рмлнчхе,  которое  суще- 
ств уетъ  между  этимъ  способомъ  и  пр1емомъ  изложенвымъ 
выше,  хотя  оба  эт»  способа  ведутъ  къ  обобщенш  перво* 
начальнаго  результата. 

Второй  изъ  изложенныхъ  способовъ  преобразован1я  есть 
д-Ьйствительно  способъ  обобщенгя^  въ  которомъ  свойства  част- 
ной 'фигуры  распространяются  на  фигуры  совершенно  об- 
щаго  построешя.  Въ  первомъ  же  способ'6,  основывающемся 
на  нача.!**  случайныхъ  соотношенШ,  мы  им'Ъемъ  д'ёло  съ 
свойствами  совершенно  общей  фигуры  и  переносимъ  ихъ 
на  фигуру    столь  же    общую,    отличающуюся    отъ  прежней 
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только  второстепенными  п  случайными  обстоятельствам!!, 
которыя  хотя  и  служили  для  доказательства^  но  въ  резуль- 
тате иечеваютъ  и  не  им'Ьютъ  ни  явно,  ни  скрытнымъ  обра- 
зоиЪд  никакого  значешя  въ  выражеши  того  предложен1Я,  для 
доказательства  котораго  употреблялись. 

15.  СпосоЛъ  Монжа  засдужиьаетъ  по  нашему  мн'Ьшю,  бол']&е 
ч^мъ  всяшй  другой,  вазватя  нагляднаго  способа,  такъ  какъ 
овъ  действительно  основывается  на  ясномъ,  наглядномъ^  раз- 
сжотрЬвхш  предмета.  Но  этотъ  характеръ  наглядности  свой- 
ственъ  вообще  всЬмъ  способамъ,  основывающимся  на  не- 
посредственномъ  размотрен1и  пространственныхъ  формъ,  въ 
особенности  т^мъ  изъ  няхъ,  въ  которыхъ  разсматрив&ются 
фигуры  трехъ  измерен1й  для  вывода  свойствъ  плоскихъ  фи- 
гуръ.  Назваше  нагляднаго  способа,  свойственное  пр1емамъ 
Мовжа  вообще^  не  характеризуетъ  впрочемъ  того  пр1ема; 
поиопцю  котораго  свойства  одной  общей  фигуры  распро- 
страняются на  другую  столь  же  общую  фигуру.  Намъ 
ШЕется,  что  это  вполне  достигается  назватемъ  способа  или 
тна.1а  случсЛнытл  соотношепгй  (рггпсгре  Лез  геЫИопв  соп- 
ИпдепЬев). 

Это  назван1е  мы  предпочитаемъ  назван1ю  начало  иепре- 
рывностщ  такъ  какъ  последнее  заключаетъ  въ  себе  идею 
о  безконечности^  которой  вовсе  нФтъ  въ  способе  случай- 
внхъ  соотношен1й.  Мы  разовьемъ  подробнее  эту  мысль  въ 
Примечаши  ХХ1У. 

Можно  бы  привести  много  примеровъ  на  изследовашя, 
п  которыхъ  применялось  начало  случайныхъ  соотношетй; 
но  мн  напали  на  новую  задачу,  на  которой  особенно  удачно 
южно  обнаружить  применеше  и  пользу  этого  начала;  это 
пенно— задача  о  нахождеши  по  величине  и  направлешю 
трехъ  главныхъ  осей  эллипсоида,  когда  даны  три  его  со- 
пряженные Д1аметра.  Б  ива  ли  эта  задача  можетъ  быть  такъ 
легко  решена  какимъ  бы  то  ни  было  другимъ  путемъ.  (См. 
Примечаше  XXV). 

16.  Можетъ  быть  когда  нибудь  начало  случайныхъ  соот- 
10шен1й   будетъ   сведено    къ    некоторому   метафизическому 

т.  П,  ВВП.  П,  отд.  п.  5 
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првнципу  о  пространств'^,  находящемуся  въ  свази  съ  идеей 
однородности,  подобно  тому,  каЕъ  введены  ухе  таахе  прин- 
ципы въ  наувахъ  естественвнхъ,  особенно  въ  учеши  объ 
организованныхъ  т]&лахъ.  Ухе  и  теперь  мохно  заметить 
близость  начала  случа&ныхъ  соотношешй  къ  н'бкоторону  об* 
щему  принципу  двойственности,  обнарухивающемуся  во  всЬхъ 
т-Ьлахъ,  гд'Ь  только  мохно  подметить  элементы  двоякаго 
рода:  постоянные  и  изм'Ьняемые,  покой  и  двихенхе. 

Но  и  до  т'Ьхъ  поръ,  пока  будетъ  найдено  доказательство 
начала  случайныхъ  соотношенШ  а  рггогг^  мы  мохемъ,  ка- 
хется,  посредствомъ  указанныхъ  выше  аналитическихъ  прхег 
мовъ,  подтвердить  его  достаточно,  чтобы  безъ  колебавЫ 
пользоваться  имъ. 

Во  всякомъ  случа'Ь  для  усп^ховъ  чистой  геометр1и  было  бы 
весьма  выгодно,  еслибы  не  всё  геометры  отказывались  окон- 
чательно отъ  строгихъ  началъ  древней  геометр1и     и  въ  то 
время,  какъ  одни  съдов'Ёрхемъ  къ  легкимъ  пр1емамъ  Монаха 
обогащаютъ   науку  новыми   истинами,   друпе   старались  бы 
доказать  эти  истины  инымъ,  совершенно   строгимъ  путемъ. 
Такое  сотрудничество  и  такое  двоякое  направленхе  ^ыли  бы 
очень  полезны  для  геометрш  и  способствовали  бы  обогаще- 
н1ю  ея  новыми  началами  и  установлен1ю  ея  истинной  мета- 
физики. Действительно,  открывъ  какую-нибудь    истину   по- 
средствомъ способа  Монха,   способа,   который   въ  изв'Ьст- 
номъ  смысл1^  мохно  считать  поверхностнымъ  и  въ  которомъ 
мы  разсматриваемъ  и  употребляемъ  въ  д'^Бло   вн']Ьшн1я  и  н&- 
глядныя^  но  случайныя  и  взм1^няющ1яся  обстоятельства, —мы 
долхны  для  установлешя  этой   истинны  на  иеи8м1:нныхъ   и 
независимыхъ  отъ  случайныхъ  обстоятельствъ  началахъ,  об- 
ратиться къ  самой  сущности  предмета  и,  не  ограничнваась 
ухе,    какъ   Монхъ,    второстепенными   и  случайными   свой* 
ствами^  полезными  въ  в^которыхъ  случаяхъ  для  разъясневха 
фигуры^  принять  въ  основаше  только    существенный  и  ио- 
стоянныя  свойства  ея.  Подъ  существенными  и  постоянныпси 
свойствами  мы  разум^емъ  так1я,    которыя   могутъ    слухить 
для  разъяснен1я  и  построен1я  фигуры  во  всЬхъ  возможнахъ 
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слушиъ, — 'А  съойстьк^  воторна  мы  вшвали  выше  еущест- 
веннвмяу  или  главныии  частями  фигуры,  тогда  какъ  второ- 
степенный или  елучяАныя  свойства  могу'съ  при  извФстныхъ 
состоян1яхъ  фигуры  исчезать  и  д'Ьлаться  мнимыми. 

Теор1Я  круга  на  плоскости  представляетъ  прим^^ръ  уста- 
ноыепнаго  нами  ра8лич1я  между  случайными  и  постоянными 
свойствами  фигуры.  Въ  системе  двухъ  круговъ  существуетъ 
одна  прямая  лин1я,  им'Ьющая  важное  значеше  во  всей  тео- 
ор1и  круга.  Когда  два  круга  пересЬкаются»  то  эта  прямая  есть 
жхъ  общая  хорда  и  этого  обстоятельства  достаточно  для  из- 
сл^довашя  и  построен1я  ея;  во  это  есть  именно  одно  изъ 
свойствъ,  которыя  мы  назвали  случайными.  Если  два  круга 
не  пересекаются,  то  свойство  это  исчезаетъ,  но  прямая, 
не  смотря  на  это,  существуете,  и  ея  разсмотр'&те  въ  выс- 
шей степени  полезно  для  теорхи  круга.  Поэтому  мы  должны 
одредЪлить  и  построить  эту  прямую  на  основаши  какого 
ввбудь  другаго  ея  свойства,  которое  им^ло  бы  м']Ьсто  при 
всевозможныхъ  состоянхяхъ  нашей  фигуры,  т.-е.  при  все- 
воаможныхъ  положешяхъ  двухъ  круговъ.  Такое  свойство  бу- 
деть  мстояннымг.  Руководясь  этою  мыслш,  Готье  ^)  наз- 
валъ  таную  прямую  не  общею  хордою,  а  радикальною  осью 
двухъ  круговъ;  выражен1е  это  взято  отъ  того  постолннаго 
евойства,  что  касательння,  проведенныя  изъ  каждой  точки 
дтой  прямой  къ  обоимъ  кругамъ,  равны  между  собою,  такъ 
что  каждая  точка  ея  есть  центръ  круга,  пересЬкающаго  дан- 
ные круги  подъ  прямыми  углами  ^). 


*)  ^ои^па^  ск  Уёсо1е  рЫуЬесНпгдие,  1813.  Тетр.  16. 

Прекрасвый  мемуаръ  Готье  (ОаиШег)  заключаетъ  въ  себ'Ь  первое 
совершенно  общее  р']^шен1е  задачи  о  прикосновеши  круговъ  и  шаровъ; 
р1шен1е  это  позволяетъ  предполагать,  что  круги  обращается  въ  точки, 
В2И  оряныл  линш,  а  шары — въ  точки  или  плоскости. 

^)  По  арпчянФ  втого  же  свойства  ШтеЯнеръ  назвалъ  эту  прямую  (71^ 
Ьше  ^ег  дХегсЪеп  Роипееп  (Си.  Лигпа1  Vоп  СгеИе,  I.  I  и  АппаТеа 
*  Сгегдоппе^  1  XVII,  р.  206). 

Прямая  вта  обладаетъ,  какъ  известно,  еще  многими  другими  заи!)- 
ителъными  постоянныни  свойствами,  которыя  достаточны  для  ея  пс- 

5* 
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Позн&те  сущеетвеншпъ  и  неизм^Ьняемыхъ  свойствъ,  въ 
ивыскашю  которыхъ  мн  приходииъ  при  исчевяовенш  свойетвъ 
случайныхъ,  весьма  важно  для  усовершенствованк  геонет* 
ричесвихъ  теорШ,  потому  что  чрезъ  это  достигается  воз- 
можно большая  общность  и  часто  наибольшая  степень  на- 
глядной очевидности,  составляющей  главной  харавтеръ  шко- 
лн  Монжа. 

Такимъ  образомъ  обстоятельство,  что  радикальная  ось 
двухъ  круговъ  въ  случать  ихъ  перес'Ьчен1Я  есть  общая  хорда, 
привела  Монжа  къ  доказательству,  что  радикальныя  оси 
трехъ  круговъ,  находящихся  въ  одной  плоскости  и  разсмат- 
риваемыхъ  какъ  Д1аметральныя  с%чен1я  трехъ  шаровъ,  долж- 
ны проходить  черезъ  одну  и  ту  же  точку.  Теорема  эта  не 
мен^е  очевидна,  когда  примемъ  за  основаше  найденныя 
Готье  постоянння  свойства  радикальннхъ  осей.  Тогда  тот- 
часъ  видимъ,  что  точк'Ь  пересЬчешя  двухъ  изъ  этихъ  осей 
принадлежишь  характеристическое  свойство  третьей  оси, 
т. -е.  что  эта  точка  лежитъ  также  и  на  третьей  оси. 

17.  Мнимыя  величины  въ  геометрш.  Учеше 

о  случайныхъ  соотношешяхъ  можетъ,  какъ  намъ  кажется, 
доставить  еще  другую  выгоду,  именно  дать  удовлетворитеяь- 
ное  объяснен1е  слова  мнимый^  употребляемаго  теперь  въ 
чистой  геометрш;  слово  это  означаетъ  мыслимый,  но  не  су- 
ществующ1й  предметъ,  въ  которомъ  можно  предполагать  не- 
который свойства,  пользоваться  имъ  на  время  какъ  посо- 
б1емъ  и  применять  къ  нему  так1я  же  разсужден1я,  какъ  кь 
предметамъ  дМствительнымъ   и  вещественнымъ.   Такое  по- 


строен1я  и  который  могли  бы  также  служить  для  ел  опред'Ьленхя.  Е>;ли 
наприи'Ёръ  проведеиъ  кругъ,  перес^кающШ  оба  данные  круга,  то  хорды 
перес'1чев1я  встречаются  на  этой  прямой. 

Если  черезъ  пзъ  одинъ  центровъ  подоб1я  двухъ  круговъ  проведеиъ  секу- 
щую и  въ  точкахъ  пересечев1я  построимъ  касательным,  то  касатехь- 
ныя  въ  первому  кругу  встр^^тятся  съ  непараллельными  имъ  касате^п- 
ными  втораго  круга  въ  двухъ  точкахъ,  лежащихъ  на  этой  же    пряхой. 

Посл'Ьднее  свойство  принадлежнтъ  вообще  систем*!  двухъ  какихъ 
либо  коничесЁихъ  сЬчешй  въ  одной  плоскости. 
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шпе  о  мнимомъу  кажущееся  на  первый  взглядъ  неяснвшъ 
I  парадоксадьнымъ^  получаетъ  въ  теор1и  сдучайныхъ  соот- 
ношев1й  смнслъ  ясный,  точный  и  законный.  (См.  Прим. 
XXVI).  Съ  этой  точки  зр-Ьтя  можно  считать  небезнодезяымъ 
сд11ланное  нами  разд^леше  свойствъ  фнгуръ  съ  одной  сто- 
роны на  существенныя  иди  постоянныя,  съ  другой — на  из* 
м^нчивыа,  сдучайяыя. 

18.  Опоообъ  нааожеша  въ  геометрш  Монжа. 

Начертательная  геометр1я  Монжа  представдяетъ  еще  неис- 
черпанный источннкъ  лрекрасныхъ  теор1й.  Мы  указали,  что 
въ  ней  кроются  бодЪе  и  мен^Ье  развитые  зачатки  многнхъ 
пр1емовЪ|  увелнчивающидъ  могущество  геометрш  и  расши- 
рающнхъ  ея  область;  но  кром^  этого  мы  видимъ  въ  ней  на- 
чало новаго  способа  издожешя  этой  науки,  какъ  на  письме, 
такъ  и  на  сдовахъ.  Изложеше  всегда  такъ  гЬсно  связано 
еъ  духомъ  сяособовъ,  что  необходимо  совершенствуется 
вмЪсгЬ  съ  ними^  и  въ  свою  очередь  оказываетъ  могуще- 
ственное вл1яте  на  развипе  и  обпце  усп'Ьхи  науки.  Это 
безспорво  и  не  требуетъ  доказательствъ. 

Геометр1я  древнихъ  испещрена  чертежами.  Причина  этого 
очень  понятна.  При  отсутствш  общихъ  и  отвлеченныхъ  на- 
чадъ  всякШ  вопросъ  могъ  быть  изсл'Ьдованъ   только  въ  от- 
дЬяьноств,  на  томъ  самомъ  чертеже,  который  относился  къ 
вопросу  и  который  одинъ  могъ  указывать  элементы,  необхо- 
димые для  рфшешя  или  для  доказательства.  Нельзя  было  не 
испытывать  неудобствъ   подобваго   пр1ема  вслФдствхе  труд- 
■ости  построеи1Я    нфкоторыхъ   чертежей  и  всл'Ьдствге  ихъ 
сложности,  затруднявшей   соображеше  и  понимаше.  Указы- 
ваеное  нами  неудобство  особенно  ощутительно  въ  геометрш 
трешь  мзмФрев1й,  гдф  чертежи    становятся    иногда  совс&мъ 
вевовможными. 

Это  неудобство  древней  геометр1и  устраняется  самымъ 
удачяымъ  образомъ  въ  аналитической  геометрхи  и  въ  этомъ 
заключается  одна  изъ  ея  сравнительныхъ  выгодъ.  Но  отсюда 
возммкалъ  далЪе  вопросъ,  не  существу етъ  ли  также  и  въ 
чвстор    геометрш    способовъ   разсужденЫ,   не  требующихъ 
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безпрерывнаго  употреблешя  чертежей, — употреблешя,  пред- 
ставдяющаго  даже  при  легкомъ  построен1и  фигуръ  сущест* 
венное  неудобство  уже  потому,  что  оно  утоиляетъ  ухъ  к 
замедляегь  разсуждешя. 

Этотъ  вопросъ  разр^шенъ  сочинешямп  Монжа  и  его  иро- 
фессорскою  д'Ьятельност1ю,  пр1емн  которой  сохранены  для 
насъ  однимъ  изъ  самыхъ  знаменитыхъ  его  учениковъ^  наел!:- 
довавшимъ  его  каеедру  *).  Благодаря  Монжу  мы  зваемъ,  что 
для  этого  достаточно  теперь,  когда  начала  науки  выработа- 
лись и  расширились,  пользоваться  при  геометрическихъ  из- 
сл'Ьдовашяхъ  и  изложев1Н  ихъ  т'Ьми  общими  принципами  и 
преобразоватями,  которые,  подобно  тому,  какъ  въ  анализФ^ 
раскрывая  намъ    истину    въ  ея  первоначальной   чистогЬ  и 
со  всевозможныхъ  сторонъ,  съ  особымъ  удобствомъ  прим*]^- 
няются  къ  плодотворнымъ    выводамъ,  приводящимъ  естест- 
венным'Ь  путемъ  къ  ц^кли.  Таковъ  характеръ  учешй  Монжа; 
правда^  начертательная  геометр1я  существенно  нуждается  въ 
употреблеши  чертежей,  но  это  только  въ  ея  прилбжен1яхъ^ 
гд'Ё  она  играетъ  роль  пособхя.  Но  никто    лучше  Монжа  не 
понималъ  геометр1и  безъ  чертежей  и  бол-^Бе   его  не  пользо- 
вался ею.  Въ  Политехнической  Школ'Ь  сохраняется    преда- 
ше,  что  Монжъ    въ  замечательной    степени    обладалъ  спо- 
собност1ю    представлять    въ  пространств']^   самыя   сложный 
формы  и  усматривать  ихъ  взаимный    соотношев1я   и  самый 
скрытыя  свойства,  прибегая  при   этомъ   только    къ  помоп^я 
жестовъ;  движев]е  его  рукъ  удивительно    помогало   изюже- 
Н1ю,  не  всегда  быстрому,  но  всегда  проникнутому  истинным'ь 


^)  Араго,  въ  настоящее  вреия  безсн^нвнй  секретарь  АкАдеши  Наукъ, 
тотчасъ  по  выход']^  нзъ  шкоды  сд'Ьданъ  быдъ  адъюнктоиъ  Монжа  н 
вскоре  посд'Ь  того  профессороиъ.  Ученыя  заметки  этого  зваменнтаго 
астронома  въ  Лтгиаъге  с[и  Ъигеаи  йез  ХопдИийез^  им4ющ1я  назначе- 
Н1емъ  популяризац1Ю  въ  ЕвропЬ  трудной  науки  о  физическихъ  явяе- 
Н1яхъ,  представляютъ  также  драгоц'Ьнный  образецъ  л8Д0жев1я  безъ  чер- 
тежей, способный  въ  высшей  степени,  по  вашему  мн^Н1ю,  содейство- 
вать усп^ханъ  геометрхн. 


/ 
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враенорФ91емъ,  свовственнымъ  предмету,  т.-е.  ясностш  й 
отчетливост1ю,  богатствомъ  и  глубиною  инсли. 

19.  Вл1яв1е  ученКй  Моняса  на  аяадизъ.  На 

предыдущихъ  страницахъ  мп  старались  по  ъ1^рЬ  силъ  оц']^- 
яить  харавтеръ  и  рази^ръ  услугъ,  оказанныхъ  Монзгемъ  ра* 
щепальной  геометр1и.  Намъ  сл'Ьдовало  бы  еще  говорить  о 
ВЛ1ЯВ1И  ихъ  на  аналитическую  геометрш  и  даже  вообще  на 
алгебру,  какъ  теорш  отвлечевныхъ  величинь.  Но  это  откло- 
нило бы  яасъ  отъ  ц^ли  настоящаго  сочинен1я;  притомъ 
бнло  бы  слншкомъ  см'Ьло,  еслнбы  мы,  ограничиЬ^ющ1еся 
ролью  историка,  р^Ьшилвеь  коснуться  предмета  уже  ивсл'Ьдо- 
ваннаго  геометромъ,  обладающимъ  глубокими  и  разнообраз- 
ными познан1Ями  во  всЬхъ  отдЪлахъ  математическвхъ  и  фи- 
лософскнхъ  наукъ  *). 

Итакъ,  мы  ограничимся  зам']^чан1емъ,  что  алгебра,  уже 
обязанная  геомстр1и  значительными  усп'Ьхами  съ  того  вре- 
меии,  когда  Декартъ  совершилъ  сл1ян1е  этихъ  двухъ  наукъ, 
вашла  въ  ней  новое  пособ1е,  и  притомъ  въ  высшихь  и  труд- 
я'Ьйшихъ  частяхъ  своихъ,  именно  въ  интегргл^ованги  диф- 
ференцгальныхъ  уравненгй  со  многими  перемтьниыми,  благо- 
даря глубокомысленному  сближенхю/  установленному  Мон- 
хемъ  между  ея  символическимъ  языкомъ  и  пространствен- 
ными формами   и  величинами. 

Укажемъ  для  прим']&ра  на  двоякое  аналитическое  выраже- 
ше  н']&которыхъ  семсйствъ  поверхностей,  съ  одной  стороны 
посредствомъ  дифференц1альнаго  уравненхя,  съ  другой — по- 
средствомъ  конечнаго  уравнен1я  съ  произвольными  функщями, 
слуя&ащаго  полнымъ  интеграломъ  перваго. 

Такимъ  образомъ  аналитичесшя  формулы  отнесены  были 
къ  видимымъ  преднетамъ,  вс1^  части  которыхъ  находятся  въ 
еоотношешяхъ  доступныхъ  очевидности,  и  4)тсюда  понятно, 
что  геометр1я  могла  оказывать   могущественное   сод'Ьйств1е 


•)  Жзвт  Нг8^о^^^ие   зиг  1е$  зегсгсез   е1   Тез  (гагаих   зс^еп^г(г^иев  йе 
Оаврагй  Мопде^  раг.  М.  СЪ.  Вир!!!;  р.  199-248,  ей  ш— 8». 
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алгебре;  понатво,  однимъ  словохъ,  что  Мононл  моп  дллать 
изслгьдовангя  вь  алгебрп  при  помощи  геометрги  ^}. 

20.  УопАхи  геокетр1&,  вызванные  сочине- 

тНянги  Монжа.  Изъ  всего  сказанного  выше  по  поводу 
чжсто  геометрическихъ  учешй  Монаш  жозюко^  кавъ  кажется^ 
ваиючить,  что  съ  поавденхемт*  Нач^ташельной  Геометр%и 
мгновенно  расшкрвлась,  какъ  по  понат1ямъ,  тавъ  и  по  сред- 
ствамъ,  остававшааса  около  в^ка  въ  пренебрежеши^чнстая 
геометрк, — наука,  прославившаа  Еввлнда,  Архимеда,  Апол* 
лон1а,  бнвшаа  въ  рукахъ  Галвлеа,  Кеплера,  Паскаля,  Гюй- 
генса единственными  орудхемъ  при  ихъ  великвхъ  открнт1яхъ 
ваконовъ  природы,  наконецъ~наука,  породившая  безсмерт- 
ные  Рггпсгрга  Ньютона. 

Понятно,  что  съ  этого  времени  явилось  желаше  и  надежда 
получить  ращонально,  средствами  самой  гсометрхи,  т^  мно- 
гочисленный истины,  которыми  обогатилъ  эту  науку  ана- 
лизъ  Декарта. 

Съ  этою  ц^лш  и  въ  этомъ  дух^  были  написаны  мвог1я 
4;очвнен1я. 

00ЧИНен1я  Карно.  прежде  всего  появились  и  но 
своей  важности  и  вл1ян1ю  заслуживаютъ  особаго  внимания 
сочинешя  знаменитаго  Еарно:  ОеотёЬгге  ЛеровьИоп  и  Е$ш 
виг  1а  ЬЬёоггс  Лев  {гапауегзакз. 

Въ  исторш  развитхя  ращональной  геометр1и  эти  два  со- 
яинешя  Карно  не  должны  быть  отд'Ьляемы  отъ  Начерта- 
тельной Геометрхи  Монжа,  потому  что  подобно  ей  и  въ 
одно  съ  нею  время  они  явились  какъ  продолжеше  прекрас- 
ныхъ  методовъ  Дезарга  и  Паскаля  и  значительно  сод'Ьйсд'во- 
вали  новымъ  теор1ямъ  и  открыт1ямъ  въ  геометрш.  Изъ  того, 


^)  ,Анадв8ъ  иожеть  орюбр^сти  весьиа  8начитедьння  выгоды  отъ  по- 
добннхъ  придожен1&  къ  геометрш;  и  я  даю  р'Ьшевхе  миогахъ  вовро- 
совъ  авадвза,  которые  было  бы,  иометъ  быть,^чень  трудяо  разре- 
шать беаъ  аомоп(и  геоиетричесввхъ  сообрааен1&.*'  (Моп^е;  Мётогге 
$иг  Ш  ргорггеШ  Лб  р1и81еыг$  депгез  йб  виг(асез  соигЬев^  въ  ЕЕ  тои^ 
Мётоггез  Лез  заVапз  ёЬгсигдетз,  1775). 


ПЯТАЯ  ЭПОХА.  241 

по  х»  сказали  р&н'Ье  о  хетодахъ  Дезарга  и  Цаскидя,  уже 
можно  было  предвид'Ьть  высказываемое  теперь  сближен1е 
между  доктринамв  и  сочянешями  четырехъ  назвавныхъ  ве- 
шахъ  геометровъ, — сближеше,  которымъ  указывается,  намъ 
ожегся,  истинная  связь  между  идеями,  руководившими  раз- 
мпемъ  геометр1и. 

Считаемъ  не  лишнимъ  прибавить  еще  н^^сколько  словъ, 
«обн  разъяснить  додробн^Ье  наше  мн^Ьн1е  объ  этомъ  пред- 
мегЬ  и  оаравдать  только  что  высказанное  сближеше. 

21.  Два  рода  методовъ  въ  рац1онадьной  гео- 

11етр1Ж.  Фигуры,  разсматриваемыя  въ  геометр1и,  и  ихъ 
исти  представляфтъ  соотношен1я  двоякаго  рода:  одни — ка- 
саются формы  и  полоакенхя  фигуръ  и  называются  начерта- 
шишыми\  друг1Я — относятся  къ  величине  или  разм'Ьрамъ 
фшгуръ  и  называются  метричесними. 

Положимъ,  наприм^ръ,  что  мы  вращаемъ  сЬкущую  въ 
хлоскости  коническаго  с1(чешя  около  неподвижной  точки  и 
ара  каждомъ  ея  положеши  проводимъ  касательный  къ  кри- 
во! въ  точкахъ  ея  перес^чешя  съ  вращающеюся  прямою; 
ш^чки  переслченгя  каждой  пары  касательныхъ  будутъ  ле- 
жать на  одной  и  той  же  прямой^  именно  на  поляр^ь  не- 
подвижной точки.  Вотъ  начертательное  свойство  коничес- 
каго  с^чешя  и  начертательное  соотношеше  между  точкою 
а  ея  полярой. 

Если  теперь  на  сЬкущей  въ  каждомъ  ея  положен1и  опре- 
д^лижь  точку  гармонически  сопряженную  съ  неподвижной 
точко!  относительно  двухъ  точекъ  встр'Ьчи  сЬкущей  съ  кри- 
вою, то  'гармонически  сопряженная  точка  будешь  лежать 
на  полярп  неподвижной  точки.  Это — метрическое  свойство 
кгаическаго  сЬчетя  и  метрическое  соотношеше  между  точ- 
кою ж  ея  полярою. 

Какъ  ^начертательныя,  такъ  и  метрическ1я  свойства  бы- 
июггь  въ  отд'Ьльности  достаточны  для  р'Ьшешя  множества 
вопросовъ.  Но  всегда  полезно^  а  часто  и  необходимо,  раз- 
схатрмвать  въ  одно  время  и  т'Ь  и  друг1я.  Наука  о  простран- 
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сп^  должна  включать  ихъ  въ  себ^  безразлично;  иначе  она 
была  вы  неполна. 

Отсюда  ясно  внтекаетъ  существоваше  двухъ  иетодовъ  въ 
ращональной  геометр1и,  или  по  крайней  м'Ьр'б  двухъ  отд'Ь- 
ловъ  одного  общаго  метода:  методъ  соотношешй  начерта- 
тельныхъ  и  методъ  соотношен1й  метрическихъ.  Дезаргъ,  Пас- 
каль, Де-Лагиръ  и  Ле-ПуаЪръ  употребляли  оба  метода,  т.-е. 
пользовались  и  т'Ьми  и  другими  соотяошен1ями  фигуръ, 
именно — начертательными  при  преобразованхяхъ  фнгуръ  по- 
оредствомъ  перспективы,  метрическими  2ке  «—  при  частоиъ 
употреблети  гармонической  дропорцш,  ин9олюцгопнаго  со- 
отношешя  и  другихъ  предложешй,  относящихся  къ  теорш 
трансверсалей. 

Допустивъ  такое  различ1е,  мы  уб'Ьждаемся,  что  начерта- 
тельная геометр1я  Монжа  представляетъ  собою  чреавычайно 
широкое  обобщеше  перваго  изъ  сказанннхъ  методовъ,  именно 
метода  перспективы»  употреблявшагося  вышеупомянутыми  гео- 
метрами для  доказательства  чисто  начертательныхъ  свойствъ 
фнгуръ:  выше  мы  показали,  что  перспектива  действительно 
можетъ  служить  для  этого  употреблен1я,  и,  говоря  тогда 
пространно  о  ея  приложешяхъ  къ  этого  рода  вопросамъ^ 
им'Ёли  въ  виду  оправдать  именно  теперешнгя  наши  слова. 

Что  касается  теор1и  трансверсалей^  сперва  заключавшейся 
въ  Оёоте1гге  Ле  РоШющ  а  потомъ  изложенной  въ  особомъ 
сочинеши,  то  мы  уже  говорили  и  доказали,  что  ея  основ-* 
ныя  начала  и  многхя  изъ  главныхъ  ея  предложешй  лежали 
въ  основан1и  открыт1й  Дезарга  и  Паскаля;  поэтому  мы  должны 
смотр-Ьть  на  теорш  трансверсалей,  какъ  на  развитхе  и  осу- 
ществлеше  началъ,  которыми  пользовались  эти  два  ведише 
геометра. 

Такимъ  образомъ  можно  сказать,  что  способы  Мовжа  и 
Карно  являются  въ  ращональной  геометр!»  какъ  обобщеше 
и  непосредственное  усовершенствовав1е  методовъ  Дезарга  и 
Паскаля;  что  это — дв*  отрасли  одного  общаго  метода,  им-Ью- 
Щ1Я  каждая  свои  собственныя  преимущества,  но  которыя 
не  должны    быть    разд^^ляемы   при  всестороннемъ  нзучеши 
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евойствъ  пространства.  Напротпвъ  того,  бнло  бы  в%  выс- 
шей степени  выгодно  развивать  ихъ  одновременно  и,  такъ 
сказать,  параллельно;  они  помогали  бы  другъ  другу  и  раз- 
внт1е  науки  шло  бы  отъ  этого  полнее  и  быстрее  *).  Монжъ 
и  изъ  ученаковъ  его  преимущественно  Дюпенъ^  авторъ  2М* 
юе1<^рсщШв  и  АррИсаИопз  Ле  ОёотИтге^  дали  намъ  примфръ 
такого  соотв'6тств1я  двухъ  нетодовъу  установивъ  соотв4тств1е 
между  логическими  прхемами  чистой  геоиетр1и  и  отвлечен* 
ннмъ  и  снмволичесвимъ  азыкомъ  алгебры. 

22.  Мы  не  можемъ  входить  зд'Ьсь  въ  разборъ  хногочя- 
сленныхъ  и  важныхъ  предложетй,  которы1сн  изобилуют^  оба 
еочинешя  Карно;  ограничимся  ука8ая1емъ  на  прекрасное  об- 
щее своВство  геометричесвнхъ  кривыхъ,  какой  угодно  сте^ 
веииу  относительно  отр'Ьзковъ,  образуемнхъ  такою  кривою  на 
сторонахъ  многоугольника,*  лежащаго  въ  оя  плоекости;  это 
свойство  предетавляетъ  распространеше  теор1и  трансверса- 
лей  на  крввыя  высшнхъ  порядковъ  и  изъ  него,  какъ  част- 
нвй  случай,  получается  третья  теорема  Ньютона  опроизве- 
ден1и  отр^ковъ,  обравуемыхъ  кривою  на  параллельныхъ 
сФкупц1ХЪ. 

Равдичныя  сочинен1я  по  геометр11г.  Перейдемъ 

хъ  сочннет»мъ,  который  посл'Ь   сочинен1й  Монжа  и  Карно 


^)  Сочинев1я  Монжа  и  Карно  представляютъ  ирекраевне  примЬрк 
орпс&нен1я  обонхъ  иетодовг  въ  доказательству  т'Ьхъ  же  самыхъ  тео- 
реиъ  н  обнаруживаютъ  пользу  ихъ  одновремсннаго  употреблени:  такъ 
Карво  л^лаетъ  приложеюе  теорш  трансверсалеб  ко  многимъ  свойствамъ 
конняескихъ  с1^чен1&  и  въ  свойствамъ  радвкальннхъ  осей  и  центровъ 
оодоби  трехъ  вруговъ  на  плоскости;  Монжъ  т^же  првдложев1я  дока- 
загь  чисто  геометрвчесв'ши  соображенмип.  До  Карво,  яольауась  м«- 
трхческвми  соотношвв1ями  фигуръ,  получаетъ  вм^ст^  съ  теоремами 
Мояжа  еще  друг1я,  именно  нетрячесмя,  сво1ства|  который  вообще 
уекользаютъ  отъ  другаго  нетода,  освованиаго  исключптельво  на  чисто 
вачертательвыхъ  свойствахъ  фятуръ. 

Гов<фя  внте  о  прнвцпв'Ь  случайннхъ  соотношеи1в,  мы  уже  высха» 
зали  я^сколько  соображенШ  о  втвхъ  двухъ  раалнчннхъ  ор1енахъ  гео- 
ветрмчесваго  взсл^довав1я  и  .доказательства. 


844  истори  геометрш. 

быдн  вав(к>11е  подевны  для  науки.  Таковы  по  нашему  вн'Ь- 
шю  сд:Ьдуювця: 

Интересный  оаытъ  геометр1в  линейки  нодъ  8агдав1емъ: 
8о1иИоп8  реи  соппиеа  Ле  с[г/]регеп8  ргоЫетеа  Ае  Оеотё1г%е 
р^а^^^1^е^  йе  8егуо18  (ш — 8^^  ап  XII) ;  ад^сь  Сервуа  соединяетъ 
важн&йш1я  теоремы  теор1и  трансверсадей  и  ноказываетъ  при- 
мкнете нхъ  какъ  въ  рацюнадьной  геометр1и  при  доказа- 
тедьств^к  преддоавешй,  такъ  и  въ  геометрш  практической  при 
р^Ьшенш  на  поверхности  почвы  раздичныхъ  задачъ,  преиму- 
щественно военныдъ. 

Веье1орретеп1  и  ЛррИсаНопа  Ле  ОеотеЬтге  Де  М.  С11.0ар1п^ 
гд^Ь  въ  первый  ра8ъ  изсдЪдованы  чисто  геометрическимъ  пу- 
темь  трудные  вопросы  о  кривизне  поверхностей,  дди  рЪше- 
Н1Я  которыхъ  Эйдеръ  и  Монжъ  должны  были  прибегать  въ 
высшему  анализу. 

ЕЧтепи  Ле  ОёотеМе  а  ^^о^8  Лгтетгопа  йе  НасЬе1;(;е 
(часть  синтетическад),  гдЬ  посредствомъ  сообра&енШ  чисто- 
геометрическихъ  разрешены  во  всей  общности  мнопе  во- 
просы о  касательныхъ  и  соприкасающихся  кругахъ  въ  цш- 
выхъ  лин1яхъ, — ^вопросы,  которые  до  т'Ьхъ  поръ  решалась 
только  аналитически. 

Метогге  виг  Ш  Идпез  ^и  зесопЛ  огЛге  с1е  ВпапсЬоПэ  гдЪ 
въ  первк1й  разъ  изъ  знаменитой  теоремы  Дезарга  о  инво- 
люц1и  шести  точекъ  выведены  многочисленных  свойства  во- 
мическихъ  с1(чен1Й. 

Метогге  виг  ГаррисаНоп  Ле  1а  (кеогге  Лез  Ьгапзрегзакз 
того  же  автора*). 


*)  Это  сочинен1е»  подобно  сочиненш  Сервуа,  им^етъ  предметомъ  р^- 
шев1е  ииогнхъ  вадачъ  при  поиощи  одной  прямой  линм.  Бр1аншонъ  за- 
нимался аткмъ  же  отд1к10мъ  геометрш  въ  сочинешн  ОеотЛпе  дл  1а 
гЬд1е  {СаггсдропЛапее  агиг  1'^1е  ро^р^ес^^п^^ие9  и  П,  р.  883). 

Геоиетри  зтого  рода  но  есть  новость.  Мы  упомииади  уже  о  сочииенхи 
Шутена  до  втому  предмету  и  о  сочниеши  беоте^гга  рег0дггпап$щ  ко- 
торое подвилось  еще  м^Ьсколько  рав^е.  Въ  трактате  Шутена  Ве  еоп- 
ЫппапЛ%8  ^ктагШгаНап(Ы1а  ек^  есть  также  несколько  прим^ровъ  изъ 
ВТОГО  отдела   геометр1я;   друг1е  примеры   встр^чаемъ  въ 
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ТгаИё  с1е8  ргоргШЫ  р^о^ес^^Vе8  Лез  ^гдигез  йе  Ропсс1е( 
нмФетъ  ц^лш,  какь  видно  изъ  8аглав1я,  нзыскаше  такихъ 
свойетвъ,  которых  сохраняются  при  нреобразоваши  фигуръ 
посредствомъ  перспективн;  искусно  пользуясь  тремя  но* 
гущественннми  орудгями:  началомг  непрерывностиу  теор1екг 
йваимныхъ  поляръ  и  теор1ею  гомологическихъ  фигуръ  двухъ 
и  трехъ  явм'Ьрен1й,  ученый  авторъ  съум'Ьлъ  доказать,  безъ 
одной  буквы  вычисления,  веб  изв^^стныя  свойства  лиши  н 
поверхностей  втораго  порядка  и  еще  большое  число  новыгь, 
изъ  воторыхъ  инопя  уже  разсматриваются  какь  наибол'Ье 
важныя  предложен1я  отой  богатой  теорш. 

Различные  мемуары  Жергонна,  Кетле,  Данделена  и  дру- 
тъ  геометровъ,    появивш1еся    въ   ученыхъ  журналахъ  ^^), 


т(Ш^ёта^^^ие8  (1'Огапат  (ё(1.  1778)  и  въ  раз1вчныхъ  соч1гаен1яхъ  по 
зеие]гЬрш,  особенно  въ  сочинен1и  Машерони:  РгоЫЬтев  роит  Ш 
йгретеигв^  агес  ЩёгепЬеа  зоШгопз  (РаУ1е,  1793). 

Зд^сь  кстати  упомянуть  объ  оригинальномъ  и  любопытномъ  сочине- 
Н1И  Машерояп:  ОёотёШе  йи  сотраз,  въ  которомъ  р'Ьшаются  при  по- 
10ЩН  одного  циркуля  задачи,  обыкновенно  р'Ьшаемня  поиощ1Ю  лн- 
неНкп  и  циркуля.  Такая  геоиетр1я  циркуля  богаче  и  обширнее,  нежели 
гео1етр1Я  линейки,  потому  что  обнимаетъ  задачи  второй  степени,  со- 
ставляющ1я  главное  содержан1е  обыкновенной  геометрхи.  Машерони  по- 
казнваетъ,  что  она  также  прилагается,  и  очень  удобно,  къ  приблизи- 
тельному р'1шенш  вопросовъ,  зависящихъ  отъ  коническихъ  с^&чен1Й  и 
1яев1ить  врявыхъ. 

Еще  гораздо  рав^е  интересовали  знаменитыхъ  геометровъ  подобнпя 
■оннтхи,  именно  И8сл'Ьдован1я„занимающ1Я  такъ  сказать  средину  между 
геонетр1ею  линейки  и  геометр1ею  циркуля.  Карданъ  первый  р^шилъ 
«^сколько  задачъ  Бвклида  при  помощи  линейки  и  циркуля  съ  постояв- 
внмъ  отверст1емъ,  вакъ  бы  въ  предположен1и,  что  на  практик']^  даны 
только  линейка  и  циркуль  съ  неизм'Ьннымъ  отверстхемт.  Тарталеа  не 
замедаилъ  вступить  на  тотъ  же  путь  всл^^дъ  за  своимъ  соперннкомъ 
I  раенространилъ  такой  же  пр!емъ  на  новыя  задачи  {€г€пега1  ^^(Ша^о 
(I  пи$лег%  е  тгзиге;  54а  раНе,  ИЬго  1егео;  1П-!о1.  Венещя,  1560)* 
Тотъ  же  предметъ  составляетъ  наконецъ  содержан1е  трактата  п1емонт- 
скаго  геометра  Бенедиктиса:  ЯезоХиНо  отпгит  ЕисШгз ргоЫетаЬит 
аНогип^ие  ай  Нос  песеззагго  ^пVеп^о^ит^  ипП  Ьашиттойо  сггсгпг  йаЬй 
ареНигй;  ш— 4®.  Венещя,  1663). 
*•)  ^оитпа^  и  Соггевроп^апсе   Ае    Гёсо1е  ро^у^есНп^^ие;   АппаТев  йе 
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такасе  содействовали  ра8внт1ю  науки  и  обогатили  ее  драго- 
ц'Ьнными  открнт1ями« 

23.  НовЪЙППе  методы  ВЪ  геометртН.  Все  пере- 
численный нами  сочинешя  доставляютъ  многочисленння  и 
уб^дительиня  доказательства  того,  что  чистая  геонетрхя  въ 
себе  самой  можетъ  почерпать  бевконечнОе  равнообразге 
пр1емовъ  и  методовъ;  въ  етихъ  сочинешяхъ  появились  т^ 
простыя  и  плодотворныя  истины,  который  одие  могутъ  сви^ 
детельствовать  о  соверяпенстве  науки  и  быть  ея  действв- 
тельными  основан1ями, — появились  теор1и,  зародыпгь  кото- 
рыхъ  впродолженш  вековъ  скрывался  незамеченнымъ  въ 
трудахъ  лрежнихъ  геометровъ;  эти  теорш  развились  быстро 
и  легли  въ  основан1е  методовъ  новейшей  геометр1и. 

Мы  различаемъ  между  этими  методами: 

Вопервихъ,  теор1ю  транверсалей,  которой  основная  тео- 
рема о  треугольнике  пересеченномъ  транверсалью  восхо- 
дитъ  до  глубокой  древности,  но  которую  Еарно  вызвалъ  къ 
новой  жизни,  показавъ  всю  пользу  и  плодотворность  ея  н 
распространивъ  ея  путемъ  чрезвычайно  счастливаго  обоб- 
щешя  на  теор1ю  кривыхъ  лин1й  и  поверхностей  ^'). 

Вовторыхъ^  учете  о  преобразоваши  фигуръ  въ  друпя  та- 
кого же  рода,  какъ  въ  перспективе. 
Изъ  этого,  рода  методовъ  укажемъ  следующ1я: 


Оег^оппе;  Соггезроп€1апсе  таИьётсЛгдие  еЬ  рНу8^^ие  йе  ^ае^е1е(;  Лиг- 
па!  /иг  МаЬНетаОк  у.  СгеИе. 

Мвопе  н'Ьиецк1е  геометры:  Штейверъ,  Пдюкеръ,  Мёбхусъ  и  лр.  д.о- 
стойпые  сотрудники  знаиенитыхъ  авадистовъ  Гаусса,  Крежла,  Якоби, 
Лежена-Дирнкле  и  пр.  писади  въ  посх^двеиъ  изъ  указаввыхъ  изданШ 
о  новыхъ  учев1дхъ  рац10надьно8  теометрхи.  Мы  испытнваемъ  жввое 
сохад^в1е,  что  не  мохеиъ  дать  зд'^сь  обзора  зтихъ  сочиненШ,  которыя 
вамъ  неиав'1^ствы  во  врвчвв'Ь  незнакомства  съ  в']^мецвимъ  азыкокъ. 

^')  Подобвая  же  теорема  объ  отр^зкахъ,  образуеинхъ  на  сторонахъ 
треугольника  врямыми,  проведенными  иаъ  одной  точки  къ  вершинамъ 
треугольника,  относится  также  къ  основвымъ  теоремамъ  те(фги  транс- 
версалей.  Бе  вриписывали  до  сихъ  воръ  Иваву  Бервудли,  но  ова  въ 
первый  разъ  была  довазава  Чевой  (См.  Прим.  УН). 
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V.  Перспектнва|  начала  которой  дежатъ  въ  основаши  со- 
11нев1й  Деварга  и  Паскаля  о  коническихъ  сЬчешяхъ  в  удо- 
треблен1е  которой  съ  т^хъ  поръ  расширЕдось  в  часто  по- 
вторялось. 

2\  Слособъ,  въ  которомъ  лучи  зр^шя,  идущ1е  къ  раздич- 
нынъ  точкаиъ  фигуры,  увеличиваются  въ  постоявномъ  от- 
ношеши  для  получен1я  фигуры  подобной  и  подобно-распо- 
ложенной. 

3\  Способъ,  въ  которомъ  ординаты  точекъ  фигуры  уве* 
лжчиваются  пропорцгонально,  какъ  это  д']^лается  наприм']Ьръ 
при  ивображеши  профилей,  когда  хотятъ  сделать  изы'Ьнешя 
въ  внсот'Ь  бол^е  наглядными;  этотъ  способъ  употребляли 
Дюреръ  **),  Порта  ''),  Стевинъ,  Мидоржъ  и  ГригорШ  С.  Вга- 
цевть  для  получешя  эллипса  изъ  круга  ^  *). 

4^  Способъ,  въ  которомъ  вс^Ь  ординаты  фигуры,  оста- 
ваясь параллельными,  наклоняются  обращешемъ  около  ихъ 
основаши  на  плоскости  проэкщй;  этотъ  прхемъ  употребляется 
ореимущественно  въ  архитектур'^  при  построети  мостовъ  '^). 

5*.  Способъ  построен1я  барельефовъ,  указанный  Боссомъ 
I  Петито  '*);  и  также  способъ,  предложенный  поздн'бе  Брей- 


^')  1п$1ииИопе$  деотеЬггеае.  Ь.  I. 

")  Е1етеп1а  сиггШпеа.  Ъ.  I. 

^^)  Р.  К1Со1а8  въ  сочинен1и  Ве  сапсНоШЬиз  е1  шзоШЬиз  ехегсИа- 
Нопез  деотеЬтгсае  (ш — АР,  То1о8ае,  1692)  также  употреблялъ  этотъ  спо- 
со(^-  кривня,  получаеиня  при  этомъ,  онъ  называлъ  однородными  (Ко- 
тодЬпЫ). 

^)  Ординаты  можно  въ  то  же  время  пропорцгонально  увеличивать. 
Гашетть  употреблялъ  такое  преобразован1е  въ  двухъ  предложенхахъ 
ди  доказательства,  что  своВствомъ  стереографической  про8кц1и  сферы 
югуть  обладать  только  поверхности  втораго  порядка.  (См.  Оогтевроп* 
^апсе  ро1/у1€екп%^ие,  1;  I,  р.  77). 

Легко  видеть,  что  такое  преобра80ван1е  можетъ  быть  приведено  къ 
■зн^вешю  въ  постоянномъ  отношевш  ординатъ  поверхности,  им^ю- 
щяхъ  неизменное  направден1е, 

^*)  Обвкновенно  думаютъ,  что  построеше  барельефовъ  не  подчиняет- 
сд  точвнмъ  правиламъ;  два  в^ка  тому  назадъ  большинство  художнв- 
ковъ  думали  то  же  самое  о  перспективе.  Однако  Боссъ  далъ  несколько 
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зигоиъ  (Вгеу81§)  въ  его  теор111  перспективы  для  живоаяо 
цевъ  (ш-8^  Магдебурге,  1798)  *'). 

6\  Способъ  р^апгсоп^^ие8  Де-Лагира  и  способъ  Ле-Пуав- 
ра,  которые  оба  ии^ютъ  предиетомъ  черченхе  на  плоскостя 
основашя  конуса  т'Ьхъ  же  кривыхъ,  которыя  получаются  на 
самомъ  кояусЬ  отъ  пересЬчешя  его  плоскостями. 

■  7*.  Способъ  Ньютона  для  преобразовашя  фигуръ  въ  дру- 
пя  того  же  рода,  заключаюицйся  въ  22-й  леии1^  первой 
книги  Рппсгрга^  впосл-Ьдствхи  обобщенный  Варингомъ  '*)• 


геометрическихъ  правилъ  построешя  барельефа,  вакъ  это  видно  изъ 
его  сочпнен1я  Тга11е  (1е8  рга(1д11е8  дёотё1га1е8  еЬ  рег8рес(1Уе8  (1П — б®^ 
1665).  Въ  одвомъ  н'ЬсгЬ  этого  соч11нен1Я  сказано,  что  Дезаргъ,  кото* 
рому  принадлежптъ  честь  введен1я  въ  строительное  искусство  геоме- 
трпческпхъ  началъ  со  всею  ихъ  строгост1ю,  прилагалъ  свой  способъ 
перспептивн  къ  построенш  барельефовъ.  Позволительно  думать,  что 
Боссъ  передаетъ  намъ  идеи  Дезарга  или  даже  самый  прземъ  его. 

Дал'Ье  встр'Ёчаемъ  подобныя  же  правила  для  барельефовъ  въ  трак- 
тат'!^ о  перспективе  Петито,  подъ  заглав1емъ:  ВагзоппетепЬ  зиг  1а 
ре^$р€С^^Vе^  роиг  еп  /'асгШег  Гизаде  аих  а^^^8^€8;  т — ^о1.  Парма,  1758 
(по-французски  н  по-итальянски). 

Правила  построеи1Я  барельефовъ  представляютъ  преобразован1е  фи- 
гуръ въ  друг1я  такого  же  рода  и  потому  должны  быть  включены  въ 
наше  перечислен1е  методовъ.  Правда,  что  они  почти  никому  неиз- 
вестны и  никогда  не  употреблялись  въ  ращональной  геометрш  для 
изыскан1Я  и  доказательства  свойствъ  фигуръ;  т^мъ  не  мен^е  они  мо- 
гутъ  служить  для  такого  назначен^'я. 

*^)  Сочинен1е  Брейзига  известно  намъ  только  по  заглавш,  упомина- 
емому Повселе  (СгеПе'з  ^ои^па\  1;.  8,  р.  397);  но  мы  безъ  колебашй 
относимъ  содержащееся  тамъ  построен1е  рельефовъ  въ  числу  спосо- 
бовъ  преобразован1я  фигуръ  трехъ  измерен1Й  въ  друт1я  того  же  рода, 
потому  что  Понселе  заявляетъ,  что  пр1ены  автора  согласив  съ  его 
собственными  способами  построев1й  этого  род^^. 

^')  Варингъ  употребляетъ  соотношеи1я 

рх''\-ду'-^г  ^  Вх'-^Оу'-^-Е 

^^  Ах'^ВрТС  •  ^"^  Ах'-^Ву'-^С  ' 

въ  которыхъ  я?,  у  суть  координаты  точки  данной  кривой,  а  х\  у'  ко- 
ординаты точки  кривой  преобразованной. 
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8*  Способъ,   помощпо   вотораго   мы    распространили    на 

млпсоидъ  свойство  сферы  и  который  заключается  въ  томъ, 

что  координаты  чоченъ  данной  фигуры  увеличиваются  въ  по- 

стоянныхъ  отношешяхъ  {СоггезропЛапсе  зиг  Гёсо1е  ро1у(еск^ 

тдие,  I.  Ш,  р.  326)  ''). 

Прибавленхе.  Кюро  еще  прежде  ивслфдовалъ  Ерввня,  назвав- 
вня  ЭВлеромъ  Хтеае  а11^те$\  онъ  разсматривалъ  яхъ  вакъ'прозв* 
]ии  одна  другой,  т*«е.  вакъ  пдоск1Я  с^ченхя  одного  цвдвндра,  н 
наавадъ  аривнии  одною  рода  {йе  тёте  езрЬсе).  Овъ  локавадъ, 
что  если  X,  у  будутъ  координаты  точки  одной  кривой  относи- 
тедьво  осей  въ  ея  плоскости,  то  координаты  для  другой  кривой 
относитехьно  осей,  вдятыхъ  въ  ея  плоскости  соотв'Ьтственно  пер- 
ввт  осямъ,  будутъ  вида  Х««Ха?,  Г»Х^.  Это  довазнваетъ,  что 
хривня  Клеро  —  тоже  что  и  кривыя  Эйлера  (Си.  Мётоггев  ^ 
УАсас^ётге  йе8  всгепсеа  Ле  Раггз^  1731). 

9*.  Наконецъ,  прекрасная  теор1а  гомологическихъ  фигуръ 
ш  перспективЫ'рсльефа,  данная  Понселс,  она  совпадаетъ 
со  способами  Де-Лагира  и  Ле-Пуавра  въ  случа'Ь  плоскихъ 
фягуръ,  но  до  Понселе  не  была  распространена  на  фигуры 
трехъ  иам'ЬренШ  ^°). 


Овъ  даетъ  это  нреобразовавге  какъ  обобщен1е  Ньютонова  преобразо' 
вави,  въ  котороиъ 


_  г 

"~  "7"  9  „  . 

X  "         X 


,-% 


(РНмс1р»а,  иъ.  I,  1етта  22),  я  ограничивается  указан1еиъ,  что  новая 
кривая  будетъ  той  же  степени  какъ  и  данная  (МгзсеИапеа  апаХуНса 
р.  82;  Р^ор^ге^а^€3  си^Vа^ит  аХдеЪгагсагит^  р.  240). 

Мы  докажемъ,  что  построенный  такииъ  образомъ  крнвнл,  также 
какъ  и  крпвыя  Ньютона,  иогутъ  быть  получены  посредствоиъ  перспек- 
тивы; такииъ  образомъ  обобщенье  Варинга  касслется  только  положенья 
яо«(И1  криеой  относх^тельлю  данной,  но  не  касается  ни  формы,  пи  отли- 
чгплемныхъ  особенностей  ея, 

^*)  Эйлеръ  указалъ  зтотъ  способъ  преобразовашя  для  плоскихъ  кри- 
внхъ,  но  безъ  прилохев1Й:  по  его  выражешю  кривыя,  получаемыа  та* 
хнхъ  образомъ  одна  изъ  другой,  находятся  въ  сродствгь  (а/1^гпаа8)  и 
овъ  вазнваетъ  ихъ  1теае  а^гпез,  (1п1гойисао  {п  апаХузгп  гп^гпИогит^ 
ИЪ  П,  аП  442). 

*')  Въ  недавнее  время  Ле-Франсуа  воспользовался  теораею  гомолаи- 
чесжихь  фигуръ  для  преобразован1я  н^которыхъ  крнвнхъ  третьлго  по- 

Т.  XI,  внв.  П,  отд.  II.  ^ 
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Вс^  эти  раанообравные  еаособы  ны  соедвняемъ  въ  одну 
группу  и  виже  покажемъ,  что  вс^  онп,  также  какъ  н  дер- 
спектива  въ  собственномъ  свшсл'Ь,  вытекаютъ  изъ  одного 
общаго  основнаго  принципа,  представляя  его  частныя  ори- 
м^нешя. 

Бъ  третьихъу  теор1я  взаимныхъ  поляръ,  которую  ученики 
Монжа  почерпнули  ивъ  драгоц'Ьнныхъ  уроковъ  атого  зна- 
менитаго  профессора,  которая  сначала  применялась  только 
къ  такимъ  преобразован1яиъ,  гд)»  прямниъ  соотв^тствують 
точки,  а  точкамъ — ^прямыя  (см.  Прим.  ХХУ1),  и  на  которую 
Понселе  привлекъ  все  внимаше  геометровъ,  приы^ннвъ  ее 
къ  преобра80ван1ю  метрическвхъ  и  угловыхъ  соотношен1й. 

Въ  чет^ершыщ  учете  о  стеографическихъ  про8вц1яхъ; 
сначала  оно  относилось  только  къ  сферЪ  и  служило  для 
черчен1я  географическихъ  картъ;  обогатившись  потомъ  одною 
нового  теоремой,  оно  распространилось  вообще  на  поверх- 
ности втораго  порядка  и  въ  настоящее  время  представляеть 
простое   и   удобное    средство    для   изнскавШ'').    Мемуары 


рядка,  преимущественно  фокальныхъ  лгшьй  Кетле  и  Фавъ-Риса.  (ХНв&ег- 
1аЫо  гпаидигаЫз  таЬЪетаИса  йе  ^игЬи8йат  сигюьв  деате^ггс^б^^п-^А^ 
Оапс[.  1830).  Прхеиъ  этого  геометра  отличается  отъ  способа  Понселе 
т1>мъ,  что  длд  построешя  гомологлчесвихъ  кривыхъ  употребляется  зд^сь 
одно  пзъ  ихъ  метричесвихъ  соотношенШ.  Это  соотношенхе,  именно— 
гармоническое,  не  есть  самое  общее:  можно  пользоваться  отношешемъ 
ангармоническимъ,  которое  сообщаетъ  110Строен1Ю  фигуръ  бол^е  общ- 
ности. Къ  этому  вопросу  мы  возвращаемся  въ  нашемъ  мемуар'1^  о  ^о- 
мографическомъ  преобразоеанш. 

Тавъ  Еакъ  главная  часть  этого  мемуара  посвящена  из&ж'^АОвашю 
метричесБихъ  соотношен1й,  то  мы  позволяемъ  себ^  напомнить  31^СЬ| 
что  нашъ  мемуаръ  пред  став  ленъ  въ  Брюссельскую  Академш  въ  январе 
1830  года,  т.*е.  ран-Ье  появлев1я  днссертац1и  г.  Ле-Франсуа,  которую 
мы  получили  отъ  автора  поздн']^е. 

^*)  Теор1я  стереографичесБихъ    проэкцгВ   сферы  въ  томъ  вид*!^,  какъ 
она  употребляется  теперь  въ  чистой  геометрш^  основывается  на  двухъ ' 
сл'^Ьдующихъ  принципахъ: 

1**  Проэкцгя  всякаго  круга,  проведеннаго  иа  сфергь,  есть  1сруп, 

2^,  Пентръ  этого  круга  есть  проэкцгя  вергигшы  конуса,  огибаюгшио 
сферу  по  пролачаемому  кру^у. 
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Брюссельской  Акаденш  содергахъ  осрОедно  много  удач- 
ныхъ  придоженШ  этой  изящной  теорхц»  сдЪданныхъ  Кет»]еи 
Данделеноыъ. 

24.  Таковы  четыре  обширныя  групаы;  цъ  которыя  по  на- 
шему кн'Ёшю  можно  при  современномъ  состояши  геометрш, 
разсматривая  методы  съ  философской  точки  зр^шя,  соеди- 
нить большинство  новЪйшихъ  многочисденныхъ  открыт1й. 
Еъ  пятой  групп^^' можно  отнести  еще  в'Ькотирыя  частныя 
в  спец1альння  теорш,  основанныя  на  чисто-геометрическихъ 
началахъ.  Таковы,  между  прочимх,  теор1я  Сопряжснныхъ  ка- 
сательныхъ  Дюпена,  изъ  которой  авторъ  извлекъ  весьма  по* 
лезннл  теорегичесшя  и  практическхя  щяЛожевхя,  и  новая 
теор1я  каустическихг  лингй^  въ  которой  Кетле  свелъ  на  не- 
мног1е  принципы  начальной  геометрхи  эту  важную  и  труд- 
ную часть  оптики,  не  поддававшуюся  вс^Ьмъ  средствамъ 
анализа. 

Эти  теорш,  которыя  на  первый  взглядъ  кажутся  чуждыми 
перечисленнымъ  выше  методамъ,  съ  нЪкоторыхъ  точекъ  зр^Б- 
Н1Я  могутъ  связываться  съ  ними  и  могутъ  въ  нихъ  нахо- 
дить полезную  помощь.  Любопытный  сближен1я,  которыя 
Еетле  д'Ьлаетъ.  между  своею  теор1ею  каустическцхъ  линШ  и 
теорш  стереографическихъ  проэкцхй,  служатъ  этому  первымъ 
доказатсдьствомъ;  друпя  доказательства  иы  будемъ  тиЬтъ 
случай  сообщить  въ  другомъ  м-Ьст*  *•). 


Вторая  теорема,  столь  же  важная  какъ  н  первая,  стала  известна 
тольЕо  несколько  л'1^тъ  тому  назадъ;  въ  первый  разъ  мы  высказали  и 
аваллтнчески  доказали  ее  въ  издан1и  1817  года  Шётеп18  ^еОёотё&ге 
й  ^^(п$  йхтепзгопв  (1е  Наскеие.  Потомъ  оутеиъ  геометрическихъ  со- 
обраген1&у  мы  прям'Ьвнли  теор1Ю  стереографическихъ  проэкц1й  ко  вся- 
кой поверхности  втораго  порядка  и  обобщали  эту  теор1ю  въ  двухъ 
отиошешяхъ:  1°)  разсматривая,  вместо  ллоскпхъ  с^ченхй,  поверхности 
втораго  порядка,  вписанный  въ  данную,  2^)  принимая  за  плоскость 
дроэши  какую  угодно  плоскость.  (См.  АппаХев  с1е  Ма^^^ётаи^ие8,  Ь. 
ХУШ,  р.  305  и  I.  XIX,  р.  157). 

^)  Такъ  наирпм'!)ръ,  Дюпевъ  въ  своемъ  прекрасномъ  сочиненш  ТЬсо- 
гге  де&тё^^^^ие  йе  1а  соигЬиге  йез  8иг(асе^  не  вполц*  освободился 
оть  авалитнческихъ  соображеи)!!  при  доказательств^^  такого  предложе- 

6* 


258  ЖСТ0Р1Я  ГЕОНЛРШ. 

25.  Уоовершенствован1е  новыхъ  методовъ. 

Основательное  нзучете  современнаго  состояшя  чистой  гео- 
метр1и  оправдываетъ  предложенное  нами  систематическое 
д^Ьлев1е,  но  въ  то  же  время  оно  въ  виду  недостатка  общно- 
сти и  опред'Ьленнаго  характера  во  множеств'Ь  теоремъ,  от- 
носящихся къ  указаннымъ  методамъ,  обнаруживаетъ,  что  са- 
мые эти  методы  не  достигли  еще  въ  желаемой  степени  общ- 
ности, плодотворности  и  силы. 

Такъ  напримФръ  способы»  ваключающхеся  во  второй  и 
третьей  групп'Ь  нашего  д^^лешя,  им'Ьютъ  общее  и  удобное 
примкнете  къ  изыскашю  и  доказательству  начертательнихъ 
свойствъ  фигуръ,  но  до  сихъ  поръ  они  нм'бли  только  весьма 
ограниченное  приложен1е  къ  метричеснимъ  соотношешямъ 
(къ  опред'Ьлешю  величины  лиши,  поверхностей  и  объемовъ). 


Н1я:  „Дв^  поверхности  втораго  порядка,  которнхъ  главння  <гЬчев1& 
нн^ютъ  одни  ■  т'Ь  же  фокусы,  пересекаются  во  вс^хъ  точхахъ  подъ 
дряиынъ  угюмъ^.  НовеВш1е  методы  разлвчннмъ  образомъ  ведутъ  къ 
чисто-геометрическому  доказательству  этой  теоремы. 

Чтобы  дать  прим^ръ  силы  этихъ  методовъ,  скажемъ,  что  съ  оомо* 
паю  ихъ  достигается  также  легко  доказательство  сл^дующаго  гораздо 
бол^е  общаго  предложешя:  Если  главныя  аьченгя  деухь  повератоетей 
втораго  порядка  имлютъ  одни  и  тл  же  фокусы,  то  коктури,  полу- 
чаемые  при  разсмттриеанги  этихъ  поеерхностей  изъ  какой  угодно 
точки  пространства^  пересекаются  меолсдг^  собою  подъ  прямыми 
углами. 

'Прибавииъ  еще,  что  прекрасные  результаты,  8аключающ1еся  въ  ме- 
муары Бине  8иг  1ев  ахез  соп^идиёв  е1  Тез  тотеп^з  сПпегИе  с1е8  согря 
(/оигпа1  с1е  Гёсо1е  роХуЬесктдие^  16-е  саЫег),  гд^  авторъ  пользуется 
вышеупомянутою  теоремою  Дюпена,  н  подобные  же  результаты,  полу- 
ченные Амперомъ  въ  мемуар^:  ^ие^^иез  ргорН&ёз  поиVе^^ез  ^з  ахез 
регтапепЬз  йе  гоШгоп  йез  оогрз^—гс^  этн  прекрасныя  открыт1я,  при- 
числяемый къ  области  механики  н  сделанный  авторами  при  помощи 
анализа,  могутъ  также  быть  получены  путемъ  чисто-геометричесмимъ; 
са^дуетъ,  можетъ  быть,  признать,  что  такой  путь  естеетвенн'&е  соеди- 
няетъ  эти  разнообразный  открыпя  съ  истинами,  лежащими  въ  ихъ 
основ']^,  лучше  указываетъ  связь  ихъ  между  собою  н  ведетъ  къ  бол^Ье 
удобному  и  бол^е  рац10нальному  пзложен1ю  ихъ. 

Такимъ  образомъ  геометр1я,  расширяя  свои  границы,  всегда  вносмтъ 
свой  св'Ьточъ  во  ВСЯК1Й  новый  отд'Ёлъ  физико-математическихъ    наукъ. 
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Не  заставляегь  ян  это  предполагать  въ  няхъ  ведостатокъ 
яЪкотораго  принципа,  который  сд'Ьладъ  бы  ихъ  дрндожн- 
нвнн  къ  гораздо  бод^е  общнмъ,  а  можетъ  быть  н  ко  вса- 
каго  рода  соотношешямъ? 

Очевидно,  что  эти  методы  не  основываются  еще  на  до- 
статочно шврокнхъ  началахъ.  И  д'ЬйствитедьнО;  мы  вправ'Ь 
кажется  сказать,  что  каждый  нзъ  нихъ  допускаетъ  весьма 
широкое  обобщев1е. 

26.  Теор1я  трансвероадей.  Прежде  всего^  теорк 
трансверсадей  можетъ  быть  обогащена  новыми  принципами, 
которые  сд^Ьлаютъ  ее  способной  къ  вовымъ  прим'Ьнешямъ 
в  дадутъ  ей  возможность  въ  тысяче  случаевъ  заменять 
аяаянзъ  Декарта,  преимущественно  при  изученш  общихъ 
свойстъ  геометрическихъ  кривыхъ;  даже  въ  телерешнемъ 
своемъ  состояши  она  можетъ  быть  полезна  во  многяхъ  во* 
просахъу  къ  которымъ  до  сихъ  поръ  еще  не  прилагалась, 
такъ  мапрвмЪръ  въ  общей  задач'Ь  о  касательныхъ  и  о  ра- 
дгусихъ  криеизны  во  вс^Ьхъ  геометрическихъ  кривыхъ, — за- 
дача, р%шеше  которой  мы  дали  въ  ВиНеНп  ипшгзе!  йез 
&сгепс€8  Ушп,  1830)  *'). 


^  Построен1€  каеательныхьш  Чтобы  опред^лнтБ  касательную  въ 
тои^  т  геонетрическоб  кривой  какого  угодно  порядка,  проведемъ  че- 
резъ  зту  точку  по  произвольнымъ  напр8влен1яиъ  ]ць^  трансверсали 
шЛ^  тЛ';  составвмъ  орои8веден1я  отр^зковъ,  образующихся  на  етнхъ 
прлннгь  между  точкою  т  и  всЬии  другими '  точками  перес^Ьчен1я  ихъ 
съ  кривою;  пусть  ети  два  прои8ведев1я  будутъ  Р  и  Р'. 

Черезъ  произвольную  точку  и  проводииъ  дв!»  трансверсалв  парал- 
лельнмя  прямынъ  ш^,  тЛ';  составляемъ  прои8веден1я  отр1зковъ,  обра- 
зуюлиася  на  нихъ  между  точкою  и  и  кривою;  пусть  эти  произведевхя 
будутъ  ТГ  и  ТГ. 

Отложимъ  на  прямнхъ  тЛ,  тА\  начиная  отъ  точки  9п,  соотв'Ьт* 
ствеино  два  отрезка,  оролортовальвае  отношенимъ  -р^  -р-  — прямая, 

соедишяюшая  концы  $тихъ  отр^ы^совъ^  будешь  параллельна  касательш>й 
#»  тачтьт. 
Тавямъ  образомъ  ваправлев1е  касательной  определено. 
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27.  СтбреограФичеок1я  11ро8вц1и.  Учен1е  о  сте- 

реографяческихъ  про8кц1яхъ,  уже  расширенное  прин^нешехъ 
ко  вс^^мъ  поверхйостямъ  втораго  порядка,  способно  къ  даль- 


Можио  также  построить  прямо  направлен1е  нормали.  Для  дтого  на 
двухъ  трансверсаляхг,   внходящихъ   изъ   точки  ш,  откладываемъ   от- 

Р    У 

р^зви   проиорщовальные   отвошен1Ямъ  == ,  ==,-    черезъ    концы    этихъ 

отр^зковъ  и  черезъ  точку  т  ароводюсъ  кругь:    немтд7«  его  б^етъ  ле* 
жат\  на  нормали  кь  кривой  въ  точкть  т. 

Лостроете  кругоеъ  кривизны.  Чтобы  определить  кругъ  кривизны  въ 
точке  т  геометрической  кривой,  проведемъ  черевъ  эту  точку  касатель* 
вую  къ  кривой  я  какую-нибудь  траасверсаль  тА\  ооставимъ  пронзве- 
дбН1е  отр^аковь,  аавлючающихея  на  атнгь  двухъ^  прдмыхъ  меяБду  точ* 
кою  т  и  другими  ветвями  кривой.  Пусть  Г  и  Р  будутъ  эти  ироиа* 
веден1Я« 

Черезъ  произвольную  точку  |л  проведемъ  две  прямыя,  параллельный 

касательной    я  трансверсали;    составимъ   произведев1е    отрезковъ   на 

этихъ  параллеляхъ  между  точкою  ц  я  кривою;  пусть  эти  пройзведев1я 

будутъ  Т  и  П. 

Р    Т 
Отложимъ    на    трансверсали   тА   отрезокъ    равный    ??  •  т :  конецъ 

этою  отрлэка  будетъ  леокать  на  искомомь  кругл  кривизны. 

Изъ  этого  построев1Я  следуетъ,  что,  если  означимъ  черезъ  6  уголъ 
между  трансверсалью  шА  и  касательной,  величина  К  радхуса  кривизны 

Если  кривая  т*ой  стеиени,  то  ирои8ведев1я  т  и  ТТ  будутъ  состоять 
изъ  т  ливейннхъ  множителей,  Р— изъ  т — 1,  а  Т— изъ  т — 2. 

Когда  кривая  начерчена,  то  эти  множители  будутъ  отрезви  на  транс- 
версалях!;  если  же  кривая  дана  уравненхемъ,  то  изъ  него  найдемъ  не- 
посредственно величины  четырехъ  произведевхй  Р,  Т,  ТТ,  Т,  какъ  это 
известно  изъ  общей  теор1и  уравнен1Й. 

Кривая  должна  быть  начерчена  вполне,  т.-е.  со  всеми  своими  вет- 
вями, чтобы  число  точекъ  пересечев1я  съ  трансверсалями  соответство- 
вало порядку  кривой.  Если,  напримеръ,  кривая  принадлежитъ  къ  числу 
ЛВН1Й  четвертаго  порядка,  называемыхъ  овалами  Декарта^  то  вужво 
знать  и  второй  сопутствуюинй  одалъ  (сошравве),  обладаюлцй  теми  ж.е 
свойствами;  онъ  не  указывается  въ  построев1яхъ  данныхъ  Декартомъ 
и  другими  геометрами,  но  заключается  въ  томъ  же  ураввен1п  (См. 
Прим.  XXI). 
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н41шему  обобщевхю^  еостаящвму  въ  тонъ,  1то  то^а  зр^нхя 
можетъ  быть  помещена  не  на  поверхности  сфер»,  а  въ  ка- 
ко!  угодно  точк^Ь  пространства,  или  далее  въ  беековечноств'* 
При  атомъ  ПД0СК1Я  с1чея1я  поверхности  втораго  порядка 
уже  не  будутъ  давать  въ  проокщи  подобяня  и  подобно*рас^ 
п<)ложенн11я  коничесшя  с^Ьчевая,  иди  воничесшя  сЬчешя, 
1м4ющ1я  общую  ось  подоб1я  (ахе  де  вутр<;о8е);  вависимость 
между  8ТИИИ  кривыми  будетъ  им'Ьть  бод'Ье  сложное  выра^* 
жеше;  он^  будутъ  имФть  двойное  привосновеше  (дФйстви«« 
тельное  или  инииое)  съ  копичесвимъ  с&чешемъ,  предста^ 
вмющииъ  видимый  перспективвый  контуръ  поверхности  вто^ 
р&го  порядка  (это  коническое  €'1чен1е  само  можетъ  бытв 
мвимнмъ). 

Эта  теорема  предложена  въ  ТгаШ  <кв  рторШёз  ргозесИ^ 
ь'ев  (п^  610)  и  Понседе  показалъ  прим'Ьнеше  ея  къ  изуче** 
НПО  свойствъ  системы  коническихг  сЬчевШ,  имФющихъ  двои* 
ное  врикосновен1е  съ  даннымъ.  Если  къ  этой  теореме  при-* 
соедивить,  какъ  въ  теор1и  обыкновенной  стереографической 
проэкщи,  другую  теорему  о  проэвц1яхъ  вершинъ  конусовъ- 
огибающихъ  поверхность  втораго  порядка^  то  получится  но* 
ш  теор1я^  представляющая  поле  для  неисчерпаемыхъ  и  ин- 
тересныхъ  изысканШ, — теорхя,  при  помощи  которой  будеть 
разрешено  множество  вопросовъ  о  построенш  воническихъ, 
с4чен1й  при  различныхъ  услов1яхъ.  (См.  Прим'Ьчаше  ХХУШ). 


Предндущдя  построев1я  хогутъ  быть  упрощены,  оотому  что  вместо 
1етнрехъ  попарно  параллельныхъ  трансверсалеВ  можно  провести  только 
трВу  взъ  которнхъ  дв'Ь  должны  выходить  пзъ  разсиатрнваеиоВ  точки 
Ц)авоВ,  а  третья  можетъ  быть  проведена  произвольно.  Это  видоизн'!- 
вев1е  въ  р±шен1н  разснатриваемыхъ  задачъ  основывается  на  прекрас- 
воп  общеиъ  свойстве  геометрнчесвихъ  ярнввхъ,  данвоиъ  Карно*  въ 
(тёотё^^^е  Ле  розгОоп^  р.  291. 

Повееле  таклке  даетъ  построев1б  касательныхъ  къ  геоиетричесвпкъ 
хрвлпгь  въ  мемуары»  представлеввомъ  Парижской  Аваде111н  Наукъ  оъ 
еевмбр^  1831  года:  Лпа1р$е  йез  (гапвтегзЫев,  аррИдиЫ  Ы  1а  геекегеЪш 
Л#  ргсргиш  ргозесИч^8  Лев  Идпев  еЬ  виг^асев  дёоте^^^^и€в  (СгеЦе'в 
Лнгпа!,  I.  VII,  р.  229). 
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28.  Опособы  преобрааовашя  «вгурь.  Способн, 

соеджвеннне  нами  во  вторую  груоау,  повядимому  чуждв 
одинъ  другому  н  навначевы  для  равлнчннхъ  практвческнхъ 
прих'Ьвев1Й;  во  если  свотр'Ьть  ва  ввхъ  кавъ  ва  способн 
преобразовангя  фмг^ръ^  то  вс^  овн  могутъ  быть  сведевн 
къ  одвому,  вам^ввющеху  вхъ  вволн^,  прввцвву  преобрмо* 
мнгя;  этотъ  врввцвпъ,  во  вашему  мв^вш,  вредставдяетъ 
новое  у9ев1е  въ  высшей  степевв  важвоё,  довусвающее  бо- 
д1е  шяровое  в  удобвое  увотреблев1е,  чЪмъ  вс!^  этв  рав- 
лвчвые  своеобы.  Ово  можетъ  быть  освоваво  ва  одной  тео- 
рем!Ь,  ва  которую  мы  смотрвмъ  ха1Еъ  ва  послФдвее  обоб* 
щев1е  и  какъ  ва  вервовачадьвый  всточввп  всФхъ  врянцв- 
повЪ|  породввшвхъ  вышеверечвслеввые  методы.  Првбавимъ^ 
что  век  друг1е  подобвые  методы  вреобразовав1ч  фвгуръ  въ 
друпе  того  же  рода,  которые  могутъ  быть  открыты  впо- 
сл'Ьдствхв,  будутъ  ве  бол'Ье  какъ  выводы  взъ  этой  едввствен- 
ной  теоремы. 

29.  Вванмныя  поляры  и  друт1е  подобные 
хетоды.  Начало  двойственности.  Что  касается 

теор1в  взавмвыхъ  поляръ,  слуашцей  длд  вреобра80вав1я  фв* 
гуръ  въ  друпя  раввородвыя  съ  вивв  (въ  ввхъ  плоскоств  и 
точкв  соотв^Ьтствуютъ  точкамъ  в  влоскостямъ  давныхъ  фм- 
гуръ)  в  для  вревращев1я  свойствъ  давныхъ  фвгуръ  въ  свой- 
ства фвгуръ  вреобра80ваввыхЪ|  въ  чевъ  в  выражается  по- 
стояввая  двойственность  форнъ  в  свойствъ  простравства, — 
то  мы  уже  высказали  {АппаХевйе  Ма^кета^^^Щ8^  1.  ХУШ, 
р.  270),  что  эта  теорхя  ве  есть  едивствеввый  способъ  для 
9Т0Й  ц'Ьлв:  существуетъ  много  другвхъ  свособовъ,  обвару- 
жввающихъ  ясно  туже  двойственность  и  столь  а;е  удоб- 
ныхъ  для  приложен1й. 
Такъ,  двойственность  уже  два  в'Ька  тому  вавадъ  ^*)  была 


*^)  Мы  уже  говори»,  что  теорема»  на  которой  основывается  двой- 
ственность этого  рода,  дана  бы1а  Саел11емъ  н  что  отжрнт1е  ел  было 
водготовдево  вреобра8ован1емъ  сфернчесжнхъ  треугодьнивовъ,  которое 
уоотребдядъ  Вьетъ  пра  рЬшен1и   н^воторнxъ  вооросовъ   сферической 

триговоиетрги. 
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уехотр^яа  въ  геомехрш  сферы,  гдЪ  каждая  фигура  им'Ьетъ 
свою  дополнительную  {8ирр1ётеп1агге\  въ  которой  дуга 
большвхъ  круговъ  соотвЪтствуютъ  точканъ  первоначальной 
фигуры  0  дуги  эти  проходить  черевъ  одну  точку,  если  точки 
первоначальной  фигуры  лежать  на  одвокъ  большоиъ  кругЪ; 
8та  двойственпость  на  сфер'Ь  сь  совершенною  очевидностш 
обиаруживаеть  также  двойственность  и  плоскихъ  фигуръи 
даетъ  очень  удобное  средство  для  преобразовашя  ихъ. 

Действительно,  предстаьимъ  себ4^  на  сферЪ  какую-нибудь 
фкгуру  и  ея  дополнительную  (т.-е.  фигуру  огибающую  дуги 
большихъ  круговъ^  которыхь  плоскости  пераендикуларны 
вь  рад1усамь  вроведеннынь  въ  точки  первой  фигуры);  сд'Ь- 
дяеиъ  перспективу  об'Ьихъ  фигуръ  на  плоскость,  пом'Ьстибъ 
павъ  въ  центр'Ь  сферы;  въ  перспективе  получаемъ  дв^  взаим- 
ння  фигуры  и  въ  нихъ  завонъ  двойственности  очевиденъ. 

Но  нетрудно  вид'Ьть,  что  такое  преобраэоваше  плоской 
фигуры  можетъ  быть  выполнено  прямо  въ  ея  плоскости  безъ 
1особ1я  вспомогательной  сферы.  ДМствительно,  перпевдику- 
ирн,  опущенные  ивъ  каждой  точки  начальной  фигуры  на 
еоотвЪтственныя  этимъ  точкамъ  прямыя  второй  фигуры, 
лроходять  чреэъ  одну  и  ту  же  точку,  именно  чрезъ  ортого- 
нальную проэкцш  центра  сферы  на  плоскости  фигуры;  въ 
'этой  точке  каждый  перпендикуляръ  делится  на  два  отрезка, 
нроивведеше  которыхъ  постоянно,  ибо  оно  равно  квадрату 
ра8Стоян1я  центра  сферы  отъ  плоскости  фигуры.  Следова- 
тельно для  получешя  взаимной  фигуры  достаточно  черезъ  не- 
подвижную точку  въ  плоскости  данной  фигуры  провести 
врямыи  въ  каждую  ея  точку,  отложить  на  продолжеши  этихъ 
орямнхъ,  считая  отъ  неподвижной  точки,  отрезки  обратно- 
вродорщональвые  длине  лервыхъ  прямнхъ  и  въ  конце  этихъ 
отрезковъ  провести  къ  нимъ  перпендикуляры.  Эти  перпен- 
дикуляры будутъ  соответствовать  точкамъ  данной  фигуры  и 
будутъ  огибать  взаимную  фигуру. 

30.  Ясно,  что  такой  способъ  преобразован1я  фигуръ  при- 
лагается и  къ  фигурамъ  трехъ  измеренШ.  Мы  выражаемъ 
его  следующимъ  образомъ. 
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Пусть  дана  фигура  въ  пространетеп;  череп  произвольно 
взятую  неподвижную  точку  проводимг  во  есть  точки  этой 
фичуры  прпмия  линги  и  на  нихъ  (или  на  итв  продолженги 
по'  другую  сторону  отъ  неподвиоюной  точки)  откладываемг 
отртьзки  обратно-пропорцгональние  длинп»  этихг  лингй; 
черезъ  концы  отрпзковъ  проводимг  плоскости  перпендину' 
лярния  кг  направленгю  отргьзковъ;  эти  плоскости  будутг 
огибать  другую  фигуру^  которая  будетъ  взаимная  данной 
въ  томъ  смыслгь^  канъ  это  понимается  въ  ученги  о  двой- 
ственности. Т.-е.  плоскостямъ  данной  фигуры  будутъ  со- 
ответствовать точки  новой  фигуры,  и  если  плоскости  про- 
ходятъ  чрезъ  одну  точку,  то  соотв^тствениыя  имъ  точки 
будутъ  лежать  въ  одной  плоскости  '*)• 

Когда  обратно-пропорцшнальныя  величины  откладываютсй 
на  самыхъ  прямыхъ,  проводимыхъ  ивъ  неподвижной  точки 
къ  точкамъ  данной  фигуры,  то  псрпендикулярныя  плоскости 
въ  концахъ  отр^зковъ  будутъ  полярныя  плоскости  точекъ 
данной  фигуры  относительно  некоторой  сферы,  им'Ъющей 
центръ  въ  неподвижной  точк^. 

Нашъ  способъ  преобравовавхя  обнимаетъ  собою  такимъ 
образонъ  теор1ю  взаимныхъ  поляръ  относительно  сферы;  онъ 
даже  общ^е  этой  теор1и,  потому  что  въ  ней  полярныя  пло- 
скости проходятъ  всегда  между  соответственными  имъ  точ- 
камъ данной  фигуры  и  центромъ  сферы,  тогда  какъ  въ  иа- 
шемъ  способе  преобразовавхя  плоскости  могутъ  проходить 
и  по  другую  сторону  неподвижной  точки,  представляющей 
собою  центръ  "). 


'*)  Доказательство  этой  теоремы  чрезвычабно  просто.  Оно  наложено 
въ  Прим^чав!н  XXIX. 

'*)  Наше  за>.1чан1е  о  степени  общности  теорш  взанмвнхъ  поляръ 
относится  только  къ  геометрическояу,  а  не  аналитическому  смыслу 
8Т0&  теор1н;  въ  аналвтическоиъ  же  смысле  рад]усъ  сферы,  отвоснтельво 
которой  берутся  оолярн,  можетъ  быть  нвиннй  в  тогда  йоларныя  нло- 
схостн  точекъ  дайной  фигуры  будутъ  проходить  по  другую  сторону, 
относительно  точки  представляющей  центръ. 
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Намъ  казалась  достойною  ьни11ав!я  9та  укаааншиг  вами 
т1сная  связь  между  теор1ёю  взаимныхъ  помръ,  появившеюся 
весьма  недавно,  и  двойственностпо  сферическвхъ  фигуръ, 
которая  изв^Ьстна  и  употребительна  уже  около  двух%  сто-* 
л1т11. 

31.  Перейдемъ  къ  другимъ  способамъ  преобразовашя. 
Изъ  ннхъ    два  основываются,    подобно    предидущему,  на 

взв^стннгь  уже  теорзяхъ.  Первый  содержится  въ  той  по^ 
ризжь  Евклида,  которую  мы  изложили,  говоря  о  Машемся 
тическомъ  Собрант  Паопа  (Ья  эпоха,  п*  31,  въ  выноске): 
въ  этой  поризм'Ь  для  всякой  точки  плоской  фигуры  строится! 
соответственная  прямая  я  легко  видеть  также,  что,  если 
то«я  первой  фигуры  находятся  на  одной  прямой,  то  соот* 
в^тственныя  ихъ  прямыя  второй  фигуры,  будутъ  проходить 
черезъ  одну  точку. 

Второй  способъ  вытекаетъ  взъ  теор1и  взаимныхъ  кривнхъ 
I  поверхностей;  аналитическое  и8ложен1е  этой  теор1И  дано 
Мояжемъ  (См.  11рим'Ьчав1е  XXX). 

32.  Можно  представить  себ%  еще  друг1е  способы  пре- 
образовав1Я. 

Представимъ  себ^,  наприм^ръ,  въ  пространстве  трегран* 
ннй  уголь  и  треугольникъ^  помещенный  въ  плоскости,  про^ 
веденной  чревъ  вершину  этого  треграняаго  угла;  черезъ 
каждую  точку  данной  фигуры  въ  пространстве  проводимъ 
трв  плоскости  черезъ  стороны  треугольника;  эти  плоскости 
нересекутся  съ  соответственными  ребрами  треграннаго  угла 
въ  трехъ  точкахъ,  определяющихъ  плоскость;  построенный 
Т1квхъ  образомъ  плоскости  будутъ  огибать  новую  фигуру, 
которая  будетъ  находиться  съ  данною  въ  соотношеши  двои* 
швенности. 

СоЫкцшиъ  данной  въ  пространстве  фигуре  какое-нибудь 
безконечво-малое  перемещен1е  и  про1ведемъ  во  всехъ  точ^ 
вахъ  нормальный  плоскости  къ  траэктор1ямъ;  эти  плоскости 
будутъ  огибать  вторую  фигуру,  находящуюся  съ  первой  въ 
соотяошен1и  двойствеьяости,  такомъ  же  какъ  и  предыдуч 
вцй  случай. 
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11оло«вмъ,  что  ш  данную  въ  пространств^^  фигуру  дМ- 
ствуютъ  различные  силы;  череаъ  каждую  точку  про^одимъ 
главную  плоскость  свлъ  по  от^ошен^ю  къэтой  точ1('Ь;  таш 
плоскости  будутъ  огибать  новую  фигуру,  взаимную  относе* 
тельно  первой  въ  такомъ  же  смнсл'Ь  вакъ  въ  предыдущихъ 
случаяхъ. 

33.  Первый  изъ  этвхъ  способовъ  преобразовашя,  въ  ко- 
торомъ  употребляется  трегранный  уголъ,  ик'Ьетъ  себФ  со- 
ответственный способъ  на  плоскости,  именно  вышеприве- 
денную поризму  Евклида.  Два  остальные  способа  не  им^ють 
соотвЪтствующихъ  на  плоскостИ|  но  т^^мъ  не  менЪе  мотутъ 
служить  для  преобра8ован1я  плоскихъ  фигуръ.  ДМствительно, 
пусть  дана  фигура  на  плоскости;  сообщимъ  плоскости  этоВ 
бевконечно  малое  перен^^щеше  ^зъ  пространств'^;  нормальнвя 
плоскости  къ  тра8ктор1ямъ  различныхъ  точекъ  фигуры  бу- 
дутъ огибать  коническую  поверхность  (верп1ина  которой  на- 
ходится въ  плоскости  фигуры)  *'')  и  произвольная  секущая 
плоскость  пересечется  съ  этою  коническою  поверхностью 
по  фигурЪ|  взаимной  относительно  данной. 

Такимъ  же  образомъ  можно  для  преобра80ван1я  плоскип 
фигуръ  пользоваться  всякимъ  преобразованхемъ  въ  простран- 
стве», не  им'Ьющимъ  006*6  соотв'Ьтствующаго  плоскости* 

34.  Оамый  обпцй  пришцшъ  преобра8ован1& 

Мы  могли  бы  указать  еще  несколько  другихъ  частныхъ  пр1е- 
мовъ  преобра80ван1я,  которые,  подобно  предыдущимъ,  мо- 
гутъ  на  плоскости  или  въ  пространстве  служнтъ  для  того  аке 
макначешя,  какъ  и  теор1я  взаимныхъ  поляръ. 

Но  вс:Ь  эти  способы,  такаке  какъ  и  способы  видоивм^не- 
Н1Я  {Лё/ЬгтаЫоп)^  о  дсоторомъ  мы  говорили  выше,  могутъ 
быть  зам'Ьнены  единственнымъ  принципомъ,  болЪе  общимъ 
к  обшярнымъ,  ч%мъ  каждый  изъ  нихъ.  Этотъ  пршщипъ, 
содержащ1й  въ  себ^  все  учете  о  преобразоваши  {{гапз^ог- 


'^  Доказательство  згой  теоремы  ив  дадннъ  въ  сочинев1я  о  геонет- 
рнчесвнхъ  свойствахъ  двняен1и  свободнаго  твердаго  т1аа  въ  про- 
стравств^. 
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таНоп)  фигуръ,  внтекаетъ  И8ъ  одной  ддементарной  теоремн, 
п  которой  по  нашему  мн^нш  первоначально  заключается 
свойство  двайстеенности  присущее  пространствевннмъ  фор- 
яат,— свойство,  о  которомъ  учение  геометры  хотя  уже 
писал!  и  глубоко  философски  взглянули  на  этотъ  отд^лъ 
геометр1иу  но  не  восходили  еще  до  основнаго  принципа,  не- 
зависнмаго  отъ  всякой  -частной  теор1и. 

35.  Частный  харавтеръ  теор1и  взаимныхъ 

ПОЛЯръ.  Н-Ькоторныи  соображев1ями  объ  этомъ  принцип'^ 
1феобра8ован1я  и  о  теор1и  вваимвыхъ  поляръ  мы  пояснимъ 
теперь,  въ  какомъ  смысл'Ь  упоминаемый  принципъ  имФетъ 
бол^е  общности,  нежели  эта  теор1я. 

Фигуры,  разсматриваемыя  въ  преобразоваши  этого  рода, 
обладаютъ  свойствомъ  взаимности,  заключающемся  въ  томъ, 
^0  каждой  точкгь  данной  фигуры  соотвгьтствуетъ  пло- 
скость въ  преобразованной  щ  взаимно^  каждой  точкгь  пре-- 
образованной  фигуры  соотвгыпствуетъ  плоскость  данной. 
Это  вытекаетъ  изъ  единственнаго  требовашя  при  построе- 
ш  второй  фигуры,  именно:  чтобы  плоскости  этой  фигуры^ 
соотвлтствующгя  точкамъ  данной,  лежащимъ  въ  одной  пло- 
скости, необходимо  проходили  черезъ  одну  точку.  Въ  этомъ 
I  соетонтъ  взаимное  соотв'Ътствхе  между  точкою  второй  фи* 
гурн  в  ПЛ0СК0СТ1Ю  первой. 

Въ  этомъ  услов1и  заключается  все  учев1е  о  взаимномъ 
преобразоваши,  потому  что  этимъ  оно  отличается  отъ  без- 
пеленнаго  множества  другихъ  способовъ  преобразоватя, 
]^  которыхъ  плоскостямъ  соотв'Ьтствуютъ  точки^  или  же 
точкамъ — плоскости,  но  въ  которыхъ  оба  эти  обстоятельства 
не  ям1ють  м-Ьста  въ  одно  и  тоже  время;  услов1е  это  выпол* 
вяется  въ  теор1и  взаимныхъ  поляръ,  такъ  какъ  зд^сь  по- 
лярння  плоскости  точекъ  одной  и  той  же  плоскости  про- 
ходть  черезъ  одну  точку  (или,  другими  словами,  если  вер-. 
шины  конусовъ  описанныхъ  около  поверхности  втораго  по- 
рока лежать  въ  одной  плоскости,  то  плоскости  кривыхъ 
орикосновешя  проходятъ  черезъ  одну  точку).  Вотъ  почему 
теор1я  поляръ  является  средствомъ  для  взаимнаго    преобра- 
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«омвм   фнгуръ  и  обнаруживаехъ  свойство  двойственности 
пространства. 

Но  въ  этой  теорха  есть  частная  особенность:  вь  ней, 
точк^,  чере»  которую  проходатъ  плоскости  первой  фвгурн, 
соотвФтствуетъ  на  второй  именно  та  плоскость^  въ  которой 
лежать  точки,  соотв^тственнна  этимъ  плоскостаиъ,  т.-е.  по- 
лярная плоскость.  Таквмъ  образомъ  зд:Ьсь  первая  фигура 
ыохетъ  быть  построена  изъ  второй  точно  также,  какъ  вто- 
рая строится  изъ  первой.  Зд']Бсь  мы  встрЪчаеиъ  следова- 
тельно совершенную  взаимность,  или  лучше  сказать  пол- 
ное тождество  въ  построеши  об^ихъ  фигуръ. 

Такъ  какъ  до  сихъ  поръ  теорая  взаимныхъ  подяръ  была 
единственнымъ  средствомъ  для  взаиннаго  преобразован1я  фи- 
гуръ, то  можно  было  думать,  что  вышеупомянутое  соглас1е 
или  полная  взаимность  формъ  есть  сл^дствге  тождества  въ 
построеши  ихъ  по  этому  способу.  Но  это.  была  бы  большаа 
ошибка.  Тождество  построешя  есть  случайное  обстоятельство, 
свойственное  теор1и  взаимныхъ  поляръ  и  встр'Ьчающееся 
также  въ  н'&которыхъ  другихъ  прхемахъ  преобразоваша;  но 
не  оно  пораждаетъ  двойственность  пространства;  этого 
тождества  н'бтъ  во  многихъ  способахъ  взаимнаго  преобразо- 
ваша, между  прочимъ  и  въ  томъ,  который,  какъ  мы  пока- 
жемъ,  заключаетъ  въ  себ'Ь  вс]^  друг1е  какъ  сл^дствхя  или 
как^  частные  случаи.  Поэтому  мы  ховсЪмъ  не  пользуемся 
этвмъ  тождествомъ  построен1я  и  устравяемъ  его  въ  на- 
шемъ  изложен!»  учешя  о  преобразован1в,  какъ  обстоятель- 
ство частное  и  случайное. 

36.  Частный  характеръ    цЪвоторыхъ  дру- 
гихъ способовъ  преобравовашя.  Въспособ^^  пре- 

образован1я  посредствомъбезконечно-малыхъ  движешй  встр^- 
чаемъ  опять  тождество  построен1я,  также  какъ  и  въ  теор1и 
поляръ:  зд^сь  плоскости  нормальный  къ  траэкторхямъ  то- 
чекъ  первой  фигуры  огибаютъ  такую  вторую  фигуру,  что 
если  ей  сообщить  такое  же  движенхе^  какъ  первой,  то  пло- 
скости нормальный  къ  ея  проэкторхямъ  огибали  бы  первую 
фигуру. 
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Подобная  же  взаинность  им^етъ  м'Ьсто  въ  фиг^рахъ,  для 
преобраяовашя  которыхъ  разсматривается  система  свлъ. 

Но  де  то  будеть  въ  преобразоваши  при  помощи  трегран- 
наго  угла.  Если  точка  описываетъ  какую-нибудь  фигуру,  то 
соответственная  ей  плоскость,  построенная,  какъ  было  выше 
новавано,  при  помощи  треграннаго  угла^  огибаетъ  вторую, 
соотв^&тственную  или  производную,  фигуру.  Но,  если  точка 
будетъ  описывать  эту  вторую  фигуру,— подвижная  плоскость 
не  будетъ  уже  огибать  первую  фигуру,  какъ  въ  теор1и  по- 
ляръ  или  въ  преобра80ван1и  посредствомъ  безконечно-малаго 
лершЪщен1я;  она  будетъ  огибать  третью  фигуру,  совершенно 
отличную  отъ  первой.  Только  въ  частномъ  случа'Ь,  когда 
вершины  треугольника  лежатъ  въ  плоскостяхъ  граней  тре- 
граннаго угла,  будетъ  им<6ть  м'Ьсто  тождество  построетя, 
т.-е.  третья  фигура  не  будетъ  отличаться  отъ  первой. 

Въ  преобразовати  плоскихъ  фигуръ  на  основаши  по2)1^зл1ы 
Евклида  тождества  никогда  быть  не  можетъ.  Когда  точка 
описываетъ  данную  фигуру,  соотв-Ьтствующая  прямая  оги- 
баетъ вторую,  производную,  фигуру;  но,  если  точка  будетъ 
описывать  вторую  фигуру,  то  соотв'бтствующая  прямая  бу- 
детъ огибать  новую  фигуру,  всегда  отличающуюся  отъ  первой. 

Впрочемъ  всегда  можно  по  данному  способу  преобразо- 
ваши первой  фигуры  во  вторую  найти  такой  другой  способъ^ 
посредствомъ  котораго  вторая  фигура  воспроизводитъ  пре- 
вую.  Въ  частиыхъ  случаяхъ,  представляемыхъ  теорхею  по- 
ляръ,  способомъ  безконечно-малаго  перемЪщешя  данной  фи- 
гуры и  пр.  дти  два  обратные  способа  преобра80ван1я,  вообще 
различные  между  собою^  становятся  совершенно  одинако- 
выми. Нами  даны  обпця  соотношен1я  между  такими  двумя 
обратными  способами,  такъ  что,  зная  одинъ,  можно  опре- 
делить другой. 

37.  Теор1я  поляръ  не  есть  самый  обпцй  спо- 

ООбЪ  преобразовашя.  Мы  высказали  9ти,  можетъ 
быть  слишвомъ  подробный;  соображея1я  съ  ц%л1Ю  утвердить 
въ  ум4  читателя  мысль,  что  двойственность  пространства 
ни  коимъ  образомъ  не  проистекаетъ   изъ  особенностей  по- 
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строев1я,  которыя,  какъ  могло  казаться  судя  по  теор!!  по- 
ляръ^  составляютъ  повидимому  отдЕчвтельннй  характеръ 
преобрадован1й  обнаруживающихъ  эту  двойственность. 

Изъ  нашихъ  соображев1Й  сл^дуетъ  также^  это  теор1я 
взаимныхъ  поляръ  не  есть  наиболее  общШ  способъ  преобра- 
зовав1я.  Впрочемъ,  если  бы  мы  имЪли  въ  виду  обнаружить 
только  эту  истину,  то  намъ  было  бы  достаточно  сказать^ 
что  въ  общемъ  способе  преобразованхя,  обннмающемъ  вс^ 
друпе,  можно  для  построев1я  фигуры  взаимной  съ  данною 
фигурой  выбрать  произвольно  въ  пространств'^  пять  плоско- 
стей соотв'Ьтствующихъ  пяти  даннымъ  точкамъ  первой  фи- 
гуры; тогда  какъ  въ  способ'Ь  взаимныхъ  поляръ  двЪ  взаим- 
ный фигуры  связаны  между  собою  бол'Ье  т'Ьсными  условиями. 
Д'Ьйствитсльно,  разснатривая  два  тетраэдра,  въ  воторыхъ 
вершинамъ  одного  соотвбтствуютъ  грани  другаго,  увидинъ, 
что  четыре  прямыя,  соединяющ1я  вершины  перваго  тетра- 
эдра съ  соотв'Ьтственными  вершинами  втораго, — т.*е.  съ 
вершинами  противоположными  соотв'1тственнымъ  гранямъ,^ — 
всегда  представляютъ  четыре  образующ1я  гиперболоида  съ 
одною  полостью,  принадлежащ1я  къ  одному  роду  обрааова- 
В1Я  поверхности  ^*). 

Друпе  способы  преобразовашя  представляютъ  точно  также 
н^которыя  частныя  соотношешя  между  взаимно  соответ- 
ственными фигурами,  но  не  ташя,  какъ  только  что  указан- 
ныя  нами  въ  полярно-взаимныхъ  фигурахъ. 

Такъ,  въ  преобразована  посредствомъ  безконечно-малаго 
перемещен1я  обнаруживается,  что  дв'Ь  как1я  угодно  прямыя 


^^)  Это  ПОТОМУ)  что  прямыя,  соединяющгя  четыре  вершины  тетра- 
эдра съ  полюсами  противоположныхъ  граней,  относительно  какой 
•угодно  поверхности  втораго  порядка,  суть  образующгя  одного  рода 
обрааовамгя  гиперболоялда  съ  одною  полостгю. 

Теорема  эта,  доказанная  нами  въ  Ап/паХев  ^е  МаШтаИдиез  %.  ЗЗХ, 
р.  76,  доставляетъ  множество  сл^дствзй.  Изъ  вел,  наприм^ръ»  выхо- 
дитъ,  что  четыре  перпендикуляра^  опущенные  шъ  верилинъ  тетраэдра 
на  противоположныя  грани,  суть  четыре  образующгя  одною  рода  об' 
разовангя  г^терболоида. 
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еъ  двумя  1хъ  про18водвыми  Д01ЖВН  бцть  образующвив  од- 
ного  рода  на  поверхности  гвдерболовда. 

38.  Преобрааовате  нетрическихъ  и  угдо* 

ВЫХЪ  ОООТНОШенШ.  До  сихъ  поръ  мы  говорви  только 
о  наяертателъныхъ  соотношенхяхъ  взаимво  соотв^тствевныхъ 
фвгуръ  и  о  соотношешяхъ,  вависящвхъ  только  отъ  ихъ  по* 
догешя;  но  необходимо  разсмотр'Ьть  также  зависимость 
мегду  вхъ  метрическими  и  угловыми  размерами.  Этого  рода 
соотношев1я  входятъ  въ  взложеше  теоремъ,  заввсящи^ъ  отъ 
разм'^^ровъ  фигура. 

Общ1Я  выражен1я  зависимости  между  размерами  первона- 
чальной и  взаимно  соответственной  фигуръ,  вытека1дтъ  изъ 
очень  пр^стаго  принципа,  который  не  употреблялся  вътео- 
р1и  полвръ,  всл'1дств1е  чего  эта  теор1я,  получив1лая  весьма 
общее  приложеше  къ  преобразованю  начертательныхъ 
свойствъ,  им'^ла  очень  ограниченное  прим'Ьнете  къ  соотно* 
шешямъ  количественнымъ;  не  были  въ  употреблеши  даже 
вс^  соотношен1я,  которыя  существуютъ  при  преобразоваши 
П0М0Щ1Ю  поляръ,  и  за  недостатвомъ  того  общаго  принципа, 
о  которомъ  мы  говоримъ,  для  преобразовашя  количествен- 
внхъ  соотвошетй'  пользовались  только  двумя  частными  слу- 
чаями способа  яоляръ.  Именно,  принимали  за  вспомогатель- 
ную поверхность  или  сферу,  вакъ  Повселе  въ  Мётогге  виг 
1а  {Ьёогге  дёпёта1е  йез  роШгез  гёсгрго2ие8  *')  и  потомъ  Бо- 
билье '^,  или  же — параболоидъ,  какъ  это  предложено  нами 
п  двухъ  мемуарахъ  8иг  1а  1гап8/огтаИоп  рагаЪоЩие  Лев 
геШгопз  1пё(ггдиев  ") 

Пзъ  втвхъ  двухъ  способовъ  преобразовашя  вытекаютъ  не- 
одинаковыя  воличественныя  соотношен1я  между  двумя  взаим- 
ными фигурами.  Въ  первомъ  случае  соотношен1е  заключается 
въ  томъ,  что'  уголъ  между  двумя  плоскостями  въ  одной  фи- 


*•)  СгеИе'з  Лита!  I.  IV,  Мемуаръ    этотъ    былъ    представленъ  Па- 
рижской Акаяем1и  Наукъ  12-го  апр'Ьля  1824  г. 
*0  АппаШ  ^  МаШтаН^иев,  X.  XVIII,  1827—1828  г. 
")  Согге8ропс1€П€е  таШтаид}1е  с1е  ^ие^е1е^,  1.  V  е1  VI. 

Т.  IX,  ВВП.  II,  отд.  II.  • 
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гур'Ь  равенъ  углу  между  рад1усаки  вспомогательной  сферы, 
проведенными  въ  чА  точки  второй  фигуры,  которыя  соот- 
в^тствуюхъ  атнмъ  плоскостамъ  '*);  во  второмъ  же  случае  со- 
отношеше  таково,  что  отр^зокъ  оси  вспомогательнаго  пара* 
болоида  между  двумя  плоскостями  одной  фигуры  равенъ 
Ортогональной  провкцш  на  эту  ось  прямой,  соединяющей 
во  взаимной  фигуре  дв^Ь  точки,  соотв'бтственныя  этимъ  пло- 
екостадъ. 

Оба  эти  способа  преобразовашя  съ  одинаковымъ  удоб- 
ствомъ  были  приложены  ко  всЪмъ  соотношешямъ,  пред- 
ставляющимся въ  теор1и  трансверсалей.  Бром'Ь  того,  пер- 
вый прилагался  къ  н^которымъ  особымъ  угловымъ  соотно- 
шен1ямъ,  наприм']&ръ  къ  теоремамъ  Ньютона  и  !^1аклорена 
объ  органическомъ  образованхи  коническихъ  сЬчевай;  вто- 
рой же — къ  н'Ькоторымъ  соотношетямъ  между  прямолиней- 
ными разстояшями,  преимущественно  ьгь  теор1ямъ  Ньютона 
о  геометрическихъ  кривыхъ,  причемъ  мы  пришли  къ  совер- 
шенно  новому  роду  свойствъ  этихъ  кривыхъ  '^}. 

39.  Кром'Ь  указаннаго  различ1Я  въ  общихъ  количествен- 
ныхъ  соотношешяхъ  эти  два  способа  взаимнаго  преобразо- 
ван1я  отличаются  также  и  въ  соотношен1яхъ  начертатель- 
ныхъ,  всл^дств1е  чего  эти  способы  являются  съ  характе- 
ромъ  до  изв'Ьстной  степени  частнымъ  и  ограниченны[мъ. 

Наприм'Ьръ,  когда  за  вспомогательную  поверхность  бе- 
рется сфера  и  если  въ  составъ  первой  фигуры  входитъ  дру- 
гая сфера,  то  ей  во  взаимной  фигур']^  будетъ  соотвФтство* 
вать  поверхность  вращешя  втораго  порядка,  такъ  что  об- 
щихъ свойствъ  какой  угодно  поверхности  втораго  порядка 
мы  этимъ  путемъ  не  получаемъ. 

**)  Мемуаръ  Понселе  о  взаииннхъ  полярахъ. 

**)  Приведеиъ  для  примера  одно  иаъ  такихъ  сво&ствъ,  выражаемое 
сл:1&дующею  теоремой:  Если  проведемъ  къ  геометрическо&  кривой  вс^ 
васательныя  параллельныя  данному  нанравлешю,  то  центръ  среднихъ 
разстоян1й  нхъ  точекъ  будетъ  находиться  въ  точк1,  положенге  которой 
остается  одно  и  тоже  при  всяеомъ  нанравлевш  нараллельныхъ  каса- 
тельвыхъ.  Точку  эту  мы  назвали  центромъ.  кривой.  Т^мъ  же  своВствонъ 
обладаютъ  и  геометрическ1Я  поверхности. 
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Тотао  таЕже,  при  Евбор^  за  вспомогатедьвую  поверх- 
юсть  параболоида,  если  преобразуется  фигурЯ}  въ  составь 
которой  входитъ  млипсондф,  то  во  взаимной  фигур)!  ему 
бцеть  соответствовать  всегда  гиперболоидъ,  но  никогда  не 
эиипсоидъ.  Но  важиМшее  неудобство  заключается  не  кь 
этонъ  недостатк<6  общности,  а  въ  томъ,  что  безконечяо 
Тдиенннмъ  прямымъ  первой  фигуры  будутъ  зд^ь  соответ- 
ствовать прямая  параллельныя  оси  пароболоида  и  следова- 
те1ьно  проходящ1Я  черезъ  одну  и  туже  безконечно^удален- 
ную  точку.  Такимъ  образоиъ  мы  получаемъ  свойство  раз- 
лячныхъ  системъ  параллельннхъ  литй,  тогда  какъ  при  упо- 
треблети  другой  вспомогательной  поверхности  им^ли  бк 
вместо  этого^ — свойство  прямнхъ,  проходящихъ  черезъ  одну 
точку. 

Правда;  можно  зат^мъ  другимъ  путемъ  (именно  помощш 
способовъ  второй  группы  нашего  д^лешл)  распространить 
свойства  сферы  на  всЪ  поверхности  втораго  порядка  и 
свойства  системы  параллельныхъ  прямыхъ  на  систему  ли- 
ши, проходящихъ  черезъ  одну  точку;  но  это,  какгь  въ  гра- 
фнческомъ,  такъ  и  въ  теоретическомъ  смысле,  будетъ  уже 
не  одна^  а  две  различныя  операц1и. 

40.  Обпцй  принципъ  преобразовашя,  изложенный  въ  на- 
шемъ  мемуаре,  за  исключен1емъ  некоторыхъ  случаевъ,  гдй 
вачертательныя  и  количествевныя  соотношен1я  имЪютъ  слиш- 
хомъ  частный  характеръ  для  его  применен1я,  представляетъ 
почти  всегда,  и  особенно  при  изследован1и  метрическихъ 
соотношенШ,  не  только  преимущество  большой  общности, 
но  и  выгоду  более  удобнаго  и  бнстраго  придожешя,  чемъ 
все  частные  методы. 

Принципъ  взаимнаго  преобразовашя  (1гап8^огтаИ(т)  и 
ярянципъ  видоизменешя  {ё[ё/Ьгтаиоп),  заменяющШ  собою 
способы  нашей  второй  группы, — разсматриваемые  съ  такой 
точки  8рен1Я  и  прилагаемые  въ  своеиъ  наиболее  общемъ  п 
отвлеченномъ  значен]и,оправдываютъ  наставлеше  знаменитаго 
творца  Небесной  Жео^анг^кк:  „Предпочитайте  общ1е  способы, 
старайтесь  излагать  ихъ  по  возможности  просто,— и  вы  уви- 

7* 
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Д1Т6,  что  они  всегда  будутъ  въ  то  &е  время  самые  про- 
стые^ 34^  Лакруа,  съ  авторнтетомъ,  который  овъ  им^етъ  п 
наукЬ  по  своей  громадной  опытности  и  глубоки  мъ  подна- 
шамъ^  прибавилъ  кь  атому:  » облце  способы  вм^ст^  съ  гЪмъ 
раскрывают^  лучше  всего  истинно  -  философскШ  сннслъ 
науки"  'О* 

41.  Особыя  1еор1Е  вь  геометрш.  Въ  носл^дше 

тридцать  л^тъ  геометр1я  обогатилась  столь  многими  и  раз- 
нообразными предложешами  и  даже  теораями,  что  вънашемъ 
об8ор1(  ея  усп^ховъ  за  это  время  мы  принуждены  были 
остановиться  только  на  важн'Ьйшихъ  методахъ,  указывая  ихъ 
происхожден1е,  характеръ  и  употреблеше  въ  рацшнальной 
геометрш. 

Бол^Ье  подробный  разборъ  множества  сочинен1й,  въ  кото- 
рыхъ  для  настоящей  минуты  заключается  будущность  гео- 
метр1и  и  зачатки  ея  дальн'Ьйшаго  ра8вит1я,  былъ  бы  без- 
спорно  очень  полезенъ,  но  на  ото  потребовался  бы  ц^лый 
томъ  и  чрезм'Ьрно  расширились  бы  границы,  въ  которыхъ 
мы  должны  держаться. 

Однако  мы  не  можемъ  не  остановиться  на  двухъ,  изъ 
множества  другихъ  отд'ЬловЪу  которые  по  различнымъ  при- 
чвнамъ  представляютъ,  какъ  намъ  кажется,  особенную  важ- 
ность для  развитхя  отвлеченной  геометрш  и  ея  прилогешй 
къ  вопросамъ  о  явлев]яхъ  природы.  Мы  говоримъ  о  теорш 
поверхностей  втораго  порядка  и  о  геометрхи  сферы,  т.-е* 
учеши  о  сферическихъ  фигурахъ. 

Последнее  ученхе  существуетъ  уже  такъ  давно^  поверх- 
ности же  втораго  предмета  представляютъ  предметъ  на- 
столько избитый,  особенно  въ  посл^дше  годы,  что  можетъ^ 
вероятно,  возникнуть  сомн'Ьше,  возможно-лн  еще  что-нибудь 
сд'Ьлать  въ  этихъ  двухъ  отд&1ахъ  геометрш  и  им'^Ьютъ  ли 
они  действительно  ту  важность^  которую  мы  имъ  ыриписы- 
ваемъ.  Посп^шимъ  оправдать  наше   мн'Ьте,  что  бв    преду- 


•*)  Зёапсев  скв  ёеоХев  поттаХез^  ш— 8®,  1800,  I.  IV,  р.  49. 
*^)  ЕвШв  виг  Геп$е%дпете9и^  З-е  ей.  гп — 6®,  1828. 
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предпть  чувство  недов^рчивостЕ,  которое  мы  боимся  встре- 
тить во  многихъ  геометрахЪу  проиитнвающнхъ  наше  сочи- 
нете. 

42.  Геоиетр1Я  ОФеры.  Геометргя  сферы  восходить 
до  глубокой  древности;  она  получила  свое  начало  въ  тотъ 
день,  когда  астрономъ-фидософъ  сдФлалъ  попытку  открыть 
связь  между  явлешями  планетнаго  М1ра«  Мы  вид'Ьли,  что 
Гиппархъ,  веодос1й,  МенелаВ,  Птолемей  обладали  уже  вна- 
чительнымн  познатямж  въ  сферической  тригонометрш.  Но 
вся  8та  наука  приводилась  къ  вычислена  треугольниковъ; 
хотя  впосл'&дств1и  она  развилась  и  въ  рукахъ  нашихъ  зиа- 
менитМшихъ  геометровъ  достигла  высокой  степени  совер- 
шенства, но  всегда  оставалась  въ  одняхъ  и  т4Ьхъ  же  рам- 
кахъ^  потому  что  сохраняла  всегда  одно  и  тоже  назначеше, 
именно  —  вычислеше  треугольниковъ  для  употреблешя  въ 
астрономШ)  мореплаваши  и  въ  тЬхъ  громадныхъ  геодезиче- 
скихъ  работахъ,  который  открыли  намъ  истинную  форму 
вемнаго  сфероида.  Но  эта  наука,  соответствующая  почти 
вполне  учешю  о  прямой  лиши  и  о  треугольникахъ  въ  гео* 
метргн  на  плоскости,  не  составлястъ  еще  всей  геометр1и 
сферы.  На  этой  кривой  поверхности  очевидно  можно,  по- 
добно фигурамъ  на  плоскости,  равсматривать  множество  раз- 
личныхъ  фигуръ,  начиная  съ  круга  какъ  фигуры  простМшей. 

Но  тйсое  естественное  распространеше  было  введено  въ 
теометрш  сферы  не  бол^е  сорока  л'бтъ  тому  назадъ.  Это 
сделано  было  геометрами  северной  Европы.  Если  оставить 
въ  стороне  теор1Ю  сферическихъ  эпициклоидъ  и  н'^^которыя 
особня  изсл^довашя,  напр.  изсл^довашя  Гвидо  Гранди  о 
кривыхъ,  названныхъ  клелгямщ  то  мы  не  зам^тимъ,  чтобы 
кто  нибудь  пытался  разрешить  на  сферЪ  задачи,  подобный 
задачамъ  плоской  геометрхн,  раньше  Лекселя  (ЬехеИ),  кото- 
рый въ  Актахъ  Петербургской  Академ1и  (т.  У  и  У1)  изсл'Ь- 
довалъ  свойство  круговъ  проведенныхъ  на  сфер']^,  подобныя 
свойствамъ  круговъ  на  плоскости.  Этому  геометру  обязаны 
мы    изящною   теоремою   о  кривой,    представляющей  м^сто 
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вершннъ    сферическихъ   треугодьвввовъ,   им^Ьющихъ  общее 
основан1е  и  одинаковую  площадь. 

Вскор'Ь  посл'Ь  этого  Фуссъ,  соотечественникъ  Ле^сселя^ 
въ  двухъ  мемуарахъ  (Ноуа  Ас^а,  %.  Ш  е(  1У)  разр^Ьшилъ 
несколько  вопросовъ  сферической  геометрш,  занимаясь  пре- 
имущественно свойствами  сферическаго  эллипсе^  Это — кри- 
вая представляющая  м'Ьсто  вершннъ  треугодьниковъ,  имДю- 
щихъ  общее  основав1е  и  постоянную  сумму  двухъ  другнхъ 
сторонъ.  Фуссъ  нашелъ,  что  эта  кривая  есть  перес&чеше 
сферы  съ  конусомъ  втораго  порядка,  им^ющимъ  вершину 
въ  центре  сферф;  другими  словами^ — вто  есть  лишя  кри- 
визны конусовъ  втораго  порядка  '^). 

Эти  первыя  работы  Левселя  и  Фусса  были  продолжаемы 
въ  Актахъ  Петербургской  Академш  Шубертомъ  ''),  о  вото- 
ромъ  мы  уже  говорили  по  тому  поводу,  что  онъ  всю  сфе* 
рвчсскую  триговоиетр1Ю  основалъ  на  одной  теореме  Пто- 
лемея. Этотъ  геометръ  р^шидъ  мнопе  вопросы  о  геометри' 
ческихъ  м'Ьстахъ  вершины  треугольника,  им^ющаго  незм^н- 
нее  основашб!  какъ  въ  задачахъ  Лекселя  и  Фусса^  но  дв^ 
друпя  стороны  котораго  подчиняются    раздичнымъ  другимъ 

уСЛ0В1ЯМЪ. 

Этотъ  НОВЫЙ  родъ  изыскаиШ,  об:Ьщавш1й  обильную  а^атву 
новыхъ  и  интересныхъ  истинъ,  остался  однако  такъ  мало 
зам'Ьченнымъ,  что  изъ  изящной  теоремы  Лекселя,  хоти  она 
и  помещалась  въ  многочисленныхъ  вздантяхъ  геометр1и  Ле- 
ашидра,  никто  не  вывелъ  заключешя  о  существованш  подоб- 
ной же  и  не  мен']Ье  интересной  теоремы,  получаемой  изъ  нея 
согласно  теорш  дополнительныхъ  фитуръ.  Только  въ  недав- 
нее время  8ог1ш  получилъ  пряно  эту  теорему  въ  мемуар'Ь  о 


^*)  Эта  кривая  описывается  на  сфер^^,  подобно  эллипсу  на  плоскости^ 
посредствохъ  нити,  концы  которой  укреплены  въ  двухъ  фо&усахъ  я 
которая  натягивается  подвиашыиъ  остр1емь.  Фуссъ  получилъ  этотъ  за- 
м1^чательныВ  выводъ  нзь  своихъ  формулъ.  Если  длина  нити  равна  по- 
луокружности сферы,  то  описываеиая  кривая  «будетъ  большой  вругъ 
при  какоиъ  угодно  равстояшя  между  фокуса!«11т. 

«')  I^ОVа  а(Ла,  X.  XII,  1794,  р.  196. 
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сферической  тригонометрш,  въ  которомъ  двойственность 
сферическить  фигуръ,  т.-«.  двоякаго  рода  свойства  ихъ,  ив- 
лохены  въ  полною  соотв'Ьтств1я  между  собою  ^*). 

Весьма  также  недавно  Магнусомъ,  Н8ъ  Берлина,  былъ  снова 
внведенъ  на  сцену  сферичешй  эллипсг  Фусса;  Магнусъ  пу- 
темъ  анализа  открнлъ  и  доказалъ  сперва  соответственное 
свойство  конуса  и  отсюда  уже,  какъ  следств1е,  вывелъ  свой- 
ство этого  эллипса.  Онъ  открылъ  въ  немъ  еще  другое  пре- 
красное свойство^  аналогическое  съ  одннмъ  И8ъ  важя^йшихъ 
свойствъ  плоскаго  эллипса,  именно:  дуги  двугь  большихъ 
круговъ,  проведенныхъ  изъ  фокусовъ  въ  точку  кривой,  об- 
разуютъ  равные  углы  съ  дугою  круга  касательнаго  въ  этой 
точк*  *•). 

43.  Шсколькими  годами  ран'Ье  друпе  геометры  разре- 
шили различные  вопросы  сферической  геометр1и  и  указали 
аналопю  ихъ  съ  вопросами  геометр1и  на  плоскости.  Люилье, 
И8ъ  Женевы,  нашелъ  для  сферическихъ  прямоугольныхъ  тре- 
угольниковъ  теоремы  сходныя  съ  важнейшими  предложе- 
шями  о  прямоугольныхъ  треугольникахъ  на  плоскости,  ка- 
кова напр.  теорема  Пиеагора  *^);  онъ  определилъ  также 
центръ  среднихъ  разстояв1й  для  сферическаго  треугольника^'). 
Жергоннъ,  въ  Аппа1е8  йе  МаШетаИдиев^  предложилъ  рЪ- 
шев1е  различныхъ  вопросовъ  геометрхи  на  сфере,  имеющихъ 
себе  соответственные  на  плоскости;  приведемъ  напримеръ 
следующее  прекрасное  свойство  сферическаго  четыреуголь- 
ника,  принадлежащее  также  и  плоскому  четыреугольнику: 
если  сумма  двухъ  противоположныхъ  сторонъ  равна  суммты 
деухъ  другихЪу  то  около  четыреугольиика  момно  описать 
кругъ  **).  Потомъ  Гено  (виёпеаи  й'Ашпоп!;),  профессоръ  въ 


**)  АппаТез  ^  Ма^Ыта^^^ие8,  X.  ХУ,  1824—1825. 
«)  Ли1  I.  XVI. 
^  1Ыа  1.  I,  1810—1811. 
*0  1Ыа  1.  П,  1811— 1812. 

**)  Ииожеио  въ  т.  V,  стр.    384   и   доказана  Дюрраномъ  въ  т.  У\^ 
стр,  49. 
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Двжов^,  открылъ  въ  сферическихъ  четыреугольникахъ,  вписан- 
ннхъ  вг  кругъ,  характеристическое  свойство,  соответствую- 
щее въ  дояолнительныхь  фигурахъ  теореме  Жергона:  сумма 
д$ут  протиеопоАОжныхъ  угловъ  такого  четыреугольника 
рата  суммгь  двухь  остальныхг  ^');  это  свойство  есть  без- 
спорно  одно  И8ъ  важн'&йшихъ  въ  элементахъ  сферической 
геоиетр1и,  такъ  какь  оно  выражаетъ  собою  простое  и  богатое 
сдЪдств1ими  соотношен1е  между  четнрыса  точками»  лежа- 
щими на  одномъ  маломъ  круг'Ь. — Еетле  разсматривалъ  на 
сфере  многоугольники,  составленные  взъ  дугъ  большихъ  или 
махнхъ  круговъ,  и  далъ  простую  и  изящвую  формулу  дли 
внчислешя  ихъ  поверхности  ^^).  Этотъ  вопросъ  уже  неразъ 
занималъ  геометроЁъ;  прежде  всего — Курсье  ^'),  о  которомъ 
мы  уже  говорили  какъ  о  геометре,  построившемъ  н^кото^ 
])ыя  лити  двойной  кривизны,  зат^мъ — ^Д'Аламберта  **)  и 
Боссю  *^),  которые  прилагали  къ  решев1ю  аналитическхе 
пр1емы  и  для  которыхъ  этотъ  вопросъ  служилъ  доказатель- 
ствомъ,  что  чистая  геометрхя  представляетъ  нередко  бол^е 
легкШ  и  быстрый  путь,  нежели  самыя  утонченный  и  остро- 
умныя  вычислешя. 

44.  До  сихъ  поръ  мы  встретили  только  несколько  раз- 
розвенныхъ  предложев1й,  весьма  красивыхъ  в  способныхъ 
привлечь  интересъ  къ  сферической  геометр]и,  но  еще  не 
представляющихъ  систематическаго  и  последовательнаго  изу- 
чешя  этого  отдела  науки  о  пространстве.  Только  въ  по- 
следнее время  стали  пытаться  основать  геометр1ю  сферы 
въ  такомъ  же  виде,  какъ  существующая  геоиетр1я  на  пло- 
скости. Первый  пошелъ  этимъ  путемъ,  сколько  намъ  из- 
вестно, Штейнеръ  въ  сочинеши  о  преобразованги  и  разд^ь- 
лент  сферическихъ  фигуръ  на  основае1и   графическихъ  по- 


«)  АппаТеа  йе  МаШтаЩиев,  I.  XII,  1821—1822. 
♦*)  Коигеаих  Мётоггез  ^е  ГАсас^етге  ^е  ВгихеИез,  %.  II,  1822. 
•*)  8ирр1етепЫт  зркаеготеМае,  згге  Мапди1агги1п  €(  аНагит  «п 
зрЬаега  /гдигагит  диоас^  агеав  тепзигаИо.  1676. 
*•)  Мётоьгез  Ае  1а  ВосгИё  гоуа1е  Ае  Тиггп,  1.  IV,  р.  127, 1766—1769. 
*0  ТгаИё  с1е  саТси!  ЩёгепИё!  е(  гп(едга1,  I.  II,  р.  522. 
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строенШ  *^);  со1инеБ1е  это  основано  на  вышеупомянутой 
шщной  теореме  Гено.  Штейнеръ  доказываетъ  вд'Ьсь  пред* 
ложен1е  соотв'Ьтствующе,  по  способу  допоянитеяьннхъ  фи- 
гурь,  теореме  Фусса  о  сферичесвомъ  эллипс^Ь  ^')  и  находитъ 
дв!  дуги  большЕхъ  круговъ,  играюпця  роль  асимптоты  ги- 
перболы на  плоскости.  (Это  т1  самые  дв^  дуги,  которыя  мы 
въ  Метогге  8иг  кв  соп^^иез  8ркё^^^ие8  назвали  гт^личес- 
кими  дугами  {агсз  сусИдиев)  и  къ  хоторымъ  были  приведены 
18(м4дован1емъ  круговнхъ  сЬчетй  конуса  втораго  порядк|^. 

Не  можемъ  входить  въ  дальн%йш1я  подробности  по  поводу 
сочииетя  Штейнера,  которое  написано  по-нЪмецки  и  ив- 
вФстно  намъ  только  по  разбору,  находящемуся  въ  ВиНеНп 
чпкегШ  Лез  всгепсев  I.  У111,  р.  298.  Также  кратко  ука- 
хенъ  на  Гудермава  по  поводу  его  снец1альныхъ  и  глубо- 
шъ  и8Сл%дован1й  объ  аналопи  между  сферическими  и  пло- 
скими фигурами  ^^). 

45.  Тахимъ  образомъ  положено  начало  сферической  гео- 
яетрш  въ  правильной  и  догматической  форм^;  имена  гео- 
жетровъ,  взявшихъ  на  себя  это  д^о,  ручаются  за  быстрые 
успехи  этого  отдела  науки  о  пространств^^.  Никто  не  ста* 


*^  Сге11^8  Литаг  %.  П. 

**)  Предложение  это  таково:  огибаюилая  отоеаиш  треугольнихобъ, 
нмпющитъ  одинаковую  поверхность  и  общгй  уголг,  есть  сферическгй 
ьллипсь.  Когда  мы  сами  доказали  эту  теорему,  помещенную  сперва  въ 
Метоьге  виг  Ш  виг^аееа  йи  яесопА  йедгё  йе  гёШиШп^  потомъ  въ 
еоецциьвомъ  сочинеши  8иг  1ев  еопг^ие$  8рНё^^^ие8^  то  думали,  что 
намъ  дервымъ  удалось  это,  такъ  какъ  не  знали  тогда  разбора  мемуара 
Ште§нера  въ  ВиНеНп  с1е8  всгепсев.  Иначе  мы  указали  бы  на  сочине- 
ние этого  глубокаго  геометра  съ  тавнмъ  же  уважен1еиъ,  съ  вавимъ  во 
квогвхъ  случалхъ  указывали  на  сочинев1е  Магнуса  о  томъ  же  предмете. 

'^)  Въ  отчете  о  содержаши  VI  тома  журнала  Крелля  ВиИеПп  Лев 
ккпеев  ((.  ХУ,  р.  75,  февраль  1831)  выражается  такъ:  „Гудерманъ 
1иагаетъ  несколько  теоремъ,  относящихся  къ  теор!»,  называемой  имъ 
очалитическою  сферикою,  начала  которой  онъ  пзложилъ  въ  сочивен1и 
кедавно  нздавномъ  въ  Кельне.  Задача  состонтъ  въ  томъ,  что  бы  нутемъ 
1ниог1я  переходить  отъ  свойствъ  плоскихъ  фигуръ  въ  свойстваиъ 
фвгуръ  вачерченныхъ  на  сфер^^  н  отвесевныхъ  къ  систем']^  сфери- 
исвихъ  воордпнатъ.'^ 
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нетъ  оспаривать  теоретической  пользы  подобныхъ  изыскашй. 
Чтобы  это  подтвердить,  достаточно  заметить,  что  имсваж 
геоиетрхя  есть  не  бод^е  какъ  частный  случай  сферической, 
именно  тотъ,  когда  рад17съ  предполагается  безконечнымъ;  по- 
втону  всЬ  важнМш1я  истины  первой  необходимо  находятся 
въ  связи  съ  наиболее  общими  свойствами  въ  последней; 
всегда  полезно  разсматривать  геометричесшя  истины  въ  ихъ 
наибольшей  общности,  въ  ихъ,  если  можно  такъ  выразиться, 
наибольшей  близости  къ  высшимъ  законамъ,  изыскаше  ко- 
торыхъ  есть  постоянная  цЬль  всФхъ  усил1й  геометровъ. 
При  такой  общности  эти  истины  представляютъ  такш  со- 
отношен1я  и  аналопи,  который  не  зам<6чаются  въ  ихъ  слфд» 
ств1яхъ,  но  которыя  обнаруживаютъ  ихъ  взаимную  свявь  и 
даютъ  возможность  восходить  къ  еще  бол^е  общимъ  прмнци- 
памъ,  сл^ды  которыхъ  неясны  и  неразличимы  въ  предложе- 
шяхъ  частныхъ  и  ограцдченныхъ.  Геометр1я  сферы,  неиави- 
симо  отъ  свойственнаго  ей  самой  характера  и  безспорнаго 
ея  значев1я,  заслуживаетъ  сл'Ьдовательно  со  стороны  гео- 
метровъ внимашя  и  изучешя  уже  какъ  способъ  обобщешя 
свойствъ  фигуръ  на  плоскости.  Мы  уже  зам^Ьтили  выше  ^% 
что  при  настоящемъ  состоянш  геометрш  обобщенге  есть 
самое  в'Ьрное  средство  для  дальд']Ьйшаго  ея  развит1я  и  для 
новыхъ  открыт1й.  Трудами  геометровъ  должно  руководить 
именно  такое  направлеше  научваго  изсл-Ьдоваши  ")• 

46.  Поверхности  ВТОрагО  порядка.  Чтобы  за- 
ключить обзоръ  развит1я  и  усп^ховъ  нов'Ьйшей  геометрхи, 
намъ  остается  разсмотрЪть  еще  одну  изъ  отд'^Ьльныхъ  теорШ, 
наибол']&е  важную  и  разработанную,  именно  теор1ю  поверх- 
ностей втораго  порядка. 


»0  Глава  Ш,  п»  20. 

^')  „Истинно  полеаевъ  такой  очеркъ  науки,  который  въ  ежедневнкхъ 
еа  усп^хахъ  ищетъ  и  видитъ  только  средства  для  достижев1я  общихъ 
законовъ,  для  включен1я  пр1обр^тенвыхъ  понятхй  въ  обпця  нонат1я 
высшаго  порядка^.  (НегвсЬе!,  Лгзсоигз  зиг  Х^ёЫйе  с1е  1а  рНИозорЫе 
паЫгеИе). 
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Древше  знали  И8ъ  поверхностей  втораго  порядка  Еагется 
только  конусъу  цилиндръ  и  поверхности  вращения,  которая 
они  называли  сфероидами  и  коноидами  ^^):  до  Эйлера  не 
усматривалось  никакой  другой  аналопи  между  формами  въ 
пространстве  и  столь  знаменитыми  плоскими  кривыми,  наз- 
ванными коническими  С1ьчен%ями.  Этотъ  великШ  геометръ 
раеаростравилъ  на  кривыя  поверхности  аналитичесшй  пр!* 
ехъ,  служивш1й  ему  для  изсл']&дован1я  кривыхъ  линШ  на  пло- 
скости '^)  и  открылъ  въ  общемъ  уравнеши  второй  степени 
съ  тремя  обыкновенными  координатами  пять  различныхъ 
вндовъ  поверхностей  ^^)^  между  которыми  сфероиды  и  ко- 
ноиды древнихъ  являются  не  бол^е  какъ  частными  формами. 
Эйлеръ  ограничился  только  этою  классификацкею.  Но  отого 
было  достаточно,  чтобы  открыть  геометрамъ  обширное  поле 
нзсл^дованШ,  представляемыхъ  теорхею  поверхностей  вто- 
раго порядка. 

Монжъ  и  его  сотоварищъ  Гашетъ  поняли  всю  важность 
згой  теор1и  и,  подвергнувъ  поверхности  втораго  порядка 
новому,  бол^е  глубокому  и  подробному  аналитическому  ив* 
сд^довашю,  открыли  мног1Я  важн^йшхя  свойства  ихъ.  Они 
показали  двойное  образоваше  поверхностей  втораго  порядка 
помопцю  перемЪщающагося  круга^  которое  было  известно 
со  времени  Дезарга  '^  для  конусовъ  втораго  порядка  и  позд- 
нее было  зам'Ьчено  только  у  эллипсоида  Д' Аламбертомъ  *^); 
въ  первый  разъ  было  также  обнаружено  образоваше  движе- 


^')  За  нсслючев1е11ъ  гиаерболоида  вращен1я  съ  одною  полостью,  ко* 
тораго  древн1е  не  разсматривалп. 

^)  1п1гойисИо  гп  апа1у8тгп(%пИогит^  ш— 4^,  1748:  Арреп^!!,  сар.  У. 

**)  ЭЁлеръ  разенатривалъ  параболи1еск1&  цилиндръ  какъ  шестов  родъ 
поверхностей  втораго  порядка;  воос1^дств1и  зту  поверхность,  также 
какъ  щцшндръ  съ  эллиптическимъ  и  гиперболическимъ  основанхехъ, 
стаав  разсиатрнвать  какъ  разновидности  пяти  павныхъ  родовъ. 

^  Мн  упохавули,  говоря  о  Дезарг^,  что  этотъ  геометръ  предло* 
хвлъ  вопросъ  о  с^чен1и  конуса  втораго  порядка  по  кругу;  вопросъ 
втогь  бнлъ  р'Ьшенъ  ннъ  и  Декартоиъ. 

^  Орг^зсиШ  т(иНёта^г^ие8^  и  УП,  р.  163. 
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темъ  прямой   дин1в    гяпербояоидж    съ    одною   полостью  и 
гнперболичесБДго   параболоида  **).  Въ  примЪчанхя  къ  трав- 


^)  Честь  ВТОГО  открнт1я,  одного  пзъ  важн'Ёйшихъ  въ  теорхи  поверх- 
носте!  втораго  порядка,  умножившаго  ея  приложен1Я  къ  начертатедьно! 
геометр1я  и  къвскуствамъ,  принадлежятъ  первнмъ  лучшимъ  учевнБакъ 
(апх  ё1ёте8  сЬе{в  <1е  Ъпда<1е)  поднтехнической  школы  (См.  ^оцта^  й€ 
Тёсби  ро1у1есНп4д[ие^  1.  1«  р.  5). 

Указнваеяое  сво&ство  гиперболоида  долгое  время  доказывалось  только 
путемъ  анализа.  Бывши  ученикомъ  политехнической  школы,  я  нашелъ 
чисто  геометрическое  доказательство,  которое  перешло  въ  преподава- 
Н1е  въ  школ'Ь  и  помещалось  во  многяхъ  сочинев1Яхъ  (См.  ТгаШ  дс 
О^отёЬгге  йевеггрИье  Ль  Уа11ёе,  р.  86  и  I^е^оу,  р.  267). 

Доказательство  это  основывается  на  следующей  теорем!:  Если  пря- 
мая перемещается,  перес1ькая  противоположиия  стороны  АВ,СЛ  ко- 
саго  четыреугольника  АВСВ  въ  такихъ  точкахь  т^  п,  что 

тА  п2) 


тВ  "^'пС  ' 

гдгь  а  постоянное,  то  она  огибаешь  1иперболопдъ  съ  одною  полостью. 
Это  потому,  что  она  будетъ  опираться  во  всЬхъ  свовхъ  положентяхъ 
на  всякую  другую  прямую,  перес^Ькающуюся  съ  двумя  другими  проти- 
воположными сторонами  четыреугольника,  въ  двухъ  точкахъ  р^  ^^^  для 
которыхъ  будетъ 

аА         рВ 

(См.  Соггсзропйапсе  ро^у^есЬп^^ие^  I.  II,  р.  446). 

Доказательство  этой  теоремы  очень  просто  и  требуетъ  только  зна- 
В1Я  Птоломеевой  теоремы  о  треугольнике,  пересЬчеиномъ  трансвер* 
салью  (Соггезропсктсе  ро1у(есНпг2ие,  1.  III,  р.  6).  Ваоследств1и  теор1я 
ангармоническаго  отношен1я  представила  намъ  другое,  еще  бол^е  про- 
стое и  элементарное  доказательство,  основывающееся  только  на  по- 
НЯТ1И  объ  ангармонпческомъ  отношеши  (См.  Прим^чаше  IX). 

Эта  теорема  прилагается  также  къ  образован1ю  коническихъ  с!чен1Й 
ж  выражаетъ  прекрасное  общее  свойство  этихъ  криввгхъ  (См.  Соггез- 
рапйапсе  та^Кета^г^ие  де  ^ае(е1е^,  I.  IV,  р.  363). 

Сказавъ,  что  двоякое  образовав1е  гиперболоида  съ  одною  по- 
достью  подучило  начало  въ  полетехвической  школ^^,  мы  разум'Ьенъ 
только  гиперболоидъ  съ  неравными  осями  н  должны  прибавить,  что 
двоякое  обра80ван1е  помощ1ю  прямой  лив1и  гиперболоида  вращев1я  съ 
одною  полостью  было  уже  изв^^ство,  хотя  можетъ  быть  вабвгто;  оно 
было  открыто  уже  очень  давно  и  р11дко  воспроизводилось.    По  нашему 
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тагу  о  поверхностяхъ  втораго  порядка  доказано  въ  первнй 
рааъ  одно  наъ  самыхъ  важныхъ  ихъ  свойетвг,  именно  то, 
что  три  поверхности  съ  центроиъ,  эдлипсоидъ  и  два  гипер* 
боюида*'*),  им^ютъ  всегда  систему  трехъ  взаимно^перпея- 
ркудярныхъ  сопряженныхъ  д1аметровъ  ^^). 

47.  Впосд^дств1и  ученики  Монжа  съ  усп'Ъхомъ  равраба- 
тивали  теор1ю  поверхностей  втораго  порядка  и  пошли  весь- 
ма далеко  въ.  изученк  ихъ  свойствъ:  сначала  т'Ьхъ,  которня 
касаются  каждой  поверхности  въ  отдельности  и  въ  соотно- 
шевш  ея  съ  простейшими   геометрическими   формами,  т.-е. 


ив^шю  ово  было  сделано  Вреномъ,  который  пом^стилъ  объ  этомъ  въ 
РЫозорМса!  ТгапзасИопз  (1669,  р.  961)  весьма  короткую  заметку 
водъ  заглав1ем'ь:  вепегаЫо  согроггз  суип(^гоШгз  ЬурегЬоШи  е1аЪогапг 
(?(3  1€пабиз  НурсгЪоИсгв  ассатосклН,  Вренъ  укааываетъ  на  врш^неше, 
юторое  можно  сделать  изъ  такого  обрааовавхя  посредствонъ  пряной, 
Еъ  вндфдв^  типерболическихъ  стеколъ. 

Въ  1698  году  Парааъ  также  нашелъ  это  свойство  гиперболоида  вра- 
щешя  и  доказалъ  его  аналитически  и  посредствомъ  простыхъ  геоме- 
тршческнхъ  соображев1й  въ  двухъ  различныхъ  мемуарахъ  (^з^а^з  ё^ 
г&:НегсН€8  с2е  таШтаис[ие  е1  Ле  рНу8^^ие,  I.  П,  р.  645  е1  1.  Ш,  р. 
570).  Этого  свойства  не  им'Ьютъ  другая  поверхности,  пронсходящ1я  отъ 
обрщев1д  коническаго  с^ченхя  около  главной  оси,  и  Паравъ  называ- 
егъ  гиперболоидъ  съ  одною  полост1ю  сапою  полною  изъ  этихъ  поверх- 
востей,  потому  что  на  немъ  им'1^ютъ  м^сто  с^чев1я  шести  различныхъ 
видовъ,  именно:  дв'Ь  параллельный  пряиыя,  дв*!  лин1И  перес1:кающ1ясяу 
кругь,  парабола,  эллиосъ  и  гипербола.  Паранъ  называетъ  эту  поверх- 
ность, также  какъ  Вренъ,  ъпперболическхшг  цилпндроидомъ  и  также 
пользуется  образованхемъ  посредствомъ  пряной  линш  для  выделки  на 
токарвомъ  стан^  гиперболическихъ  стеколъ,  пригодныхъ  въ  Д10птрик1^. 

Заптепг  доказалъ  также]  это  свойство  гиперболоида  вращев1я  и  еще 
несколько  другихъ  предложешй  о  объемахъ  и  поверхностяхъ  конои- 
довъ;  содерхан1е  предложешй  было  ему  указано  Параномъ  (^Еззагз  еЬ 
тесКегсНев  с[е  'тЫЫта^^^иез  еЬ  ^  рЬуз^^ие^  X.  III,  р.  526) 

^)  Конусъ  втораго  порядка  мы  разсматриваемъ  какъ  частный  еду* 
чаА  гндерболовдовт,  подобно  тому  какъ  въ  геометрш  на  плоскости  дв:Ь 
оерес1кающ1яся  прямыя  разсматрнваются  какъ  частная  или  предтьль- 
коя  форма  гиперболы.  Поэтому  мы  и  «е  поместили  конуса  въ  числ!! 
главвыть  поверхностей  съ  центромъ. 

•^  См.  11-ю  тетрадь  ^ои^па^  с1е  Гёсо1е  ро^у^есНп^^ие^  р*  107. 
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съ  точкою,  прямою  и  плосЕОСтью,  а  потомъ — ^тЪхъ,  которых 
вытекаютъ  изъ  сравневхя  двухъ  ила  н'Ьсколькихъ  поверхно- 
етей  между  собою.  И  въ  этихъ  бол^е  саожныхъ  ивнсва- 
шяхъ  первне  шаги  сделаны  были  Монжемъ.  Мы  не  можемъ 
входить  въ  подробности  обо  всЪхъ  этихъ  открыпяхъ,  кавъ 
они  намъ  ни  кажутся  привлекательны. .  Они  такъ  тЪсно 
связаны  со  всЬми  геометрическими  и8слФдован1ями  послбд- 
нихъ  тридцати  л^ть,  что  намъ  пришлось  бы  входить  въ  вз- 
лишшя  подробности,  которыхъ  мы  принуждены  изб']^гать. 
Чтобы  пополнить  недоеказанное  нами,  уважемъ  на  то  м'Ьсто, 
гд'б  Дюпенъ,  разбирая  труды  Монжа  по  аналитической  гео- 
метр1и,  припоминаетъ  заслуги  его  учениковъ  и  на  введете 
къ  ТгаШ  Лев  ргорггёШ  р^о^ес^^Vе$,  гд-Ь  Понселе  весьма  по- 
дробно и  съ  похвальною  8аботливост1Ю  указалъ  первенство, 
которое  друпе  геометры  могутъ  предъявить  по  поводу  от- 
крыт1я  н'Ькоторыхъ  геометрическихъ  истинъ,  вытекающихъ 
естественнымъ  образомъ  изъ  его  новаго  учешя. 

48.  Развитавэ  къ  которому  способна  теор1Я 
поверхностей  втораго  порядка.  Не  смотря  на 

важность  усп^ховъ^  достигнутыхъ  въ  теор1и  поверхностей 
втораго  порядка,  должно  заметить,  что  эти  усп'Ьхи  соста- 
вляютъ  весьма  малую  долю  т'Ьхъ^  къ  которымъ  повидимому 
способна  эта  теорхя.  Мы  легко  поймемъ  это,  бросивъ  взглядъ 
на  важн'Ьйш1я  свойства  коническихъ  сбчешй,  которымъ  со- 
отв']^тственныя  еще  далеко  не  всЬ  найдены  въ  поверхностяхъ 
втораго  порядка.  Так1я  аналогичныя  свойства  необходимо 
существуютъ,  хотя  бы  только  потому,  что  они  должны  да^ 
вать,  какъ  сл'бдствхя,  свойства  коническихъ  сбчешй,  когда 
предположимъ,  что  поверхность  теряетъ  одно  изъ  своихъ 
И8м^рен1й  и  обращается  въ  кривую  лишю.  Но  поверхности 
втораго  порядка  должны  представлять  не  только  вс^  осо- 
бенности коническихъ  с^чешй,  но  всл']Ьдств1е  своей  бол^е 
полной  формы^  о  трехъ  изм'брешяхъ,  еще  множество  жру* 
гихъ,  исчезающихъ  съ  уничтожешемъ  одного  изъ  изм'^^ренШ; 
таковы  наприм'Ьръ  линги  кривизны^  который  были    въ  пер- 
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ввй  разъ  указаны  Монжемъ  и  въ  которнхъ  Бине  и  Дюпенъ 
открыли  потоиъ  зам^чатедьныя  свойства  ^ ') . 

Офани^нваясь  только  ткыя  свойствами  поверхностей  вто- 
раго  порядка,  которыя  можно  предвид'Ьть  изъ  простой  ана- 
юпя  ихъ  съ  коническими  с^чешями,  укажемъ  напрпм'Ьръ 
на  фокусы  этихъ  кривыхъ,  представляюпце  источникъ  са- 
хнхъ  красивыхъ  и  важныхъ  ихъ  свойствъ.  Эти  точки  на* 
ходпся  также  въ  трехъ  поверхностяхъ  вращев1я  (въ  растя- 
нутомъ  аллипсоид'Ь,  гиперболоид'Ь  съ  двумя  полостями  и  па- 
рабоюнд'Ь)  и  въ  нихъ  Дюпенъ  открылъ  также  драгоценный 
свойства  какь  для  теорхи,  такъ  и  для  объяснен1я  н'Ькоторыхъ 
физнческихъ  явлешй  ^^).  Безъ  сомнев1я  это  есть  указаше  на 
го,  что  н^что  подобное  и  притомъ  бодЪе  общее  должно 
■м^ть  м*6сто  для  всякой  поверхности  втораго  порядка;  но 
ин  не  знаемъ  пытадся-ли  до  сихъ  поръ  кто-нибудь  изсл'Ь- 
ховать  этотъ  вопросъ. 

Уб^^жденные  въ  томъ,  что  такая  теор1я,  соответствующая 
въ  поверхностяхъ  втораго  порядка  теор1и  фокусовъ  кони- 
ческихъ  с^чешй^  будетъ  новымъ  источникомъ  свойствъ  ин- 
тересныхъ  и  чрезвычайно  полезныхъ  для  бол^е  совершен- 
наго  познашя  этихъ  поверхностей,  мы  избрали  ее  предме- 
тоиъ  своихъ  изысканШ.  Аналог]я  между  фокусами  кониче- 
С1гихъ  сЬчешй  и  известными  прямыми  въ  конусахъ  втораго 
порядка  "),  проведенная  нами  довольно  далеко,  естествен- 
нымъ  образомъ  навела  насъ  на  подобныя  же  свойства  по- 
верхностей, указавъ,  что  въ  нихъ  кривил  лиши  должны  иг- 
рать роль  прямыхъ  въ  конусе  и  точекъ  въ  коническихъ 
с1чея]яхъ.  Въ  Прииечаши  XXXI  нредлагаемъ  несколько  вы- 
водовъ,  которые  позволяютъ  предположить,  что  мы  нашли 
такую  аналопю.  Впосхедств1и  мы  разчитываемъ  издать  нашу 


**)  Дюпену  удалось,  кром'^  другпхъ  ирекрасныхъ  результатовъ  полу- 
пть  яутемъ  чисто-геоиетрнческихъ  соображен!В  механическое  черченхе 
11в1&  кривизны  поверхностей  втораго  порядка.  (7ои9'па1  йс  Уёсо1е  ро- 
Н^кЫтгдие,  14-е  саЫег). 

")  АррИсаИоп$  с1е  Сгеатё^гге^  ш— 4",  1818. 

**)  МетЫге  Ле  ОёотеЬгге^  зиг  1е$  сбпвё  Лхь  8есопс1  с^дгё. 
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работу,  теперь  же  сообщаеиъ  заранее  первые  результаты, 
выражая  при  этомъ  искреннее  желаше,  чтобы  положеиное 
нами  начало  привлекло  внимаше  геоиетровъ  и  вызвало  но- 
выя  работы  объ  этомъ  предмете. 

49»  Бсть  еще  другой  вопросъ,  отъ  котораго  также  завн- 
еятъ  будущге  успехи  те^р1и  поверхностей  втораго  порядка 
и  важность  котораго  была  огс^нена  Брюссельскою  Академ1е9« 
Это— аналог1я,  которая  должна  существовать  между  н^кото- 
рымъ  еще  неизв']Ьстнымъ  свойствомъ  этихъ  поверхностей  и 
знаменитою  теоремою  Паскаля  въ  коническихъ  с^^ченхяхъ  *% 

Эта  теорема,  независимо  отъ  различныхъ  преобразовашй, 
къ  которымъ  она  способна,  и  понимаемая  единственно  со 
стороны  свойственныхъ  ей  формы  и  издожев1я,  можетъ  быть 
разсматриваема  съ  двухъ  различныхъ  точевъ  зр%в1я.  На  нее 
можно  смотреть,  какъ  на  общее  и  постоянное  соотношен1е 
между  шестью  произвольными  точками  коническаго  с^чешя, 
т.-е.  числомъ  на  единицу  большимъ  того,  какое  нужно  для 
опред'&лен1я  кривой;  или  же — какъ  на  общее  свойство  кони- 
ческаго с*]^чен1я  относительно  треугольника,  произвольно  по- 
мфщеонаго  въ  плоскости  кривой  ^^]. 

Всл'Ёдствхе  этого  въ  пространств'Ь  можно  двоякимъ  обра- 
зомъ  представлять  себ-б  аналопю  съ  теоремой  Паскаля. 
Съ  первой  точки  зр'Ьшя  это  будетъ  общее  свойство  десяти 
точекъ  поверхности  втораго  порядка,  т.-е.  числа  на  единицу 
большаго,  чЪмъ  то^  которое  нужно  для  опред']&дешя  поверх- 
ности; со  второй  же  точки  зр'бшя  это  будетъ  общее  свой- 
ство, вытекающее  изъ  сопоставлен1я  поверхности  втораго 
порядка  съ  тетраэдромъ  какъ  угодно  пом'Ьщеннымъ  въ  про- 
странстве. 


<^*)  То,  что  мы  говоримъ  о  теореи']^  Паскаля,  относится  также  и  къ 
теореи^  Брханшона,  которая  въ  теор1и  коническихъ  с']^чешй  играетъ 
точно  такую  же  роль. 

^^)  Такой  треугольникъ  образуется  напрнм^^ръ  сторонаин  иечетнаго 
порядка  въ  треугольнвк']^  ПаскадевоК  теоремы  и  тогда  теорема  зга  вы* 
ражаетъ^  что  три  хорды  коническаго  с^чен1я,  опред'кгяемыя  тремя 
углами  треугольника,  встр-^чаготъ  соответственно  три  ^ротивопо^^оxвыя 
стороны  въ  трехъ  точкахъ,  лежащихъ  на  одной  прямой. 
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Первнй  вопросъ,  который  долженъ  быть  особенно  ноле- 
зевъ  для  теор1и  поверхностей  втораго  порядка,  быдъ  пред- 
дожевъ  Брюссельскою  Академгею  въ  1825  году,  но  остался 
не  р^шеннымъ.  На  слфдующемъ  конкурсе  Акаде]11я  дала 
большШ  просторъ  геометрамъ,  приглашая  просто  найти  для 
поверхностей  втораго  порядка  теорему  аналогическую  тео- 
реиЬ  Паскаля  въ  коническихъ  е^чен1яхъ;  зд^сь  заключался 
1  пресшй  вопросъ,  но  въ  то  же  время  предоставлялась  пол- 
ная свобода  во  взглядахъ  на  теорему  Паскаля  и  на  ту  ана- 
допю,  которая  въ  этомъ  отношеши  можетъ  существовать 
между  ЛИН1ЯМН  и  поверхностями  втораго  порядка. 

Въ  этомъ  внд%  вопросъ  Академ1и  не  представляетъ  такяхъ 
трудностей,  какъ  прежде.  Думаем! ,  что  онъ  разр-Ьшается 
теоремой,  которую  мы  предлагаемъ  въ  Прим^Ьчанхи  XXXII. 
Диствительно,  эта  теорема  выраяшетъ  общее  свойство  те- 
травдра  относительно  поверхности  втораго  порядка,  анало- 
пчное  съ  свойствомъ  треугольника  относительно  коничес- 
каго  сФчен1я,  внраяшемымъ  теоремою  Паскаля.  Но  отъ  этой 
теоремы  еще  далеко  до  общаго  соотношен1Я  между  десятью 
вровзвольнымя  точками  поверхности  втораго  порядка;  взы- 
скаше  такого  свойства  достойно  внимашя  геометровъ.  НФтъ 
сомяФн1я,  что  мы  не  Еы^еиъ  еще  вс^хъ  элементовъ,  необхо- 
дяинхъ  для  подобнаго  изыскаша;  въ  этомъ  мы  видимъ  по- 
водъ  изучать  свойства  поверхностей  втораго  порядка  со  все- 
возможннхъ  сторонъ  н  во  всевозможныхъ  отношешяхъ.  Нельзя 
пренебрегать  никакою  теор1ей,  никакимъ  открытхемъ,  какъ  бы 
ни  казалось  оно  на  первый  взглядъ  ничтоашо;  ибо  всякая 
частная  истина,  если  она  и  не  шипеть  непосредственнаго 
яримФнешя,  им^етъ  значеше  какъ  звено  въ  непрерывной 
ц1аи,  связывающей  многочисленный  истины  этой  обширной 
теорш;  и  можетъ  быть  въ  зтомъ  именно  звен^Ь  лежитъ  за- 
родышъ  великихъ  открыпй,  изъ  которыхъ  бытро  разовьются 
методы  обобщен1я  новМшей  геометр1и. 

50.  Полезнымъ  подготовительнымъ  трудомъ  для  получен1Я 
соотиошен1я  между  десятью  точками  поверхности  было  бы 
полное  р^шеше  во  всевозможныкъ    случаяхъ   задачи  о  по- 

т.  X,  вши  I,  отд.  П.       ,  *- 
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строеши  поверхности  втораго  порядка,  опред'Ьлябмо!  де- 
вятью УСЛ0В1ЯМИ,  ииеийо  проходящей  чере»ъ  данныя  точен 
и  касающейся  данвыхъ  плоскостей.  Задача  эта  и  сана  по 
себЬ  васяуживаетъ  вннман1я  геометровъ.  Однако  до  свхъ 
поръ  только  Ламе  ванимался  однпмъ  ивъ  общихъ,  пред- 
ставляемнхъ  ею,  случаевъ:  втотъ  нскусный  профессоръ  опре- 
дели лъ  элементы  у  достаточные  для  построен1я  поверхности 
втораго  порядка,  проходящей  черезъ  девять  данннхъ  то- 
чекъ  **).  Но  ивсл'Ьдовате  общаго  решен1я  и  разборъ  сл^а- 
СТВ1Й  я  частннхъ  елучаевъ  при  этомъ  встречающихся  тре- 
буютъ  еще  новыхъ  ивнскашй. 

Прежде  чЪыъ  серьезно  приниматься  за  вопросъ  о  десяти 
точкахъ  поверхности  втораго  порядка,  можетъ  быт^  было  бы 
также  полезно  изследовать  общее  соотношен1е  между  де- 
вятью точками  кривой  двоякой  кривизны  четвертаго  порядка, 
представляющей  пересечевпе  двухъ  поверхностей  втораго 
порядка.  Такая  кривая  определяется  въ  простряЕстве  во- 
семью точками  и,  следовательно,  между  этими  точками  и 
девятою  должно  существовать  постоянное  соотношеше,  вы- 
ражающее, что  эта  девятая  точка  лежитъ  на  кривой,  опре- 
деляемой восемью  первыми  точками. 

Но  еще  ранее  представляется  вопросъ  о  соотношен1и 
между  семью  точками  кривой  двоякой  кривизны  третьяго 
порядка,  представляющей  пересечете  двухъ  гвперболондовъ 
съ  одною  полостью,  имеющихъ  общую  образующую, — кри- 
вой, которая  определяется  въ  пространстве  шестью  произ- 
вольными точками.  Этотъ  вопросъ  не  представляетъ  такихъ 
трудностей,  какъ  вышеуказанные,  и  кажется  вполне  раз- 
решенъ  нами  (См.  Примечан1е  XXXIII). 

■ 

Можетъ  быть,  наконецъ,  за  основу*  и  образецъ  сравнешя 
следуетъ  принимать  не  теорему  Паскаля,  но  сделать  ташя 
же  попытки  съ  другими  теоремами»  выражающими  подобно 
ей  свойство  шести  точекъ  коническаго  сечен1я  и  представ- 


**)  Ехатеп  йев  Л%0геп1в  тёЬЬойев  етрХоуеея  роит  гезоисНге  1е8  рго* 
Ыётез  Ое  ве<тАг%е,  1п— 8^  1818. 
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ишщихи  ея  сд%^тв1я  или  видои8и^нен1Я9  какъ  это  пока- 
зано въ  Црвм'Ьчав1и  ХУ.  Мы  предполагали,  что  одна  изъ 
этнхъ  теоремъ,  представляющая  какъ  бы  особое  выражен1е 
ангармоническаго  свойства  точекъ  коническаго  С'Ёчен1я  (Прим. 
XV,  п*  21),  ножетъу  при  посредств*]^  трехъ  трансверсалей, 
дроизвольво  проведенныхъ  въ  пространств']^,  повести  к;ь  ис- 
комому соотношешю  между  десятью  точками  поверхности 
втораго  порядка.  Наши  первыя  усил1я  оказались  безплодны; 
но  мы  еще  сохраняемъ  некоторую  надежду  на  эту  теорему 
и  желали  бы  встр'Ьтить  попытки  извлечь  изъ  нея,  что  можно. 

51.  Крнвыа  двоякой  кривизны  третьаго  и 

четвертого  порядка.  Кривыя  двоякой  кривизны  четвер- 
таге  и  третьяго  порядка,  которыя  естественвымъ  образомъ 
встр'Ьчаются  въ  важномъ  вопросе  о  десяти  трчкахъ  поверх- 
ности втораго  порядка,  заслуживаютъ  и  по  другимъ  причи- 
намъ  изучешя  со  стороны  геометровъ.  Сами  эти  кривыя, 
подобно  йоверхностямъ  втораго  порядка,  могутъ  представ- 
лять въ  пространств'^  различный  аналопи  съ  коническими 
с|9ен1Я111  и  есть  множество  вопросовъ,  въ  которыхъ  они 
встр'Ьтатся,  если,  не  ограничиваясь  въ  геометрическихъ  из- 
сл^довашяхъ  одмхми  коническими  сЬчешями,  мы  перейдеыъ 
Бъ  бол^е  трудными  вопросамъ,  разр'Ъшаемымъ  при  помощи 
совокупности  н^скольквхъ  поверхностей  втораго  порядка. 

Кривыя,  о  которыхъ  мы  теперь  говоримъ,  изучены  еще 
очень  мало;  мы  знаемъ  немнопя  общ1я  свойства  только  кри- 
внхъ  четвертаго  порядка,  докааанныя  Гашеттомъ,  Понселе 
I  Кетде.  Гашеттъ  разсматривалъ  эти  кривыя,  какъ  переев- 
чеша  двухъ  конусовъ  втораго  порядка  и  изсл'Ьдовалъ  формы 
тЬхъ  плоскихъ  кривыхъ  четвертой  степени,  которыя  изь  нихь 
получаются  въ  проложен1И  или  перспектив'^  *'). 

Понселе,  въ  ТгаНе  Лез  ргорпёЫз  рщесЬшз  (п°  616),  до- 
хазалъ,  что  черезъ  кривую  четвертаго  порядка,  происходя- 
щую отъ  перес%чен1я  двухъ  поверхностей  второй  степени, 
можно  вообще  провести  четыре  конуса  втораго    порядка. 


•')  СотгевропЛапее  $иг  ТёсоЫ  роХуЬееЬпгсще^  I,  I,  р.  368. 
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Наконецъ,  Кетле  показалъ,  что,  пролагая  на  плоскость 
кривую  перес'Ьчен1я  двухъ  изв^стнынъ  образоиъ  опред^Ьлея- 
ныхъ  поверхностей  втораго  порядка,  можно  получить  вс^ 
ПЛ0СК1Я  кривыя  третьяго  порядка  *').  Эта  теорема,  полезная 
для  получен1я  свойствъ  плоскихъ  кривнхъ  третьяго  порядка 
при  помощи  изв']&стныхъ  свойствъ  кривыхъ  двоякой  кривизны 
четвертаго  порядка  и  обратно  **),  можетъ  быть  представ- 
лена въ  бол']^е  общемъ  видЪ,  причемъ  ея  ирим%нен1я  часто 
становятся  бол^е  удобными  и  обширными.  Теорема  эта  мо- 
жетъ быть  В[ысказана  такъ:  кривая  переспченгя  двухъ  по- 
верхностей втораго  порядка  даетъ  еъ  перспективном^  про- 
ложенги  на  плоскость  изь  точки  зрпмгя,  помп^щенной  на 
самой  кривой^ — всп>  кривия  третьяго  порядка. 

52.  Прекрасное  предложеше  Кетле  вызвало  предположе- 
Н1е,  что  про9кц1я,  или  вообще  перспектива,  лин1и  переев- 
чен1я  двухъ  поверхностей  втораго  порядка  можетъ  дать  всЬ 
ПЛ0СК1Я  кривыя  четвертаго  порядка  и  что  для  этого  доста- 
точно пом']&стить  точку  зр^шя  вн'Ь  этой  лиши.  Но  мы  мо- 
жемъ,  кажется,  отвечать  на  этотъ  вопросъ  отрицательно  и 
выразить  въ  сл'^.дующей  теореме  особенность  кривыхъ  чет- 
вертаго порядка,  получаемыхъ  отъ  перспективнаго  проло- 
жеч1я  Л1ИПИ  пересЬченхя  двухъ  поверхностей  втораго  по- 
рядка: такая  кривая  имуьетъ  всегда  (и  вообще,  если  исклю- 
чимъ  частныя  видоизмгьненгя,)  деть  двойныя  или  сопряоюен- 
ныя  точкПу  которыя  могутъ  быть  и  мнимыми.  . 

Эта  теорема  заслуживаетъ  н^котораго  вниман1я,  потому 
что  изъ  нея  вытекаю тъ  новыя  сл'Ьдствея,  находящгяся  въ 
близкомъ  отношеши  къ  вопросамъ,  занимающимъ  геомет- 
ровъ  въ  последнее  время. 

**)  Соггезропситсе  та^Нёта^^^ие  йе  ВгилеИев,  Ь.  У,  р.  195. 

**)  Изъ  того  ваприх^ръ,  что  плоская  кривая  третьяго  порядка  шш^- 
етъ  вообще  три  точки  перегиба,  лежащ1я  на  одной  прямой,  закдючаемъ: 
1*  что  черезъ  любую  тачку  кривой  двоякой  кривизны  четвертаго  по- 
рядка можно  вообще  провести  три  плоскости,  прикаса9оы»1яся  9л 
этой  кривой  въ  трехъ  другиал  точкахь  и  2®  что  три  посллдмгя  тачки 
лежать  въ  одной  плоскости  съ  тою,  черезъ  которую  были  проводимы 
три  плоскости. 
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Изъ  вея  прежде  всего  закЛючаемъ^  что  кривая  четвертаго 
порядка,  происходящая  отъ  перспективы  перес^чен1я  двухъ 
поверхностей  втораго  порядка,  допускаетъ  не  бол'Ье  восьми 
касателъныхъ,  проходящихъ  черезъ  одну  произвольно  взятую 
точку  плоскости,  тогда  какъ  въ  общей  кривой  четвертаго 
порядка  черезъ  одну  точку  могутъ  проходить  дв'1надцать 
касательныхъ. 

Изъ  нея  же  сд^дуетъ^  что.  развертывающаяся  поверхность^ 
описанная  около  двухъ  поверхностей  втораго  порядка,  бу- 
деть  не  выше  восьмаго  порядка.  Порядокъ  такой  поверх- 
ности въ  точности  еще  не  указанъ;  Понселе  зам']&тилъ  только 
что  онъ  не  превосходить  числа  двенадцать  ^^). 

Прнложешя  теоремы,  о  которой  мы  говоримъ,  могутъ  быть 
очень  многочислены,  потому  что  часто  встр']&чаются  так]я 
жривыя  лйнш,  которыя  могутъ  происходить  отъ  перспек- 
тивы или  проэкщи  перес'Ьчен1я  двухъ  поверхностей  втораго 
порядка  ^'). 


^  Мшагге  аиг  1а  1Кёог1е  дёпёга1е  ^8  роШгез  гёсгргодиев^  по  103 
СтеОе'з  Литпаг,  г.  IV. 

^0  Такъ  наприм'Ьръ,  овалы  Декарта,  или  апланетическ1я  лин1и,  суть 
стереографическ1я  про9кц1и  лив1и  пересечен  1я  сферы  съ  конусомъ  вра- 
щени  (теорема  Кетле,  см.  Прим.  XXI).  Отсюда  заключаеиъ,  что  эти 
знаменитые  овалы  всегда  им^ютъ  дв^  сопряженныя  мнииыа  точки  въ 
безконечности.  Можетъ  быть  другимъ  путемъ  9того  и  нельзя  бы  было 
обяаружи1№,  потому  что  до  сихъ  поръ  при  изыскан1и  особыхъ  точекъ 
не  обращалось  ввяман1я  на  мнимыя  р'1шен1Я,  также  какъ  и  на  точки 
безковечно  удаленныя,  которыя  часто  ускользаютъ  отъ  анализа.  Т±  и 
друпя  однако  принадлежать  къ  особенностямъкривыхълинхй  и  должны 
■грать  важную  роль  въ  ихъ  теор1и. 

Точно  также  лемнискаты,  образуемый  основавший  периендикуляровг, 
овускаемыхъ  изъ  неподвижное  точки  на  касательныя  коническаго  с^- 
чев]я,  суть  стереографическ1Я  провкцш  иерес^чен1Я  сферы  съ  кону- 
сомъ втораго  порядка  (теорема  Данделена,  см.  Коиоеах  тетоггез  с^е 
1'Асадет%е,  €1е  ВгихеИез^  1.4);  изъ  этого  сл^дуетъ,  что  эти  кривыя  пик- 
нуть дв%  сопряженный  мнимыя  точки  въ  безковечности.  Известно,  что 
ов^  кром'Ь  того  им'Ьютъ  всегда  третью,  всегда  д'Ё&ствительную  двои- 
втю,  или  сопряженную  точку,  именно — точку,  изъ  которой  опускаются 
верневдикуляря  на  касательный,  и  что  кривыя  зти  допусваютъ  не  бо- 
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53.  Ин^я  бъ  виду  говорить  о  кривыхъ  двойной  кривизны 
третьяго  и  четвертаго  порядка,  мы  начали  со  вторыхъ,  по- 
тому что  до  сихъ  иоръ  только  ими,  кажется,  и  занимались. 
Между  т'Ьмъ  кривыя  третьяго  порядка  бол^Ье  просты  и  бо* 
лЪе  доступны  для  ядученк.  Мы  нашди^  что  они  обладаютъ 
многими  интересными  свойствами  и  представляются  въ  очень 
многихъ  вопросахъ.    Зд'11сь   мы   не  можемъ   излагать  этотъ 

предметъ    во  всемъ    подробнымъ    развитш,    какое    онъ  до- 
ну скаетъ. 

Ограничимся  зам'Ьчанхемъ,  что  перспектива  кривыхъ  дя- 
Н1Й  двоякой  кривизны  третьяго  порядка  не  даетъ  всЪхъ 
пдоскихъ  кривыхъ  третьей  степени^  но  только  ^Ъхъ^  кото- 
рый им'Ьютъ  двойную,  или  сопряженную,  или  возвратную 
точку. 

54.  Польза  теорш  поверхностей  втораго  по- 
рядка. Не  будемъ  бол'Ье  распространяться  о  теорш  по- 
верхностей втораго  порядка  и  лиши  двоякой  кривизны,  про- 
исходящихъ  отъ  ихъ  перес'Ьчен1я .  Изъ  сказаннаго  нами  до- 
статочно видно,  къ  какому  разбит1ю  способны  эти  учешя  и 
какое  обширное  поле  для  изсл'ЬдованШ  еще  представляютъ 
они  для  геометровъ.  Эти  изсл'Ьдовашя  мы  считаемъ  необхо- 
димыми для  того,  чтобы  упрочено  было  дальн'Ьйшее  ра8вит1е 
геометрги  и  наукъ^  порождаемыхъ  примЪненхемъ  геометрш 
къ  физике. 

Въ  самомъ  д'Ьл^,  геометрхя,  какъ  и  вс^  друпя  положи- 
тельныя  знашя,  подчинена  услов1ю,  понуждающему  умъ  че- 
лов'Ьчесшй  твердо  идти  впередъ  не  иначе^  какъ  постепенно, 
и  непрем'Ьнно  отъ  простаго  къ  сложному;  и,  подобно  тому, 
какъ  коническ1я  сбчешя,  прост'Ьйшгя  кривыя  въ  геометрхи  на 


х'Ье  шести  Еасательныхъ  изъ  одной  точки.  Къ  этому  заключени)  я 
былъ  приведенъ  также  и  другими  соображешями,  не  выходящими  язъ 
области  плоской  геометрш. 

Мног1я  друг1а  кривыя  четвертаго  порядка  ии'1ютъ  также  сопряжен- 
ныл  мвимыя  точки  въ  безконечности;  таковы  спирнческхя  лиши,  т«-е. 
ПЛ0СК1Я  с'Ьчвв1я  кольцеобразной  поверхности,  касснноида  и  друпя. 
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пюсхостн^  следовало  изучить  подробно  и  глубоко,  преиБде 
ч1ыъ  переходить  къ  шюшимъ  вадачамъ,  тавъ  и  въ  геометрш 
трехъ  н8М^Ьрешй  поверхности  втораго  порядкя  являются 
простейшими  формами,  И8учев1е  которыхъ  есть  необходимое 
средство  для  дальн'Ьйшаго  движешя  въ  по8нан1и  свойствъ 
пространства.  , 

Что  касается  наукъ  о  явлешяхъ  природы,  то  поверхности 
втораго  порядка  несомненно  должны  встречаться  зд^сь  во 
множестве  вопросовъ  и  играть  такую  же  важную  роль,  вакъ 
въ  планетной  системе— коничесшя  сечен1я.  Въ  наиболее 
ученыхъ  фвзико-математическихъ  И8ыскан1яхъ  анализъ  уже 
обнаружилъ  значенхе  зтихъ  поверхностей;  но  на  это  столь 
благопр1ятное  обстоятельство  смотрятъ  большею  част1ю^  какъ 
на  случайное  и  второстепенное,  не  допуская,  что  оно  мо- 
жетъ  быть  стоить  въ  прямой  зависимости  отъ  первона- 
ч11ьной  причины  явлетя  и  представляетъ  действительное, 
а  не  случайное,  основаше  всехъ  обстоятельствъ  явлен1я. 

Теперь,— когда  чистая  геометр1я  въ  себе  самой  содер- 
жнтъ  средства  для  вывода  ращональнымъ  путемъ,  безъ  по- 
соб1я  трудныхъ  вычислетй  и  преобразовашй  анализа,  мно- 
гочисленныхъ  свойствъ  поверхностей  втораго  порядка  и  для 
решев1я  относящихся  сюда  вопросовъ — естественно  думать, 
что  и  въ  общихъ  явлешяхъ  изъ  области  физики,  где  эти  по- 
вфхности  должны  играть  весьма  важную  роль,  можно  бу- 
деть  достигать  изъаснешя  и  даже  полной  теорш  явленШ  пу- 
темъ прямаго  разсуждбН1я  при  помощи  чистой  геометр1и, 
основываясь  единственно  на  свойствахъ  и  общихъ  законахъ 
явлетя.  Другими  словами,  можно  думать,  что  приложеме 
иометрш  къ  физическимъ  явленгямъ — эта  наука  Кеплера, 
Гюйгенса,  Ньютона,  Маклорена,  Стеварта,  Ламберта, — пр10- 
брететъ  въ  усовершенствованной  теор1и  поверхностей  вто- 
раго порядка  полезное  и  плодотворное  учеше,  которое 
дасть  ей  новую  силу  после  почти  вековой  остановки.  Мы 
не  сомневаемся,  что  такой  путь,  всегда  прямой  и  естествен- 
нмй,  столь  удовлетворяющ1Й  нашему  уму,  будетъ  могущест- 
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венно  содействовать  наук^Ь,  освящая  ей  путь  и  укножая  от< 
крнт1я  во  вс^хъ  областяхъ  натуральной  философ1и  ^*). 


'^)  Тольжо  что  вышедшШ  мемуаръ  Пуансо  о  вра1цате1ьвомъ  двя^Св- 
Н1И  т'Ьдъ  представляетъ  разите^ьнн&  примерь  удобства  и  внгодъ  гео- 
жетрическаго  метода,  о  воторомъ  жы  говоривъ.  Трудный  вопросъ,  сто- 
ивш1В  впродо1жев1е  ц^даго  в'^ва  столькихъ  усид1в  саинмъ  знанени- 
тымъ  анадистамъ,  иэс1'1дованъ  зд^^сь  съ  такою  удивитедьною  асностхю 
и  простотою,  что  имв  лучше  всего  мояетъ  быть  уничтоженъ  продрав- 
судокъ,  въ  силу  котораго  за  геокетрхей  признается  только  древность 
вронсхождев1Я,  а  не  характеръ  ея  заслугъ  н  ея  научнаго  назначенхя,"— 
отрицается  ея  способность  къ^развит1ю«  причемт.  геометр1ю  уподобля- 
ютъ  мертвому  языку»  безполезному  и  неспособному  бол^е  служить  по- 
требностямъ  челов^ческаго  ума.  Этому  ошибочному  взгляду,  который 
можетъ  только  препятствовать  прогрессу  науки,  мы  позволимъ  себ1 
пхютнвопоставнть  следующее  мн^н1е  знаменитаго  автора  Мееап^^ие 
сииЛуОдце^  высказанное  шестьдесятъ  л^тъ  тому  назадъ  по  повожу  ве- 
ликихъ  задачъ  системы  мгра,— задачъ,  въ  которыхъ  геометр1я  опере- 
дила  анализъ:  „Как1я  бы  преимущества  не  представлялъ  алгебраяче- 
СК1Й  анализъ  иередъ  геометрическими  пр1емами  древнихъ,  обыкновенно 
называемыми,  хотя  весьма  не  соотв'Ьтственво  съ  сущностью  д^ла- 
синтезомъ,  т'Ьмъ  не  мен'Ье  существуютъ  задачи,  въ  которыхъ  эти  пр!- 
емы  предпочтительны  какъ  по  особой  ясности,  такъ  я  по  простогЬ  и 
изяществу  доставляемыхъ  ими  р'Ьшетй.  Есть  даже  таме  вопроса,  въ 
которыхъ  алгебраичесв1Й  анализъ  кажется  совс^Ьмъ  недостаточннш»  н 
Р']&шен1е  которыхъ  поВидимому  можетъ  быть  достигнуто  только  свн- 
тетическимь  аутемъ^.  {8иг  ГШгаеОоп  йев  зрЪёгоЫеа.  еШрИдиез.  Ков- 
уоаизс  Мёщо1ге8  (1е  ГЛсаДетге  с1е  ВегИп,  1773). 


ГЛАВА  ШЕСТАЯ. 

С0ДЕРЩН1Е   МЕМУАРА'') 

I.  Начертательная  геоиетр1я«Мовава  перешла  въ  препода- 
ваше  матенатпкн.  Одннъ  изъ  геоиетровъ,  особенно  глубоко 
П0СТИГШ1Й  характеръ  и  метафизику  науки,  уже  давно  вне* 
шаль  желав1е,  чтобы  теорхя  трансвёрсалей  Карно  введена 
бнла  въ  элементы  геометр1и  ');  эта  теор1я  оценена  боль* 
шяветвомъ  профессоровъ,  которые  теперь  включаютъ  въ 
СВОЕ  курен  ея  важн'Ьйш1я  теоремы.  Но  другхе  указанные 
вами  выше  методы  еще  разсЬяны  по  иемуарамъ,  чтеше  ко- 
торнхъ  ножетъ  казаться  долгимъ  и  труднымъ  по  причнн'Ь 
множества  содержащихся  въ  иихъ  новыхъ  результатовъ.  Въ 
этомъ,  я  думаю  у  заключается  настоящая  причина  невнимашя 
кь  современной  рацшнальной  геометр1и;  всл'&дств1б  весьма 
халкаго  недоразум'Ьшя  думаютъ,  будто  бы  она  предетавляегь 
хаосъ  новыхъ  предложешй,  открытыхъ  случайно^  не  нм'Ью* 
щвхъ  шг  связи  между  собою,  ни  значешя  для  сколько-ни- 
будь существеннаго  ра8вит1я  науки  о  пространстве. 

Стараясь  устранить  это  недоразум'Ьн1е,  мы  сочли  полез- 
вннъ  собрать  всЬ  частння  и  разрозненння  предложен1я  и  вы- 


*)  „Исторм  Геометр1я'<  оредсгавляетъ  какъ  бы  введен1е  къ  мемуару 

Шал:  Мёто4ге  де  дёетйгге  виг  ёЫих  рппЫрев  депеганх  е^е  1азс1епсе: 

1й  ^ыаШеНГНотодгарНге. 

Прим,  перев. 

')\  .  .  .  Эта  остроумная  теор1я  трансвёрсалей,   простыя   и  плодо- 

тмрныя  начала  которой  должны  бы  быть  причислены    къ  элемевтаиъ 

кояетр1н^.  (Пуаисо  сн.  Лигпа1   с^е  Гёео1е  ро1у1еекпц1ие,  10-е  оаЫег 

Што^ге  яиг  1ев  ро1ддопе8  еЛ  1вв  ро1уЫкге$). 
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вести  жхъ  И8ъ  неиногихъ  наибол^Ье  общихъ  истинъ,  находя- 
щихся въ  соотношен1и  съ  указанными  нами  методами;  это 
служило  бы  также  подтверждешемъ  нашей  классификащи. 
Подобную  работу  мы  оваглавили  бы  такъ:  Опытъ  дополненгй 
нъ  рацгональной  геометрги.  Ёя  главная  задача  есть  догма- 
тическое и8ложен1е  геометрическихъ  методовъ  и  нхъ  важ- 
н^йшихъ  приложешй.  Къ  этому  мы  присоединяемъ  новую  и 
чисто  геометрическую  теорш  новерхдостей  втораго  порядка 
и  геометрическую  же  теорио  плоскихъ  кривыхъ  третьяго 
порядка,' — теор1и,  съ  которыми  пора  наконецъ  ознакомиться; 
теперь  это  также  необходимо  для  дальнФйшихъ  успЪховъ 
въ  геометрш,  какъ  прежде  необходимо  было  полное  зна- 
В1е  кривыхъ  втораго  пордгдка. 

Матер1алы  для  подобной   работы    были    нами    бол1(е  или 
мен^е  уже  заготовлены,  какъ  это  можно  видеть   изъ  разно* 
образныхъ    нрим^чашй   оттуда    заимствованныхъ    для    на- 
стоящаго  сочинешя.  Но,  какъ  и  должно  было  случиться  въ 
работе  обнимающей  столько    разнообразныхъ  изслфдовашй, 
предметь  оказался  обширн^^е  и  для  сколько  нибудь  удовле* 
творительнаго  окончашя  потребовалъ  больше  времени  н  бо« 
л^е  широкой  рамки,  нежели  мы  думали  сначала;   тавъ  какъ 
продолжительная  отсрочка    представляетъ   свои  неудобства, 
то  мы  р^Ьшились  написать  сначала  отдельно  о  раахичныхъ 
предметахъ,  назначавшихся  для  сочинетя,  предполагая  вас- 
сл%дств1И    возвратиться    къ  первоначальному    нам^решю  и 
желая  вм'1ст%  съ  тЪмъ,  чтобы   писатель  болЪе  искусный  я 
бол^е  способный  повести  д'Ьло  съ  усп'Ъхомъ,  предупредялъ 
иасъ  въ  выполнеши  предпр1ят1я,  которое   мы  считаемъ  по- 
лезнымъ  для  науки. 

2.  Въ  нашемъ  мемуарА  мы  изсл^Ьдуемъ  методы  второй  и 
третьей  группы  и  обнаруживаемъ  два  общ1я  принципа,  къ 
которымъ,  какъ  было  уже  сказано,  приводятся  всЬ  эти  ме- 
тоды и  которые  составлаютъ  основан1е  двухъ  общихъ  уче- 
Н1й  о  видошмтьненги  (Лё^огтаНоп)  и  преобразоеанги  {1гап$- 
(огтаИоп)  фигуръ. 
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3.  Эти  два  принципа  ми  доказываемъ  прямо,  №чего 
они  получаютъ  значеше  абсолютныхъ  и  отвлечевныхъ  истив^, 
независимыхъ  ни  отъ  какого  частнаго  метода,  который  былъ  бы 
нухенъ  для  ихъ  оправдашя  или  облегчетя  ихъ  прим'Ьнбшя 
въ  частныхъ  случаяхъ. 

Принципы  эти  будуть  изложены,  какъ  было  уже  сказано, 
въ  формФ  бол^е  общей,  ч^^иъ  всяк1й  изъ  частныхъ  методовъ. 
Такое  обобщен1е,  нами  сделанное,  оказывается  особенно  по* 
аезнымъ  въ  принцип^Б  количественныхъ  соотношешй,  чрез- 
вычайно простомъ  и  открывающеиъ  для  вышеупомянутыхъ 
теорА  множество  новыхъ  приложешй.  При  этомъ  основа* 
шемъ  служить  одно  соотношен1е,  къ  которому  всегда  можно 
привести  веб  друпя,  именно  соотвошен1е,  названное  нами 
ангар моническил^ъ  отношепгемъ  четырехъ  точекъ  или  пучка 
четырехъ  прямыхъ.  Это — единственный  типъ  всбхъ  соотно- 
шевШ,  способныхъ  къ  преобразовашю  на  основаши  дока- 
знваемыхъ  нами  принциповъ.  Законъ  соотв^^тстщ  между 
данною  фигурою  и  фигурою  преобразованною  состоитъ 
пенно  въ  равенстве  соотв'Ьтствующихъ  ангармоническихъ 
огаошешй. 

ВслЪдств1е  простоты  этого  закона  и  самой  формы  ангар- 
коническаго  отношен1я,  оно  получаетъ  чрезвычайно  важное 
значеше  въ  наукД  о  пространств'^. 

Иногда  можетъ  на  первый  взглядъ  казаться,  что  какое* 
нибудь  соотношеше  не  подходитъ  подъ  формулу  ангармони- 
яеекаго  отношен1я;  задача  геометра  должна  состоять  тогда 
въ  томъ,  чтобы  привести  данное  соотношеше  къ  81той  фор- 
ж^Л  посредствомъ  подготовительныхъ  преобразовашй,  до 
■заветной  степени  сходныхъ  съ  изм^Ьненхемъ  перемЪнныхъ 
I  вообще  съ  преобразован1ями,  употребляемыми  въ  анализе. 

4.  Мы  начинаемъ  съ  взаимнаго  преобразовашя,  приложешя 
хотораго  представляются  въ  теор1и  взаимныхъ  поляръ,  по- 
тону что  другое  преобразоваше  (видоизм'Ьнеше)  вытекаетъ 
юь  него,  какъ  естественное  сл']&дств1е»  хотя  по  назначенш 
своему  им^еть  совершенно  такую  же  общность.  Принцнпъ 
ваанмнаго  преобразоваша    мы  назовемъ,   следуя  выраа&енод 
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Жерпонна,  принцнпонъ  двойственности;  фигуры  же,  нахо- 
Д8Щ1ЯСЯ  во  взадмнокъ  соотношев1и  по  такому  закону— ваоилс- 
ними  {со^^ёШ^Vе8)*). 

Докававъ  принципъ,  мы  предлагаемъ  различный  примЪне- 
шя  его,  которыя  приводятъ  къ  новымъ  предложен1ямъ,  вы- 
ражающимъ  нер'Ьдко  совершенно  новаго  рода  общ1я  свойства 
кривыхъ  ЛИВ1Й  на  плоскости  и  двоякой  кривизны,  а  также 
геометрическихъ  поверхностей:  нотомъ  М11  даемъ  самое 
общее  какъ  аналитическое,  такъ  и  геометрическое,  построе- 
Н1е  взаимныхъ  фигуръ;  наконецъ  излагаемъ  соотношев1е 
между  нашвмъ  принципомъ  и  теор1ею  взаимныхъ  поляръ  и 
внводимъ  изъ  него  различные  друг1е  частные  методы,  кото- 
рые также  могли  бы  служить  удобными  средствами  для  при- 
М'1нев1я  къ  д^лу  этого  принципа,  есдибы  онъ  не  быяъ  прямо 
и  а  рггогг  доказанъ,  какъ  свойство,  присущее  '  простран- 
ственнымъ  формамъ. 

5.  Между  приложев1ями  принципа  двойственности  есть 
одно,  на  которое  мы  здЪсь  обращаемъ  особое  внимаше. 

Бросая  взглядъ  на  состоянхе  геометрш  до  того  времеви, 
когда  начали  употреблять  теор]ю  поляръ  для  преобразовани 
н^^которыхъ  теоремъ,  мы  зам'1чаемъ,  что  тогда  знали  очень 
мало  истинъ,  представлявшихъ  взаимное  соотв'Ьтствхе  съ 
истинами  изв^^стными.  Въ  теорхи  кривыхъ  лин1й,  наприм'&ръ, 
ни  одному  изъ  общихъ  свойствъ  не  было  изв'Ьстно  взаимно- 
соотвЬтетвенваго.  Это  обстоятельство  доказываетъ,  что  ана- 
литическШ  методъ  Декарта,  служившШ  ко  множеству  пре- 
красныхъ  открыт1й^  преимущественно  въ  теорхя  кривыхъ  ли- 


*)  Слово  еоггёШг/  употребляется  въ  тысяч'1^  разлнчяыхъ  обстоя- 
тельстве; иозтоиу  желательно  бн  было  им-бть  другое  прилагательное, 
произведенное  отъ  слова  с^иаШё.  Мы  думали  занюнить  слово  ЛиаМе 
словомъ  с^грНапъбу  воторнмъ  выражалась  бы  двойственность  своВствъ, 
обнаруживаемая  вс^^ни  фигурами  въ  пространств^^:  прннципъ  двоВ- 
ственности  мы  назвали  бн  следовательно  ргтЫре  Ле  й%$кан%е^  а  фи- 
гуры находяп^1яся  во  взаимномъ  соотв'1»тств1и  поэтому  закону — ёгрка- 
п^^%еВш  Но  мы  не  решились  ввести  эти  новый  на8ван1ж  вж&сто  обще- 
уцотребнтельныхъ. 
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ш1,  становится  неприложимыиъ,  или  по  крайней  х^рЪ  пред- 
ставляетъ  весьма  больш1я  8атруднен1Я,  при  попытке  выводить 
1зъ  него  теоремы,  непосредственно  получаемыя  по  закону 
двойственности  какъ  взаимно  соотв'Ьтственныя  теоремамъ, 
докавываемымъ  по  способу  Декарта.  Принципъ  двойствен- 
вости  даетъ  въ  отомъ  отношен1и  чистой  геометр1И  неоспори- 
мое преимущество  передъ  аналитической  геометр1ей. 

Но  отсюда  не  сл-Ьдуетг  заключать,  что  алгебра, — это  уди- 
вительное оруд1е,  прим-Ьнявшееся  до  сихъ  поръ  ко  вс^ъ 
геометрическимъ  соображеи1Я11ъ^— не  можетъ  оказывать  по- 
мощи при  ивсл^доваши  новыхъ  свойствъ  пространства, 
уекользающихъ  повидимому  отъ  прхемовъ  Декарта.  Скорее 
слФдуетъ  иаоборотъ  думать^  что  для  прим'Ьнен1я  къ  такой 
Ц'Ьли  нужно  только  соотв'Ьтственно  видоивм'&нить  великую 
мысль  Декарта,  признавая  за  нею  ея  существенную  черту — 
ориложеше  алгебраическихъ  символовъ  къ  представлеяшмъ 
пространства  и  формы. 

Въ  способ^Ь  Декарта  кривая  разсматривается  какъ  совокуц- 
иость  точекъ,  сл^дующихъ  одна  за  другой  по  опред'Ьден- 
ноиу  закону,  и  положеше  всЬхъ  этихъ  точекъ  выражается 
иостояннымъ  соотношешемъ  между  равстоян1ями  каждой  иаъ 
нихъ  отъ  двухъ  неподвижныхъ  осей. 

Нетрудно  зам'Ьтить,  что  въ  новой  анамипической  гео- 
метрги  кривая  лин1я  должна  быть  разсматриваема  какъ  оги- 
баюпцш  всФхъ  своихъ  касательвыхъ,  положеше  же  этихъ 
орямыхъ  должно  выражаться  однимъ  уравнен1емъ  съ  двумя 
переменными,  который  каждою  парою  своихъ  значенШ  опре 
д^ляютъ  одну  изъ  касательныхъ, 

Принципъ  двойственности  непосредственно  приводить  хъ 
этой  новой  €ис1пем1ъ  аналитической  геометрги,  если  его 
прилагать  къ  самымъ  пр1емамъ  Декартовой  геометр1и  и  къ 
тЬиъ  соотношешямъ,  который  представляютъ  уравнев1я  кри- 
выхъ  линШ,  или  поверхностей.  Такую  новую 'геометр1Ю  мы 
лзложимъ  коротко  въ  нашемъ  мемуар'Ь  съ  этой  именно  точки 
зр%н1я,  т.  е.  какъ  простое  прим']Ьнеше  принципа  двойствен- 
вости,  предполагая  впосд'Ьдств1и  возвратиться  къ  атому  пред- 
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нету,  разработанному  нами  прямо,  безъ  помощи  прнндиаа 
двойетвенности,  и  почти  такцмъ  асе  путемь,  какой  праняп 
нрм  издоженк!  аналитической  геометри!. 

Въ  немногих^  словагь  мы  уже  прежде  высказали,  въ  чемъ 
ваключается  наша  новая  система  координапи  и  дали  н4- 
скопп  ея  првложенШ  (См.  Сагге^опйапсе  таШетаИдие  (1е 
Оие1;е1е1,  и  У1^  ^  81)»  Наша  работа  была  бы  очень  полезна, 
еслибы  принципъ  двойстмшшетв  былъ  неизв^стенъ,  такъ 
какъ  она  служила  бы  для  лргааго  дввазательства  теоремъ 
вваимно-соотв'Ьтственнылъ  теоремамъ  Дешфпаой  геометрии; 
80  теперь  нФтъ  надобности  спешить  изданхенъ  еж,  потоку 
что  принципъ  двойственности  даетъ  возможность  мгиовевио 
преобразовывать  истины,  получаемыя  по  способу  Декарта. 

Несмотря  на  это,  намъ  кажется,  что  новая  система  ана- 
литичесжой  %еометрги  заслуживаетъ  дальн^^йшаго  разввш, 
пополни  собою  вм'ЬстЬ  съ  учешемъ  о  коордипатахъ  Де- 
карта д^ло,  начатое  великимъ  философомъ  на  основаши  его 
глубокой  мысли  о  прим^пеши  алгебры  къ  геометрхн. 

6.  Сказанное  нами  объ  аналитической  геометрш  относи- 
тельно свойствъ  пространства,  открнваемыхъ  посредствоиъ 
принципа  двойственности^  прилагается  до  известной  степени 
и  къ  теорш  трансверсалей  въ  томъ  видЪ,  какъ  она  дредло* 
жена  Бармо  и  какъ  она  прим'1няется  съ  тЬхъ  поръ  впродол- 
жен1е  тридцати  л^^тъ.  Теория  эта  въ  своемъ  теперешнемъ  вид^ 
не  цриложима  къ  доказательству  многихъ  теоремъ  о  кривыхъ 
лишяхъ  и  поверхностяхъ  взаимно-соотв^тствующихъ  другииъ 
теоремамъ,  въ  этой  теорхи  довазываемымъ.  Однако  она  при- 
ложима  и  къ  взаимнымъ  теоремамъ,  если  въ  нихъ  идетъ  рЪчь 

только  о  ПрЯМЫХЪ  ЛИН1ЯХЪ,   и  это  потому,  что  БарНО  ВЕЛЮЧИЛЪ 

въ  свою  теор1Ю  теорему  Ивана  Бернулли  (или,  лучше  сказать, 
Чевы,  какъ  нами  объяснено  вь  11рим^чан1и  У1),  которая  есть 
взаимная  теорем^^  Птолемея. 

Подобнымъ  же  образомъ  достаточно  ввести  въ  теор1го 
трансверсалей  некоторый  предложешя  о  кривыхъ  дишихъ 
н  поверхностяхъ,  чтобы  сд&лать  ее  прямо  способною  дри- 
лагатьея  къ  обоего  рода  вопросамъ,  которые  должны  теперь 
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представляться  во  всФхъ  геометр  ическихъ  И811скан!яхъ.  Ташя 
теоремыу^-именво  ввавменя  теоерешнвмъ  основннмъ  пред- 
дожев1янъ  теорш  трансвереаяей, — уже  полутны  Шнееле  въ 
его  аржложешях:^  теор1и  вваимнахъ  поляръ;  этмъ  шскуешй 
геометръ  польвуетея  вми  въ  мекудрФ:  АлаХузе  Л^Ьгапв^ег» 
бЛеа  аррИд^иее  а  2в*  тАегске  Лев  ргоргШёв  рго}есИюе$  Лез 
Идпез  Л  выне^тт  дёоткггдиез  (Си.  СгеЦе'в  ^аи^п€и^  и  УШ). 

7.  Польза  влчлшА  двойотвенностн  для  ад- 

гебрОБЬ  Мн  повазалн,'  что  прянцяпъ  двойетвенноетя  рас- 
пространяетъ  свои  приложешя  на  аналитическую  геоме^рш, 
ввода  въ  нее  новую  систему  коордянатъ;  сл^Ьдуетъ  прибавить, 
что  вл1яте.  и  шаченхе  этого  принципа  могутъ  простираться 
даже  на  самую  алгебру,  понимаемую  въ  совершевно  от- 
влеченномъ  смысле.  Этому  не  надобно  удивляться:  Монжъ 
иа  прекрасныхъ  примф^тлъ  покавалъ  вамъ^  что  закоиамъ 
пространства  и  всФмъ  достаточно  общимъ  поняпямъ  гео- 
метрш  могутъ  соответствовать  соображеша  и  выводы  чисфой 
алгебры.  % 

&  нримЪнешя  принципа  двойственности  къ  алгебр'Ь  мы 
еиотримъ  съ  двухъ  1^очвкъ  зрЪвоя.  Вопервыхъ,  какъ  на  сред- 
ство для  интегращи  во  многихъ  случаяхъ;  во  вторыхъ, — каиъ 
на  способъ  получать  равличныя  теоремы  алгебры  посредст- 
воиъ  алгебраическаго  внражен1я  нЪкоторыхъ  геометричеснихъ 
реаультатовъ. 

Пояснимъ  въ  цемногнхъ  словахъ  это  двоякое  примЪяен1е 
1ф1иципа  двойственности  хъ  алгебраическому  аналвву. 

8.  Данной  поверхности  соота^^тствуетъ  по  принцшву  двой- 
ственности поверхность  взаимная  и  каждому  свойству  первой 
поверхности  соохнФтствуетъ  взаимное  свойство  второй. 

Если  первая  поверхность  выражена  уравнеи1емъ  (въ  какой 
ртчдао  системе  координатъ),  то  геометрическ1я  соотношев1я, 
существуюпця  между  первою  и  второю  поверхностью  по- 
служатъ  для  перехода  отъ  уравнещй  первой  къ  уравнешю 
второй  поверхности  въ  той  же  системе  коордииатъ  и  обрат- 
но для  перехода  отъ  уравнешя  второй  къ  уравнешю  первой. 
(Мы  даемъ  формулы  въДекартовыхъ  координатахъ  ли  втого 
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перехода.)  Есдн  первая  поверхность  внражева  уравнепемъ 
съ  частными  дшфференщадани,  то  ену  найдется  тавое  же 
соответственное  для  второй  поверхности.  Это  второе  урав- 
вбН1е  вообще  будетъ  отякчно  отъ  перваго  и  можетъ  легче 
поддаваться  способамъ  внтеграц1и.  Есдн  его  можно  инте- 
грнровать,  то  найдется  конечное  уравнеше  второй  поверх- 
ности, отъ  котораго  посредствомъ  вншеупомянутыхъ  формул 
шф^емъ  къ  уравнен1ю  первой  поверхвостн,  т.  е.  будемъ 
нм^ть  ннтеграяъ  предяоженваго  уравнешя  еъ  частными  дяф- 
ференц1ахами. 

Это  тотъ  самый  способъ,  который  мы  нвяожняи  подробно 
въ  Прим'Ьчан1я  XXX  въ  прнм'Ьненш  къ  езаимнымь  поверх- 
мостямъ  Монжа  и  на  который  указаяи,  какъ  на  предметъ  теор1в 
втнхъ  поверхностей. 

Способъ  втотъ,  разсиатриваемый  анаянтически,  невависяно 
отъ  всякнхъ  геометрическихъ  соображешй,  есть  въ  сущности 
ничто  иное,  какъ  аягебранческое  преобра80ван1е,  въ  которомъ 
соотношсшя  между  соответственными  переменными  указы- 
ваются намъа^рг^ог»  аналитическими  выражешями  вваимнаго 
соответств1я  между  фигурами,  построенными  по  вакону  двой- 
ственности. 

9.  Пользоваться  принципами  двойственности  дляоткрыш 
теоремъ  алгебры  можно  следующимъ  обравомъ. 

Полоашмъ,  что  на  основавш  принципа  двойственности 
найдена  геометрическая  теорема  и  что,  пытаясь  докапать  эту 
теорему  путемъ  алгебры,  т.  е.  по  способ^  координатъ,  мы 
ветрЪчаемъ  непреодолимый  ватруднешя  вследств1е  недоста- 
точности современнаго  анализа^  тогда  мы  постараемся  разъ- 
яснить затруднительный  пунктъ^  т.  е,  другими  словами^— 
разъяснить  то  алгебраическое  поняпе,  которое  необходимо 
должно  быть  допущено,  чтобы  получалось  желаемое  заключе- 
И1е.  Это  алгебраическое  ноняпе  выразится  алгебраическою 
теоремою^  которая  такимъ  обравомъ  будетъ  доказана  посред- 
ствомъ геометрш. 

Достаточно  пояснить  этотъ  пр1емъ  примеромъ. 

Положимъ,  что  мы  хотимъ  доказать  помопцю  способа  ко- 
ордмматъ  тамую  теорему:  Если  къ  данной  геометрической 
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поверхности  проеедемъ  всгь  касательныя  плоскости^  парал- 
лельпыя  данной  плоскостщ  то  г^ентръ  среднпхъ  разстоянгй- 
точекъ  прикосновения  будетъ  всегда  находиться  въ  одной  и 
той  же  точкп  пространства^  каково  бы  пи  было  положенге 
плоскости^  кг  которой  параллельны  проводимыя  касатель- 
ныя  плоскости* 

Еоординаты  точекъ  прикосновен1я  касательныхъ  плосво- 
етей  определяются  изъ  уравневгя  поперхности  Р  (Ху  у,  ^^==0 
1 18ъ  двухъ  ураввевШ 

^г        ар 

—  -ь  Ь  —  =  О 

с1у  '  Лг  '^^     ^ 

гд1  а  и  Ъ — два  угловыя  количества,  опред%ляющ1я  общее  на- 
правлеше  касательныхъ  плоскостей.  Исключая  у  ^  г  изъ 
дтвхъ  трехъ  уравесн1й)  получимъ  уравнен1е  относительно  х^ 
корни  котораго  будутъ  абсциссы  точекъ  прикосновев1я.  На 
основаши  изложенной  теоремы  сумма  этихъ  корней  должна 
оставаться  таже,  каково  бы  ни  было  общее  направдеше 
касательныхъ  плоскостей,  т.  е.  каковы  бы  ни  были  два  пара- 
осетра  а  и  6.  Отсюда  получается  такая  теорема  алгебры: 

Если  исключимъ  изъ  трехъ  уравненгй 

щемлнныя  у  и  г^  то  сумма  корней  окончательнаго  урав- 
ненгя  относительно  х  не  будетъ  зависнуть  отъ  коэффицген- 
товг  а  и  Ъ. 

Этого  примера  достаточно,  чтобы  вид'Ьть,  какъ  прила- 
гается принципъ  двойственности  къ  нахожден1ю  теоремъ 
алгебры. 

10.  ПриЛюжеше  принципа  двойственности 

къ  ДИНамик^Ь.  На  предидущпхъ  странпцахъ  показаны 
1филожен1я  принципа    двойственности    къ  двумъ   геометри- 

т.  X,  шяш.  I,  отд.  п.  2 
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ческимъ  учешямъ,  именно  къ  способу  коордннатъ  Декарта 
и  теор11г  трансверсадей  и  къ  алгебраической  тсор1и  ин- 
тогрнрован1я  уравнен]В  съ  частными  дифференц1аламиу  но 
идея  двойственности  можетъ  распространяться  и  на  друпе 
отд']&лы  математики,  преимуществонно  на  динамику.  Зд^Ьсъне 
м'Ьсто  говорить  объ  этомъ  п  мы  отсылаемъ  читателе!  къ 
Прим'Ь.чашю  XXXIV. 

11.  ПринцИПЪ  Г0И0Гра»1И,  Вторая  часть  нашего 
мемуара  посвящена  другому  общему  принципу,  именно  прин- 
ципу видоизминенгя  фигуръ  (Ле/'огтаНоп). 

Фигуры,  разсматриваемыя  въ  приложсн1яхъ  этого  принципа, 
принмлежатъ  къ  одному  роду,  т.  е.  въ  нихъ  каждой  точк!:, 
каждой  прямой,  каждой  плоскости  одной  фигуры  соотвФт- 
ствуетъ  точка,  прямая,  плоскость  на  другой  фигур^Ь,  какъ 
это  бывает7>  паприм1;ръ  въ  фигурахъ  подобннхъ,  или  въ  плос- 
кихъ  фигурахъ,  изъ  которихъ  одна  есть  перспектива  другой; 
вс.1'Ьдств1е  этого  мы  назовемъ  таюя  фигуры  гомографиче- 
скимПу  принципъ  же,  о  которомъ  говоримъ,  —  принцицомъ 
гомографическаго  впдоизмп.нетя^  или  просто — П2)инципомъ 
гомтрафги. 

12.  Прежде  чЪмъ  говорить  объ  этомъ  предмет1Б,  считаемъ 
нелишнимъ  точн']&е  опред'Ьлнть  философскШ  характеръ  этого 
принципа  и  свойство  его  приложешй  въ  ращональной  гео- 
метрш. 

ПриМАНеше  принципа  ГОМОГра»Ш.  Первое  на- 

значеше  этого  принципа  заключается  ^ь  обобщенги  свойетьъ 
пространства. 

Отсюда  вытекаютъ  два  рода  прим%нен1й,  къ  которымъ  онъ 
способенъ,  потому  что  обобщете  можетъ  быть  сд^^шно  двоя- 
кимъ  образомъ:  оно  моясетъ  относиться  къ  построеваю  и 
форм*  фигуры,  или  же  оно  можетъ  касаться  сво1ств*  фмгурн. 

Въ  первомъ  случае  предлагается  такой  вопросъ:  по  извл- 
стиымъ  свойсшвамъ  некоторой  фигуры  сдгьлать  занлючете 
о  подобные  же  свойстаахь  въ  фшур^ь  того  же  рода^  но 
бо.те  обгц,аго  построенъя. 
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Напри н%ръ,—изъ.нЪиоторыхъ  данныхъ  свойствъ  круга  или 
сферы  вывести.  соотв']&тствениця  свойства  коническихъ  сЪ- 
чевЛ  или  поверхностей  втораго  порядка. 

Во  второмъ  случае  вопррсъ  таковъ:  зная  нтькоторые  ча- 
стные случаи  неизвпсшнаго  еще  обгцаго  свойства  фигуры^ 
вывести  это  общее  свойство  ея. 

Возьмемъ  ваприм^Ьръ,  три  сопряженные  дхаметра  поверх- 
ности втораго  порядка;  известно,  что  сумма  квадратовъ  ихъ 
есть  величина  постоянная.  Теорема  эта  вызываетъ  сл']&дующ1П 
вопросъ:  дается  поверхность  втораго  порядка  и  чсрезъ  про- 
извольную точку  пространства  проводятся  три  прямыя  лин1и; 
каковы  должны  быть  условхя  построен1я  этихъ  прямыхъ^  что- 
бы въ  частномъ  случа'Ь,  когда  точка  взята  въ  центр'Ё  поверх- 
ности, овЬ  представляли  собою  три  сопряженные  Д1аметра; 
и  каково  свойство  этяхъ  прямыхъ,  обращающееся  въ  такомъ 
частномъ  случа'Ь  въ  вышеуказанное  свойство  сопряжениыхъ 
даиетровъ.  , 

Понятны  такимъ  образомъ  оба  общ1е  вопроса,  для  которыхъ 
предвавначается  гомо%рафиче(кое  видоизм)ьнепге. 

13.  Первый  изъ  этихъ  вопросовъ  приводить  къ  иесомнЬ- 
нону  способу  нзыскан1я. 

Действительно  положимъ,  что  требуется  доказать  некоторое 
свойство  фигуры;  выбираемъ  изъ  безчисленнаго  множества 
гомаграфическихъ  фигуръ  ту,  въ  которой  всл'Ьдств]е  ся  про- 
стоты или  другихъ  обстоятельствъ  теорема  становится  оче- 
видною или  доказывается  гораздо  легче.  Такъ,  употребляя 
аерснективу!  приводили  часто  изсл-бдоваша  свойствъ  кони- 
ческихъ с^чешй  къ  изсл-Ьдоваагю  свойствъ  круга. 

14.  Съ  точки  зр'Ьшя  втораго  вопроса  можно  на  гомогра- 
фическое  видоизмтьнеиге  смотреть,  какъ  на  прхемъ,  относя- 
оцйся  къ  разряду  об^атныхъ  способоиъ.  Зд']&сь  им']&стся  въ 
виду  задача  обратная  той,  какую  мы  ежеминутно  разрЬшаемъ 
выводи  изъ  общей  теоремы  ея  частный  слЬдств1Я.  Съ  такой 
точки  зр%шя  прннципъ  гомограф1и  заслуживаетъ,  кажется,  н'Ь- 
котораго  бниман1Я.  Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  въ  геометр111  всегда 
легко  переходить  отъ  истины    къ  ея  слЪдств1ямъ,   предста- 

2* 
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вляющимъ  иотивы  мен^е  общ1Яд    ч%мъ    первоначальная,  но 
не  существуетъ  еще  правилъ    обратныхъ  для  перехода  отъ 
частныхъ  истинъ  къ  бол'1е  общинъ.  Индукц1я,  аналопя  и  нЪ- 
которыя  частныя  соображешя  безспорно  могутъ  въ  извЪст- 
ныхъ  случаяхъ  навести  насъ  на  путь  въ  бол-^^е  общей  истин'Ь 
и  даюгь  возможность    предвидеть  ее;    но  затЬмъ    являете» 
совершенно  инойвопросъ — доказательство  угаданной  истины  - 
и  для  этого  мы  не  им'бемъ  ни  одного  спец]альнаго    метода. 
Принципъ  гомографги    и  разнообразный  видоизм']^нео1я   изъ 
него  вытекающ1я  доставляютъ  такого  рода  методъ,  истинный 
методъ  обобщенгя,  и    его  кажется  только  пытались  до  сихъ 
поръ  ввести  въ  рац10нальной  геометрш  ^).  Понятна    польза 
подобныхъ  методовъ  для  ускорен1я  усп^ховъ  науки.  Н^тъ  от- 
крытая сколько  нибудь  важнаго^  котораго  зачатки  и  некоторые 
частные  случаи  не  встр']Ьчались  бы    задолго  ран'Ье;    но  при 
помощи  методовъ  обобщешя  они  же  могли  бы  вести  къ  от* 
крыт]ю  немедленно.  Вотъ  почему  важно  изыскивать  и  разра- 
ботывать  такого  рода  методы. 


*)  По  поводу  скаваннаго  зд^сь  осмелюсь  указать  на  сходство  въ 
въ  одноиъ  отношен!!!  между  этниъ  методомъ  и  интегра1ьннхъ  всчи- 
слен1емъ.  Ц'Ьль  того  и  друтаго  одинаковая:  именно  переходъ  отъ  того, 
что  произведено  изъ  предмета  къ  самому  предмету  ((1^апе  ЛеНьоНоп 
й'ип  оЪ}е1  к  се);  оЪ]е1). 

Когда  дано  количество,  то  мы  ум^емъ  всегда  и  тотчасъ  же  на1ти 
его  днфференцшдъ;  но  для  вопроса  обратнаго,  но  данному  дифферен- 
цхальному  количеству  или  уравневш  набти  его  интегралъ,  общихъ  спо- 
собовъ  не  существуетъ.  Подобннмъ  же  образомъ  изъ  даннаго  обшаго 
иредложен1я  можно  сеЙчасъ  же  вывести  частные  случаи  и  точно  также 
не  пм11емъ  общаго  способа  для  обратное  задачи,  когда  по  частному 
случаю  неизв^^стнаго  общаго  предложен1я  требуется  на§ти  это  посл^Ьдвее. 

Сбл11жен1е  это  покажется,  быть  можетъ,  мен^е  страннымъ,  если  мы 
прибавимъ,  что  отъ  другихъ  способовъ  преобразован1я  фигуръ  арннципъ 
гомографп!  отличается  тою  особен вост1ю,  что  въ  немъ,  какъ  н  въ  ннте- 
гральномъ  ИСЧИСЛСВ1И,  делается  переходъ  отъ  безконечиаьо  къ  конечному. 
Въ  ириложен1яхъ  атого  прин1]^ипа  чаще  всего  требуется  свойства  фи- 
гуры, им'ЬющеИ  н^которыя  части  въ  безконечностн,  распростравить  на 
фигуры  того  же  рода,  но  въ  которыхъ  зти  части  находятся  на  раз- 
стояп1яхъ  конечныхъ« 
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Въ  иемуар'Ь  мы  офеддагаеиъ  различныя  приложешя  прин- 
ципа гонограф1в;  одно  изъ  нихъ  касается  системы  коорди- 
на1ъ  Декартовой  геометр1и  и  ведетъ  къ  новой,  бол'Ье  общей 
систем'6  аналитической  геометрш,  которая  можетъ  служить 
для  нрямаго  доказательства  дутемъ  анализа  предложенШ,  вы- 
воднмыхъ  по  принципу  гомограф1и,  какъ  обобщешя  теоремъ 
аолучаемыхъ  способомъ  Декарта. 

16.  Методы  вытекаюпце  изъ  принципа  го- 

МОГр&ФШ.  Общ1й  принцппъ  гомографическаго  видоизм'Ь- 
неи]я  заключаете  въ  себЬ-  несколько  частныхъ  методов!», 
которыми  удобно  пользоваться  въ  вопросахъ  спещальныхъ 
и  мен'Ье  общихъ.  Укажемъ  изъ  нихъ  три  навбол']^е  важные. 

Цервый  методъ  есть  теор1я  гомологическихъ  фигуръ  Пон- 
селе,  служащая,  наприм^ръ,  для  вывода  изъ  свойствъ  сферы 
множества  свойствъ  поверхностей  вращен1я  втораго  порядка 
нм'1ющяхъ  фокусъ;  мы  пополняемъ  ее  принципомъ  количе- 
етвенныхъ  соотношенШ,  безъ  чего  эта  изящвая  теор1я  не  при- 
лагалась бы  ко  многимъ  вопросамъ  и  была  бы  неполна  *). 

Второй  методъ  представляетъ  обобщен1е  угловыхъ  соотно- 
шев1й  и  прилагается  исключительно  къ  распространенш 
свойствъ  сферы  на  поверхности  вращен1Я  втораго  порядка,  не 
1м1ющ]я  фокусовъ.  До  сихъ  поръ  ни  одинъ  изъ  способовъ  про- 
образован1я  не  могъ  прим'Ь пяться  къ  изыскашямъ  этого  рода. 

Трет1й  методъ  прилагается  къ  весьма  многочисленному 
классу  свойствъ,  относящихся  къ  геометр1и  м'Ьрн,  т.  е.  къ 
длинамъ,  поверхностямъ  и  объемамъ  фигуръ;  это  есть  пере- 
водь  на  языкъ  чистой  геометр1и  того  аналитическаго  способа, 
который  мы  уже  употребляли  для  распространев1я  свойствъ 
Сферы  на  поверхности  втораго  порядка.  При  помощи  этого 
метода  мы  между  прочимъ  доказываемъ  простымъ  разсужде- 


*)  Принцнпъ  количествевннхъ  соотношен1В  необходнмъ,  наприи'Ъръ, 
для  вывода  нетрическихъ  свойствъ  системы  двухъ  хонвческихъ  с^че- 
И1Й,  вачертательннл  свойства  которой  даетъ  Повселе;  точно  тоге  иож- 
во  сказать  о  теор1н  барел^ефовъ,  которыхъ  иетряческ1я  свойства  важны 
не  мен^е  свойствъ  чисто  начертательннхъ. 
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В1е11ъ  известные  прекр&свыя,  а  также  Я'Ъкотория  вовыя, 
свойства  сопряженяыхъ  дааметровъ  поверхностей  втораго 
порядка,  свойства,  которыя  до  сихъ  поръ  доказнваяись  только 
посредствонъ  анализа. 

17.  Вообще  првложен1я  прввцвпа  гомограф1и  къ  поверх- 
ностямъ  втораго   порядка    приводить    васъ    естественнынъ 
образомъ  ко  множеству  свойствъ,  которыя  не  были  еще  нае- 
дены посредство  иъ  употребляющихся  теперь  аналятичесхихъ 
пр1емовъ;  эти  приложев1я  покажутъ,   можетъ  быть,    возиож- 
ность  основать  полную    и  обширную   теорш    поверхностей 
втораго  порядка  па  соображев1Яхъ    чисто   геометрическихъ, 
безъ  пособ1я  вычисленШ,   какъ  мы  уже  заявляли   объ  этомъ 
выше.  Авалвзъ  во  мвогихъ  другихъ  обстоятельствахъ   пред- 
ставляетъ  безспорно  преврасныя  инеизм'Ьримыя  преимущества 
передъ  геометр1ей;  но  зд'Ьсь    позволительно  прибавить,   что 
въ  теорш  поверхностей  втораго  порядка  овъ  должевъ  усту- 
пить методу  геометрическому.    ГеометричесвШ    путь    зд'Ьсь 
быстр'Ье  и  плодотворн'Ьеу  нежели   путь  вычи слеша;    онъ  въ 
тоже  время  бол'бе  ясень,  потому  что,  извлекая  свои  пособ1я 
изъ  самой  сущности  предмета  безъ  всякихъ  вспомогательныхъ 
соображен1й,  онъ  ясн'Ье   обваруживаетъ  связь   между   пред- 
ложен1ями,  проникаетъ  до  ихъ  источника  и  можетъ  изъ  ка- 
кого-нибудь первоначальнаго    соотношешя   между  фигурами 
д-блать  безконечное  множество  выводовъ,  являющихся  новыми 
предложешами,  которыя  не  всегда  можпо  получить  изъ  ава- 
литическихъ   Формулъ    и  преобразовашй  и  которыя    въ  та- 
комъ  случа'Ь  потребовали  бы  особыхъ,  часто  долгихъ  и  труд- 
ныхъ  доказательствъ  *}. 


•)  Въ  Мётогге  зиг  1е8  ргоггёЫз  йез  сбпев  йи  весапй  скдгё  мы  уже 
показали  прим^ръ  преииуществ1^,  которыя  можетъ  представлять  геоме- 
трическ18  иетодъ  передъ  анализоиъ  въ  теор1и  поверхностей  втораго 
порядка.  АналвтичесБхй  путь  не  только  не  привелъ  бы  васъ  къ  раз- 
личнынъ  теореиамъ,  полученныиъ  вами  посредствонъ  геометрическихъ 
соображевЮ,  но  и  доказнвалъ  бы  ихъ  не  такъ  просто  и  скоро;  въ  втомъ 
УЫ  уб'^дились,  перевода  ваши  первая  доказательства  на  дзыкъ  анализа. 


СОДЕРЖАНИЕ    МЕМУАРЛ.  303 

Дрыбавлете:  0т1ячнте^ьвнй  хараЕтеръ  издагаемнхъ  нами  прняци- 
оовъ  дво&ственности  иго110граф1иу  проистекаюшхВ  изъ  употребле- 
ния въ  ннхъ  апгармоническаго  отношен1я,  заключается  въ  томъ, 
что  по  самому  свойству  этого  отношения  век  получаемыя  нами 
теоремы  прилагаются  почти  всегда  сами  собою  и  къ  фигураиъ 
на  сферФ.  Такимъ  образомъ  оба  эти  принципа  доставляютъ  удоб- 
ное и  естественное  средство  переносить  на  сферически  фигурн 
ъсЪ  свойства  плоскнхъ  фигуръ  я  даже  обобщать  уже  изв^стння 
свойства  сферическяхъ  фигуръ. 

Наприм'Ьръ,  для  данной  сферической  фигуры  нзв'^стна  была 
до  сихъ  норъ  толь1ю  единственная  фигура,  именно  даполнител^' 
мод,  имеющая  то  свойство,  что  точкалп  н  большимь  кругошъ 
первой  фигуры  соотв'Ьтствуютъ  на  дополнительной— (^04ъш«в  нруги 
и  точ1ки\  но  прннципъ  двойственности  повазываетъ,  что  кром!» 
этой  дополнительной  фигуры  можно  начертить  на  сфер'1Ь  безчи- 
елейное  множество  другяхъ,  обладающихъ  т'Ьмъ  же  свойствомъ; 
нривцнпъ  двойственности  зказываетъ  н  способъ  построен1я  такнхъ 
фигуръ,  между  которыми  фигура  дополнительная  есть  не  бол^е 
какъ  частный  случай. 

Поэтому  мы  можемъ  сказать,  что  принципы  двойственности  н 
гомограф1И  представллютъ  настояпЦй  рацюнальный  методъ  для 
распространен1я  на  сферичесшя  фигуры  свойствъ  плоскихъ  фн- 
туръ,  однимъ  словомъ, — для  создан1я  геометрш  сферы;  и  эта  часть 
науки  о  пространств^^  можетъ^  теперь  делать  быстрые  и  легк1е 
усп1ан« 

18.  Независимо  отъ  прии^^ненхя  въ  докаватедьству  и  обоб- 
щенио  свойствъ  пространства,  принципъ  гомографхи  пред- 
став1яетъ  еще  и  третьего  рода  выгоду,  заключающуюся  въ 
самомъ  понятш  о  гомографги  фйгуръ.  Д'Ьйствительно^  изу- 
1ев1е  двухъ  гомографичесвихъ  фигуръ  и  знанхе  ихъ  обоюд- 
выть  соотношешй  представляютъ  собою  яовня  геометриг 
чееюя  истины,  изъ  которыхъ^  какъ  сл%дств1е,  моакетъ  1н- 
текать  множество  изв^стныхъ  теоремъ,  а  также  можетъ  по- 
лучаться много  новыхъ  результатовъ,  найти  которые  безъ 
оомолщ  теорш  гомографичесвихъФигуръ  былобы  очень  трудно» 

Такъ  напрам^ръ,  мы  можемъ  сказать^  что  разнообразные 
способы  образоваН1я  коннческнхъ  сЬчетЪ^  данные  Вьюто- 
вомъ,  Даклореномъ,  Де-Виттомъ  и  др.,  и  множество  свойствъ 
этнхъ  крнвыхъ, — свойствъ,  не  им'Ьющихъ  повидимону  между 
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собою  ничего   общаго,  —  суть    непосредственныя   сл^Ьдств1я 
теорж  гомографпческиУ!»  фигуръ  (См.  Прпм.  XV  и  XVI). 

Свойства,  оЛнаруживаемыя  системою  двухъ  равныхъ  или 
даже  двухъ  подобвыхъ  тЁдъ,  пом^щеннихъ  какъ  угодно  въ 
пространстве,  суть  также  сл^дствхя  этой  теорш.  Эти  свой- 
ства, еще  не  иясл-Ьдовавння,  весьма  многочисленны  и  ведутъ 
къ  разлпчнымъ  любопытнымъ  теореиамъ  о  безконечно-ма- 
лыхъ  движен1яхъ  и  даже  о  конечныхъ  перемЪщешяхъ  твер- 
даго  гЬла  ®). 

Въ  нашемъ  мемуар'Ь  мы  разсматриваемъ  гонографическое 
видоивм%нев1е  фигуръ  только  какъ  средство  для  доказатель- 
ства я  обобщев1я  теоремъ;  друг1я  же  общ1я  свойства  этихъ 
фигуръ,  нами  зд'Ьсь  указанны»,  нредполагаемъ  изложить  въ 
особомъ  сочиненш. 


ЗАКЛЮЧЕН1Е. 

19.  Посл'Ь  изложснныхъ  нами  соображеп1П  о  свойств'Ь  и 
назначеши  принциновъ  двойственности  и  гомограф1И  позво- 
лительно, кажется,  думать,  что  если  въ  наукахъ  о  простран- 
ств'Ь  существуютъ  велиюе  и  плодотворные  первичные  за- 
коны,— подобные  исчисленш  безкоиечно-малыхъ  въ  анализ^Ь^ 
соединившему  въ  себ']^  и  усовершенствовавшему  всЬ  прхемы 
квадратуръ  и  шах1ша,  подобно  въ  механике  началу  возмож- 
ныхъ  скоростей,  изъ  котораго  Лаграижъ  извлекъ  всЬ  друпе 
принципы,  подобно  великому  закону  Ньютона  въ  области 
небесныхъ  явлетй  ^), — то  дв^Ь  простыя  теоремы  геометр1и,  нзъ 


*)  Привел еиъ  для  примера  следующую  теорему,  вотор'&я  иожетъ  вхо« 
дить  въ  начала  практической  мехавяки:  Можно  всегда  перевести  твер- 
дое т^^о  изъ  одного  положен]я  въ  другое  непрерывннмъ  движен1емъ 
вянта,  къ  которому  т'Ьло  было  бы  прикр'1&11лено.  (См.  ВиИеПп  ипгьёг- 
8е1  с1е8  зсгепсез,  потетЪге  1830;  Соггезроп^псе  таШётаЫ^ие  с1б  Вги- 
аеПез  I.  VII,  р.  352.  ' 

')  Таково,  безъ  соин'Ьшя,  уб'Ьжденхе  лицъ,  оривыкшихъ  ближе  всма- 
триваться въ  свойства  пространства,  въ  нхъ  взаимную  связь  и  особен* 
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которвхъ  проистекаютъ  принципы  двойственности  и  гомо* 
траф1в  наиболее  приближаются  при  совреиенномъ  состоян1п 
геометр1и  къ  такнмъ  великимъ,  еще  незв'Ьстцымъ  намъ  об- 
щимъ  законамъ. 

ДЫствительно,  эти  дв-б  'теореиы  въ  своихь  непосредст- 
веннпхъ  сл4{дств1яхъ  обнимяютъ  не  только  множество  от- 
д(льныхъ  истинъу  но  ц^Ьлне  теорш  и  методы,  весьма  важные 
I  плодотворные. 

Не  входя  въ  подробности  о  приложешяхъ  этихъ  теоремъ 
и  о  новыхъ  путяхъ^  открываемыхъ  ими  для  геометрическихъ 
ншсканЛ,  вам'Ьтимъ  только,  что  первая  теорема  разд'^^ляетъ 
всЬ  свойства  пространства  на  два  обширные  класса;  н'Ьтъ 
ни  одного  свойства^  какъ  бы  оно  обще  ни  было,  котораго 
бы  эта  теорема  не  превращала  въ  другое,  столь  же  общее 
въ  своемъ  род'Ь. 

Вторая  теорема  обобщаетъ  вс^  частныя  и  раврозненныя 
истины,  укавываетъ  ихъ  взаимный  соотношен1я,  связываетъ  их< 
между  собою,  приводя  къ  одной  общей  истин'Ь;  и  эта  тео- 
рема, также  какъ  первая,  заключаетъ  ц^лые  методы  въ  свовхъ 
безчисленныхъ  сл'Ьдств1яхъ. 

20.  Принципы  двойственности  и  гомограф1и  съ  различными 
1зъ  нмхъ  проистекающими  методами,  другхе  способы  пре- 
обра80ван1Яу  указанные  нами  въ  ОеотеЬпе  ЛезсИрИрв  Монжа, 


но  въ  удивительную  непрырывнасть,  придающую  имъ  въ  высшей  степени 
характеръ  растяжимости,  не  представляемый  другими  поюжнтельвнми 
науками,  иапримфръ  наукою  чиседъ.  Такое  же  мвАше  о  геометрш  в 
еа  будущности  высвазываетъ  ученый^  известный  своими  трудами  во 
■ногяхъ  отд^^жахъ  математическихъ  наукъ  и  занимающей  несмотря  на 
1010дне  тодн,  почетное  м^сто  въ  одной  изъ  первыхъ  Академхй  ^ропн: 
„Очень  жаль,  пишетъ  тЪ  г.  Бетю,  что  большая  часть  современвыхъ 
катематиковъ  им^етъ  такое  неблагопрхятное  мн^&в1е  о  чистой  геоме- 
трш..^.  Мн1  всегда  казалось,  что  ихъ  болФе  всего  удер&иваетъ  пред- 
юлпемый  ими  иедоетатокъ  общности  въ  геометрическихъ  методахъ.... 
Но  чьи  это  вина,  геометрш  ли,  или  тФхъ,  кто  ею  занимается?  Я  очень 
сионенъ  верить,  что  существуютъ  нФкоторня  ве лик1я  истины,  который 
должны  бнть,  такъ  сказать,  источнпкомъ  вс^хъ  другихъ,  въ  такомъ 
же  родЪу  какъ  приицвпъ  возможныхъ  скоростей  въ  механик^^.*^ 
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въ  ОеошёЬпе  регзресНье  Еузинери  и  въ  теорш  стереографн- 
ческихъ  проэкцШ,  представляютъ  вм^ст^  съ  теораей  транс- 
версалей  саныя  могущественныя  учен1я  новМшей  геометрш 
и  сообщаютъ  ей  характеръ  легкости  и  всеобъемлекости,  от- 
личающгй  ее  отъ  геометрш  древнихъ. 

Въ  самомъ  д'Ьл^,  эти  способы  преобразовашя  являются 
верными  средствами  или,  такъ  сказать,  формами,  служащими 
для  нахогдешя  по  произволу  сеолькихъ  угодно  геометриче- 
скихъ  истинъ. 

Возьмемъ  въ  пространстве  какую  нибудь  Фигуру  и  одно 
изъ  изв'Ьстныхъ  ея  свойствъ,  прим^нимъ  къ  этой  ФигурФ 
который  нибудь  изъ  способовъ  преобразован1я  и  просл'Ьдимъ 
различныя  видоизм^нешя  и  преобразованхя  теоремы,  внра- 
акающей  упомянутое  свойство;  тогда  получимъ  новую  фигуру 
и  ея  свойство,  соотв'1^тствующее  данному  свойству  первой 
фигуры. 

Так1я  средства  новейшей  геометр1и  умножать  до  безко- 
нечности  геометричесюя  истины  можно  уподобить  форму- 
ламъ  и  преобразовашямъ  алгебры,  который  даютъ  верный  и 
быстрый  отв']Ьтъ  на  предложенные  вопросы,  или  же — ^реак- 
тивамъ  химика,  которые  в'Ьрнымъ  и  неизм'Ьннымъ  образомъ 
вызываютъ  превращешя  въ  подвергнутомъ  имъ  веществе; 
эти  средства  суть  настоящ1я  орудхя,  ^  которыхъ  не  им^ла 
древняя  геометр1я  и  которыя  составляютъ  отличительную 
черту  новой  геометр1и. 

Въ  геометр1и  древнихъ  истины  были  разрознены;  трудно 
было  созидать  и  изобретать  новый;  не  всякШ,  кто  хогЬлъ, 
могъ  сделаться  геометромъ«и8обретателемъ. 

Теперь  можетъ  явиться  кто  угодно,  взять  какую  нибудь 
известную  истину^  подвергнуть  ее  различнымъ  общнмъ  прь 
емамъ  преобразовашя;  и  онъ  получитъ  друпя  истины,  новыя 
или  более  общ1я,  которыя  въ  свою,  очередь  можно  подверг- 
нуть такому  же  преобразовашю;  такимъ  образомъ  можно 
умножать  почти  до  безконечности  число  новыхъ  истинъ,  вы- 
водимыхъ    изъ  одной;   правда   не  все    будутъ   заслуживать 
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вн11иав]я,  но  н:1которыя    могутъ    представлять    интересъ    и 
даже  вести  къ  чему  нибудь  весьма  общему. 

И  такъ,  при  современномъ  состояши  вауки  всякШ  можетъ 
обобщать  и  д'Ьдать  отврытхя  въ  геометр1и;  чтобы  прибавить 
камень  къ  здашю  уже  н^тъ  надобности  быть  ген1емъ. 

Поэтому  на  современное  состояше  геометрхи  можно  смо- 
треть, какъ  на  состояше  явнаго  прогресса  и  быстраго  со- 
вершенствовав1я;  думаемъ,  что  теперь  по  справедливости 
ножво  сказать  объ  этой  наукЪ  то,  что  въ  свое  время  счи* 
талосъ  исключительнымъ  характеромъ  аналитической  геоме- 
"гри:  дДухъ  новой  геометрш — постоянно  возводить  истины, 
^къ  старый,  такъ  и  новыя,  до  возможно    большей  степени 

общности"  *). 


КОНЕЦЪ   ПЕРВЛГО   ТОМА. 


•)  Го111епе11в,  Е%8Ь(Лге  йе  УЛс<Шт1е  с^ев  всгепссз  1704,  зиг   1с$  зрг- 
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ПРИМЪЧАНШ 


ПРИМФЧАН1Е   I. 

(Нервал  эпоха  я*  5), 

О  удпкообравныхъ  лншяхъ  Персея.  Н4Ьото  изъ  Герона» 
АлевеавдрШеваго,  относящееся  къ  пимъ  кривымъ. 

• 

Икя  геометра  Керсея  -упоминается  только  однимъ  писателемъ, 
гаенно  ПроБДОМЪ  въ  его  комментар1и  на  первую  книгу  Евклида. 
Но  не  въ  одномъ  только  этомъ  памятнике  древней  науки  говорит- 
ся о  улиткообравныхь  лишяхъ  {Идпе^  8р(щие8,  спирическхя  ли- 
нш),  вакъ  думали,  кажется,  до  сихъ  поръ.  Въ  одномъ  весьма 
древнемъ  сочинен1И  Герона  А.1ександр1йскаго,  которое  было  вос- 
фваведено  въ  1571  и  1579  годахъ  Конрадомъ  Дасиподаемъ  ^) 
щъ  заглав1емъ:  ^ШтепсШига  ьосаЬШогит  деопШп'согитт* ,  мы 
находимъ  весьма  точное  опред'Ьленхе  с  пиры  ■зрьге),  г.  е.  кольце- 
образной поверхности,  и  различныхъ  видовъ  этой  поверхности, 
<теч1я  которой  суть  кривыя,  обладающая  особыми  свойствами. 

дто  М'Ьсто  изъ  Герона  следующее:  8регга  [И  диап^о  С1гси1и8 
пО^ш'^  сеШгит  каЬепз  т  а'гси1о  е1  егесШ  ехШепз^  ай  р1апит  грзг- 
'« е1гсии  (иегИ  сктситЛисШу  е1  геоегШиг  Негит  ипйе  соерега( 
то^ег1;  ШиЛ  грзит  (гдигае  депш  потгпаШг  хр1хоо  огЫ8.  Вгвсоп- 
Апт  аШеш  ^регга  €В1^  диае  йшо1иШ  е81^   аШ  АшоШюпет  НаЬе1. 


')  Еис1Ш9  Б1етт1огит  ПЬег  рптт.  Пет  Негошн  АкхапЛгШ  юосаЬЫа 
щеНат  ОеопШНса,  ап1еа  пипдиат  еЛНа\  ^гаесе  е1  1а1ше  рег  Сопгас1ит 
0а57ро(11ат.  Аг^епИпае  1571,  1П  8. 

Отго  С.  Оавуро(111  Ае  В18а'р11П1Л  т(иНетаИс48.  Е]и5(]ет  Негопгз  АЬехап- 
4гЫ  ^(теяеШигае  УосаЬи1огит  деотеМсогит  1гапз1аи'о\  е\т6ет  Ьесаеоп 
ща^ктШг'сит,  ех  {НеегШ  соЦесЫт  апЫдш^  $сг!рШ.    Аг|;епигае  1579,  1П  8. 


ПРИМФЧАН1Я 

СопИпиа  ^его,  диае  ипо  т  рипс1о  сопсиМ.  ВттШгапет  /шЬет 
€81,  диапЛо  ЫгсьЛш  дш  сггситЛгюИиг ,  гр8ете(  тр$ат  $еса1, 
Ртп1  аШет  е1  Нагит  ^есЫопе^,  Ипеае  дгмеЛат  ргоргге(а1ет  $иат 
каЬегиеб. 

М'Ьсто  объ  улитвообразныхъ  лин1яхъ  у  Прокла  н'Ьсколько  под- 
робн'Ье  и  им'Ьетъ  еще  то  преимущество,  что  въ  пемъ  названо  имя 
изобретателя  этихъ  кривыхъ.  Греческхй  текстъ  этого  м'Ьста  воспро- 
изведенъ  Кетле  (^ие1;б1е1;)  и  пом^щанъ  вм^^сгЬ  съ  переводоиъ  въ 
весьма  любопытной  и  достойной  вниматя  зам^^тк^Ь  егр  о  спири- 
ческихь  линшсъ  (Ц^пев  8рш4ие8).  Эта  заметка  напечатана  въ  вид*]^ 
преднсловгя  къ  увенчанному  Брюссельскою  академ1ею  въ  1824 
году  мемуару  Пагани  объ  этихъ  линшхъ  ц  также  въ  Сагге^роп- 
Лапсе  тЫкёпиШдие  раг  ^ие^;е1е(,  I.  П,  р.   237. 

Эти  спиричешя  линги  ввели  въ  заблуждете  почти  вс^хъ  писа- 
телей, говорившихъ  объ  нихъ:  одни  смешивали  ихъ  со  спиралями; 
друг1е  относили  изобретателя  ихъ  къ  позднейшему,  чемъ  еле- 
дуетъ,  времени. 

Рамусъ  (Катив)  въ  ЗсНоИв  шсиКешШтв  помещаетъ  этого  гео- 
метра после  Герона  и  Гемина. 

Деталь  (ОесЬа1в8)  помещаетъ  его  также  после  Гемина  и  прп- 
писываетъ  этому  последнему  спиричестя  линги^  а  Персея  делаетъ 
изобретателемъ  спиралей  *). 

У  Бланкана  (В1авсапи8)  встречаемъ  странное  противореч1е.  Онъ 
говоритъ,  что  Персей  родился  после  Гемина,  ему  припнсываетъ 
открытхе  спирическихъ  лин1й,  и,  не  смотря  на  это,  говоритъ,  что 
Геминъ  писалъ  объ  этихъ  же  линхяхъ '). 

Восс1й  (в.  I.  Уо88Ш8)  помещаетъ  Персея  между  балесомъ  -п 
Пиеагоромъ  и  припнсываетъ  ему  спирали  ^). 

Бернардинъ  Бальди  (ВаИ!)  относитъ  Персея  ко  временн  рожде- 
н1я  Архимеда  и  Аполлошя  (250  до  Р.  X.)  и,  по  Проклу,  совер- 


*)  Сипы  та1Нетаиси8,  I.  I,  (1е  рго^гезви  таСЬвзеов,  р.  8. 

<)  Ве  пЫига  таИ1етаИсагит  лЫепИагит  1гас1аИо,  а^дие  е1агогит  та1кета' 
исогит  сНгопо1од1а,  ВовоШае  1615,  №  4. 

*]  Ве  ишегзае  та^Ьмео»  па{ига  е1  соизШиШпе  ИЬег;  сш'  9й^;ипд(^иг  еНг^ 
по1од{а  та^^етаи'со^ит.  Ат81еЫат1  1660,  т  4. 
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шенно  точно  оиред'Ьляетъ  открытая  Персеемъ  улиткообразння  ли- 
ши '). 

Геильброннеръ  (НеНЬгопоег)  впадаетъ  въ  ту  же  ош^ву,  вакъ 
Восс1й  и  Деталь,  относительно  Брввыхъ  Персея,  но,  Еавъ  кажет* 
сд,  указываетъ  настоящее  время  существован1я  этого  геометра  ^}. 
Онъ  помЪщаетъ  его  между  Арвстеемъ  и  Менехмонъ.  Ему,  по  на- 
шему мн^Ьнш,  слЪдуетъ  приписать  именно  эту  древность. 

Монтукла  относитъ  его  въ  бол'Ье  позднему  времени.  Онъ  по- 
мЪщаетъ  его  въ  двухъ  первыхъ  стол'Ьт1Яхъ  христхансваго  л^Ьтоис- 
чнслешя.  Нельзя,  важется,  сомн'Ьвахься,  что  это  ошибочно,  если 
принять  въ  соо6ражен1е  вышеприведенное  м'&стр  изъ  Герона  и  м^сто 
у  Провла,  гд'Ь  свазано,  что  Геминъ  писалъ  объ  улитвообразныхъ. 

Монтувла  думалъ,  что  до  него  всЪ  смешивали  спирическгя  ли 
нш  со  спиралями  Архимеда,  и  что  онъ  первый  повазалъ  значенхе 
этохъ  вривыхъ  '').  Но  изъ  предыдущаго  видно,  что  Деталь,  Вос- 
сМ  и  Геильброннеръ  д'Ьйствительно  впали  въ  эту  ошибву,  но  Баль- 
ди  и  Бланванъ  не  сд'кзали  ея.  Два  другге  писателя  тавже  опре- 
делили совершенно  точно  значенхе  улитвообразныхъ.  Первый— Да- 
сиаод1й,  воторый  въ  своемъ  сочинен1и  Ве(%пШоп€$  е(  Лтвгепев 
6е(те1гга€  ^)  нЪсвольво  разъ  говоритъ  объ  этихъ  вривыхъ.  Дру- 
гой—это ученый  Савил1й,  воторый  въ  Ргае1есН(те^  (гес^есгш  т 
рппЫршт  е1етеп1огиш  ЕисИ(И$  (ОхопИ  1621,  ш  4)  перечисляетъ 
известный  древнимъ  вривыя  и  приводитъ  слово  въ  слово  том'1сто 
Оровяа,  гд'Ь  повазывается   образован1е    улитвообразныхъ  лип1й. 


9)  Сготса  й.€  МШетаИсг  отего  ЕрНоте  ЛеН'  Шогга  М1е  тЧе  1ого.  1п  ОгЬ!- 
по,  1707,  ш  4.  аРепво,  поп  %г  9й  Ьепе  Л{  ^иа^  раМа  «1/'«|><в.  ^и  вдИ,  со- 
те 9'Ы4а  Ргос(о,  ШШоге  (Ш1е  Ипее  яу(НеНе,  /е  циаН  пмсопо  ЛаНе  ^а/гге 
$Штл  ми  лр{га, »  (р  85] . 

*)  ИШоНа  пииНмво»  ип9еег9ае,  11р81ае  1742,  1о  4. 

^  ВШо(ге  Лм  та1МтаИдиев,  I.  I,  р.  316. 

^  ЬмЛеоп  тсЛКетаНситу  ех  (ИюегШ  соИШит  'ап^^^1Ш  8Сг(рШ;  это  часть 
шшеупонпутаго  сочниен!!,  взданваго  аъ  1579  году. 

ЗреМеае  нс&опе$  На  н  Дабея^,  Ш  аШга  зй  4пеиГ9а1а,  ^тр^^ев^а  9ШИ$ 
С0ш4л9  е^ц^лае.  АИвга  юего  Ы  тв4{о  ^цШт  еН  Шгог\  9Х  и^^а^ие  ^его  раги 
йе/кй.  Е91  Шат  аИа,  ^иае  оЫопда  сит-  $и,  г'п  теШо,  МегтаИо  иШиг  пи- 
поп;   »еЛ  ех  Шгадие  ра^^е  АШаЫг. 


ПРВИ-КЧАНи!. 


ПРИНФЧАН1Е  П. 

[Первая  эпоха  я*  8) 
О  х^кспхъ  на  поверхнооФн  Вввляда. 

Менту Бла  на  172  страниц^Ь  перваго  тома  Ниюгге  Ле^  таЛепшицие^ 
говорить,  что  мыта  на  поверхности  (т6по1  про;  Бт^ау8^аV)  Евклида 
суть  поверхности,  а  на  страниц'Ь  215  того  же  тома, — что  это  кривыя 
Овоякой  кривизны,  образуемыя  на  кривыхъ  поверхностяхъ,  какъ 
наирим'Ьръ  винтовая  лин1я  на  кругломъ  цилиндре.  Очень  мо- 
жетъ  быть,  что  древи1е  обозначали  этимъ  словрмъ  вообще  поверх- 
ности ц  проводимый  на  нихъ  врнвыя.  Но  что  же  такое  были 
именно  Ьоса  аЛ  8ирег[1С1еш  Евклида?  Для  р'Ьшен1я  этого  вопроса 
мы  не  им^емъ  другихъ  указашй,  кром'Ь  четырехъ  леммъ  ПашЕЯ, 
относящихся  къ  этому  сочинен1ю;  такъ  какъ  въ  этихъ  леммахъ 
говорится  только  о  коническихъ  с^ченхяхъ,  то  мы  думаемъ,  что 
Евк.1идъ  разсматривалъ  исключительно  поверхности,  называемыя 
теперь  повррхностями  зтораю  порядка.  Мы  думаемъ  даже,  что 
зд'Ьсь  должно  разуметь  только  поверхности  вращтя,  Потомучто 
съ  одной  стороны  изв'Ьстно,  что  поверхности  вращен1я  втора]Ч1 
порядка  изучались  древними  еще  до  Архимеда:  это  видно  изъ 
сл'Ьдующихъ  словъ,  сказанныхъ  въ  конц'Ь  12-й  теоремы  книги  о 
гфероидахъ  и  коноидахь  при  вывод'Ь  свойствъ  ихъ  плоскихъ  сЬ- 
чен1й:  «доказательства  всЬхъ  этихъ  иредложеи1Й  изв'Ьстны:»;  съ 
другой  стороны  мы  зам'Ьчаемъ,  что  посл'Ьдняя  лемма  Наина  выра- 
жаетъ  главное  свойство  фокусовъ  и  директрисъ  коническа1Ч)  сЬ- 
чен1Я.  11о  всей  в'Ьроятности  эта  теорема  служила  для  доказатель- 
ства, что  л^сто  точекъ,  разстоян1я  которыхъ  онъ  неподвижной 
точки  и  отъ  данной  плоскости  находятся  въ  постоянномъ  отво- 
шен1и,  есть  сФероидъ  или  коноидъ;  или  же  для  доказательства, 
что  с'Ьчен1е  этого  мЪста  плоскоспю,  проходящею  чрезъ  ненодвиж- 
ную  точку,  есть  коническое  сЬчеше,  для  котораго  эта  точка  есть 
фокусъ,  а  прямая  пересЬченхя  плоскости  кривой  съ  данною  пло- 
скостью— директриса . 
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На  осяован1и  этого  мы  полагаемъ,  что  Ьоса  ой  8ьрег[гпет  Ев- 
клида били  поверхносги  вращен1д  втораго  порядка  и  также  ври- 
внд^  получаемыд  отъ  оересЬченхя  плоскостш  Бакъ  этпхъ  поверх- 
ностей, тавъ  и  конуса. 

ПРИМФЧАН1Е   Ш. 

V 

{Первая  эпоха  п*  *). 

О  порнакахъ  Евклида. 

Мы  обязаны  Р.  Симеону  возстановлешемъ  особой  формы,  свой- 
ственной преддожен1ямъ,  называвшимся  у  древнихъ  Роптала, 
и  ра<ъяснен1емъ  н'Ьвоторыхъ  изъ  нихъ  но  неполнымъ  указанхямъ 
Павпа.  Въ  разныхъ  м^стахъ  своего  сочннешя  Свмсонъ  воспроиз- 
водить также  и  38  леммъ,  заключающихся  въ  СоИесИопев  таЛе- 
таИсае  и  относящихся  къ  Рогтпа1а,  съ  доказательствами  очень 
часто  упрощенными  и  пополненными;  зд'Ьсь  же  онъ  приводить  до- 
казательства пяти  теоремъ,  превращенннхъ  Ферматомъ  въ  пориз- 
иЫу  и  еще  многихъ  весьма  общихъ  предложенхй  о  кругЬ,  найден- 
ннхъ  Стевартомъ  и  представляющихъ  настоящая  поризмы. 

Но  намъ  кажется,  что  Симсонъ  не  затронулъ  еще  многихъ  дру- 
гахъ  вопросовъ,  р'Ьшен1е  которыхъ  необходимо  для  полнаго  разъяс- 
нен1я  учешя  о  поризмахъ.  У  него  не  объяснено  наприм'Ьръ,  ка- 
кою МЫСЛ1Ю  руководствовался  Евклидъ,  представляя  свое  сочине- 
те  въ  такой  необычной  форм'Ь;  вь  какомъ  отношеши  это  сочинеше 
заслуживало  того  предпочтен1я,  которое  даетъ  ему  Панпъ;  какими 
способами  и  Д'Ьйств1Ями  зам']Ьнилось  ученге  о  поризмахъ  въ  новой 
наук1;  и  наконецъ,  какъ  удовлетворительно  объяснить  н'Ькоторыя 
мЪста  о  поризмахъ  у  Паппа  и  опред'Ьленге  ихъ  у  Прокла.  Однимъ 
словомъ^  мы  хотимъ  сказать,  что  учен1е  о  поризмахъ,  пхъ  пропс- 
хожден1е,  т.  е.  разумная  ц'Ьль,  вызвавшая  ихъ,  ихъ  опред'Ьленае, 
употреблеше,  приюженхя  и  то,  что  зам'Ьнило  ихъ  въ  нов']^шпхъ 
ученхяхъ, — все  это — тайны,  нисколько  не  разгаданныя  въ  труд'6 
Симеона.  Къ  этому  нужно  прибавить,  что  имъ  возстановлено 
только  шесть  изъ  тридцати  поризмъ,  приводимыхъ  Паппомъ. 


о  ПРИИФЧАНХЯ. 

По  нашему  ин^Ьню,  Е^Ькоторая  тьиа  еще  лежать  на  дтомъ  во- 
просЬ,  до<;тавшемсд  наиъ  въ  наслгЬдхеотъ  древндго  шра,  еели 
только  для  ра8ъяснен1я  его  несуществуетъ  другихъ  неивв^тннхъ 
нанъ  сочинен1й,  и  если  мы  вправ'Ь  счесть  себя  достаточно  про- 
ницательными, чтобы  понимать  сочинеше  Симеона. 

Ра8мышлен1я  объ  этомъ  иредмегЬ  долгое  время  занимали  насъ 
исключительно  и  часто  отв  юкали  отъ  занят1й,  которымъ  мы  хогЬли 
себя  посвятить:  интересъ  быль  сильн^^е  воли.  Такимъ  образомъмм 
составилц  себ'Ь  н'Ькоторыя  представленхя  объ  учеши  о  норизмахъ 
и  возстановили  24  вырахен1Я  Паппа,  не  затронутый  Симсономъ. 
Зд^ь  мы  предлагаемъ  краткхй  разборъ  нашей  работы,  разсчиты- 
вая  при  этомъ  на  снисхожденхе  читателей;  понятно,  что  къ  подоб- 
ному изсл'Ьдован1ю,  составлявшему  предметъ  живыхъ  стренленхй 
величайшихъ  геометровъ,  мы  пристуааемъ  съ  чувствомъ  страха  и 
недов%р1я,  возбуждаемымъ  въ  насъ  сознан1вмъ  нашей  слабости. 

При  недостатк'Ё  документовъ,  помощхю  которыхъ  было  бы  воз- 
можно вполн'Ь  возстановить  учен1е  о  поризмахъ  аналитичесвьмъ 
путемъ,  мы  принуждены,  такъ  сказать,  составить  вновь  это  уче- 
те а  ргюгг,  путемъ  чистаго  синтеза.  При  этомъ  оно  должно  быть 
построено  на  всЪхъ  данныхъ  и  должно  быть  подвергнуто  вс^Ьмъ 
испытан1ямъ,  который  только  могутъ  быть  извлечены  изъ  сохра- 
нившихся до  нашего  времени  отрывковъ. 

Понят1е  о  РоггвтаШ  сл-Ьдуотъ  производить,  какъ  намъ  кажется, 
изъ  П0НЯТ1Я  о  Ваш  у  и,  по  нашему  мн'Ьшю,  таково  было  его  проис- 
хожденхе  въ  сознании  самого  Евк1ида. 

Ршзпгак^  были  то  же  самое  по  отношен1Ю  къ  мп>сшамь,  что 
были  Ваш  по  отношенш  къ  простымъ  теоремамъ  9мментовг\  такъ 
что  поризмы  и  данный  составляли  дополнетя  къ  элементамъ  гео- 
метр1и,  служивпия  для  облегчен1я  прим'Ьнен1й  ихъ  къ  рЪшен1Ю 
задачъ  •). 


*)  Зд'Ьсь  позволяемъ  себ')^  сд'блать  одво  8ан^чан1е,  на  которое  мы  не  р-^ша- 
дись,  когда  говорили  о  Ва1а  Евклида. 

Хотя  и  трудно  разгадать  смыслъ  поризнъ,  оставлевныхъ  Папоомъ,  во  тот- 
часъ  видно,  что  въ  этихъ  предло«ев1яхъ  в^что  отыскивается.  Папвъ,  оо- 
добно  тому,  какъ  и  Ввкяидг   въ  ивигЬ  Ла$6;1«уа,  оввачаетъ  «^о  воконое  ело- 
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Съ  этой  точки  з]^а1я  главное  назвачен1е  пориемь  заключается 
въ  томъ,  что  он'6  ведутъ  къ  познанхю  мгьстЬу  доставляя  средство 
взъ  УСЛ0В1Й,  опред'ЬлЛющихъ  искомое  м-Ьсто,  выводить  друг1я, 
ясн^е  указивающ1я  его  видъ  и  цоложенхе. 

Если,  наприи^кръ,  мы  ищемъ  м'Ёсто  точки,  для  которой  квадра- 
ты ея  разстояшй  отъ  двухъ  неподвижныхъ  точекъ,  умногенные 
соотв'Ьтственно  на  два  постоянныя  количества,  имЪютъ  постоян- 
ную сумму;  то  мы  докажемъ,  что  существуетъ  неподвижная  точ- 
ка, разстоян1е  которой  отъ  всЬхъ  точекъ,  удовлетворяющихъ  во- 
просу, постоянно;  потомъ  изъ  данныхъ  вопроса  опред^лимъ  по- 
ложен1е  этой  неподвижной  точки  и  величину  постояннаго  раз- 
стоан1я. 

Такнмъ  образомъ  получится  поризма,  которая  показываетъ,  что 
м'кто  искомой  точки  есть  окружность. 

Этотъ  прнм^Ьръ  показываетъ,  въ  чемъ  состояло  употребленхе 
аоразмъ.  Собран1е  поризмъ  заключало  въ  себЪ  рядъ  различныхъ 
арнзааковъ  и  опред'Ьлен1й  кривыхъ  лин1й  (въ  книгЪ  Евклида  толь- 
ко прямой  лин1и  и  круга);  это  былъ  сводъ  преобразован1й  ихъ 
различныхъ  свойствъ;  поэтому  поризмы  въ  Смысле  Евклида  были 
въ  н'1которомъ  род'Ь  уравкенгями  кривыхъ  лвн1й.  Ими  достигалась 
простота  н  удобство  способовъ  координатъ,  (разумея  подъ  этимъ 
словомъ  всевозможные  способы  выражать  кривую  посредствомъ 
двухъ  или  многихъ  перем'Ьнныхъ) . 

Учеше  о  поризмахъ  было  такимъ  образомъ  аналитическою  гео- 
метргею  древнихъ;  и  если  бы  оно  дошло  до  насъ,  мы  можетъ 
бить  усмотр^^и  бы  въ  немъ  зачатки  Декартова  учен1Я.  Мы  ду- 
хаемъ  по  крайней  м^^р'Ь,  что  уравненхе  прямой  лин1и  заключалось 
въ  поризмахъ  Евклида,  конечно  не  въ  алгебраической  форм*]^,  въ 


•онъ  8е8о}Л8УОУ  ■  прнлагаетъ  его  же  ко  всену,  что  д1кйств1тельно  до1Жво 
счжтать  давнымъ  ва  освованш  условШ  вопроса.  Выражев1я  Папоа  сд'Ьлалвсь 
бы  аовятв'Ье,  еслвбы  только  въ  посл'Ьдвемъ  случа'6  употреблять  слово  дав- 
1ЫЯ,  а  велвчивы,  которчя  вумво  еще  вайтв,  ваэывать  опред^Ьлеввыив. 
Это  9$жЬуал1е  врндагаетса  также  в  гъ  сочивев1ю  «даввыя»  Евклвда,  во 
толыю  ааввнаясь  ра»ъяснев1е11г  порвзмъ  а  почувствовалъ  веудобство  обоз- 
ичеви   одввмъ  н  т^^мъ  же  словонг  двухъ  разлвчвыхъ  повят1Ш. 
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которой  мы  пользуемся  имъ  теперь.  Для  примера  нами  приведена 
въ  тексте  одна  изъ  такихъ  поризмъ .  Въ  другой  разъ  мы  подтвер- 
димъ  это  мн'Ьнхе  многими  доказательствами.  И  если  эти  первнд 
соображен1я  наши  не  покажутся  лишенными  всякой  в^^роятвости, 
то  мы  можетъ  прибавить,  что  Евклиду  недоставало  только  упо- 
треблен1я  алгебры,  чтобы  создать  систему  координатъ,  появляю- 
щуюся только  со  времени  Декарта. 

Ботъ  общая  задача^  для  которой,  какъ  намъ  кажется,  Евклвдъ 
назначалъ  свои  поризмы: 

«Геометрическое  мЪсто  дано  посредствомъ  общаго  построен1я 
всЪхъ  его  точекъ,  или  посредствомъ  изв'Ьстной  системы  коорди- 
натъ;  требуется  найти  другое  построенхе,  или  другую  систему 
координатъ,  которымъ  удовлетворяли  бы  всЬ  точки  этого  м^ста 
и  изъ  которыхъ  можно  бы  было  узнать  его  видъ  и  положенхе». 

Согласно  съ  содержан1емъ  этой  общей  задачи,  ц-бль  поризмъ 
заключалась  въ  томъ,  чтобы  облегчить  преобразовашя  построен1й 
или  координатъ,  принадлежащихъ  вс^^ыъ  тачкамъ  кривой;  и  со- 
чиненхе  Евклида  бь^о  собран1емъ  формулъ,  служившихъ  для  до- 
стижен1я  этой  цЪли. 

Поэтому  Проклъ  справедливо  говорить,  что  въ  поризмахъ  д'Ьло 
идетъ  о  нахожбенги  пгькотораго  искомаю,  которое  ищется  и  раз- 
сматриеается  не  само  для  себя.  Въ  самомъ  д4л4,  въ  дихъ  ищут- 
ся новые  способы  построешя,  в.ти  новыя  координаты,  только  какъ 
вспомогательныя  средства  для  главной  задачи,  т.  е.  для  изучен^ 
и  изсл'Ьдован1я  кривыхъ. 

Поризмы,  заключавш1яся  въ  трехъ  книгахъ  Евклида^  представ- 
ляли собран1е  формулъ,  служившихъ  для  построенхя  м^^тъ,  имен- 
но для  прямой  ЛИН1И,  точки  и  круга.  Это  были  изв^^стные  въ  то 
время,  или  найденные  Евклидомъ,  способы  выражать  различныя 
построен1я  этихъ  трехъ  м'Ьстъ  помопцю  двухъ,  изв'Ьстнъшъ  обра- 
зомъ  свлзанныхъ,  координатъ  й  переходить  отъ  одного  изъ  построе- 

Н1Й  КЪ   другому. 

Он'Ь  имЬли  также  цЪлхю  приводить  къ  одному  и  тому  же  по*. 
строен1Ю,  или  къ  одной  и  той  же  системе  координатъ,  рааличныя 
части  фигуры,  образуемыя,  всл'Ьдствге  условхй  задачи,  различными 
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востроенгями,  или  Боордвнатами^  —  д^йствхе,  которое  въ  н^^кото- 
риъ  отношетяхъ  сходно  съ  приведенаеМъ  многихъ  численныхъ 
или  буквенныхъ  дробей  къ  общему  знаменателю;  д'Ьйствхе,  польза 
котораго  признана  въ  современной  гео1^етр1И  и  которое  мы  по- 
стоянно прилагаемъ  во  всЬхъ  отд'Ьлахъ  математики,  когда  упо- 
требляемъ  разнаго  рода  вспомогательныя  координаты  и,  смотря 
по  требован1ямъ  задачи,  преобразуемъ  ихъ  одни  въ  друг1л. 

Польза  поризмъ  будетъ  видна,  можетъ  быть,  еще  ясн^е,  если 
ми  ихъ  сравнимъ  также  съ  другими  нов']^йшими  пр1емами7 

Древн1е  для  сравнещя  различныхъ  м'Ъстъ  между  собою  не  яжклп 
общаго  средства,  которое  могло  бы  руководить  ихъ  въ  геомет- 
рическихъ  изыскан1яхъ  и  которымъ  мы  пользуемся  со  времени 
Декарта.  Для  насъ  достаточно  выразить  м1^сто  въ  обыкновенныхъ 
коордннатахъ,  чтобы  прямо  видеть  его  главный  характеръ.  За- 
т^Ьмъ  изсл1дован1е  уравнен1я  показываетъ  намъ  частный  свойства 
я  особенности  кривой  и  м^Ьсто,  которое  она,  какъ  видъ,  заннмаетъ 
въ  своемъ  семействе.  Такимъ  образомъ  нахожденхе  уравнен1я 
геометряческаго  м^та  по  спетем^Ь  Декарта  есть  единственный 
опытъ,  который  нужно  произвести,  чтобы  узнать  общ1й  характеръ 
]Аста,  его  положен1е,  и  отношен1е  его  къ  другимъ  изв^кстнымъ 
геометрическнмъ  м^стамъ.  Древн1е  не  обладали  такимъ  общимъ 
и  одяообразнымъ  пргемомъ  изсл'Ьдован1я.  Не  им'Ья  постояннаго 
образца  для  сравненхя,  они  принуждены  были  изобр'Ьтать  различ- 
ши  средства  для  распознаван1я,  въ  какихъ  отношенхяхъ  нахо- 
дится новое,  въ  первый  разъ  вотр^Ьтившееся,  геометрическое  м'Ёсто 
къ  другимъ  уже  изв^тнымъ -мЪстамъ.  Эти  средства  могли  со- 
стоять только  въ  преобразован1н  построен1й  и  координатъ  съ  на- 
хЪрешемъ  открыть  просгЬйшхя  соотношен1я,  или  даже  тождество, 
даннаго  м^Ьста  съ  изв'Ьстными  прежде. 

Таково  происхождеше  поризмъ.  Щль  ихъ  заключалась  въ  за- 
м%нешн  одного  геометрическаго  или  аналитпческаго  выражен1Я 
кривой  ЛИН1И  другимъ. 

Эти.  соображешя  объясняютъ  связь  учен1я  о  поризмахъ  съ  со- 
временными намъ  методами  и  въ  то  же  время  показываютъ,  какая 
польза  должна  была   въ  нихъ  заключаться.    Разсматриваеыыя  съ 
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« 

такой  точки  зр'Ьн1Я,  поризны  представляли  дМствительно  акали- 
шическую  геометргю,  отъ  которой  наша  отличается  только  алге- 
бранческики  пргеиами  и  обозначенГемъ,  честь  введетя  которнхъ 
принадлезкитъ  Декарту.  Поризмы  у  древнихъ  заш^Ьвяли  нашъ  те- 
перешн1й  анализъ,  который  сталь  теаерь  на  ихъ  мЪсто  помимо 
нашей  воли.  Весьма  зам^^чательво,  что  въ  сущности  перем^Ьнилосъ 
только  на8ван1в.  Потомучто  анализъ  Декарта  представляетъ  въ 
своихъ  првложен1Яхъ  ничто  иное,  какъ  непрерывную  поризму, 
им'Ьюш.ую  всегда  одни  и  т^  же  свойства  и  постоянную  форму, 
въ- высшей  степени  приспособленную  къ  тому  унотреблешю,  для 
котораго  она  назначается.  Нашъ  анализъ,  точно  также,  какъ  и 
поризмы  Евклида,  им'Ьетъ  цЪлш  вывести  изъ  данннхъ  свойствъ 
м'Ьста  другое  выражеше  его,  намъ  уже  изв&;тное  и  показывающее 
намъ  какъ  соотношен1е  его  съ  изв'Ьстными  м'Ьстами,  такъ  и  его 
видъ  и  положеше. 

Положимъ  наприц'Ьръ,  что  ищется  точка,  квадратъ  рааотоян1я 
которой  отъ  неподвижной  точки  находится  въ  данномъ  отношен1и 
къ  разстояи1Ю  ея  отъ  аеподвижной  прямой. 

Взявъ  въ  плоскости  чертежа  двЪ  прлмоугольныя  оси  и  означивъ 
черезъ  X  п  у  разстоянхя  отъ  нихъ  искомой  точки,  мы  получимъ 
между  этими  перем'Ьнными  соотношете  такого  вида: 

*ч 

V 

гд'Ь  а,  Ь^  с  суть  постоянные  коэффищенты,  зависялпе  отъ  данныхъ 
вопроса.  Этимъ  уравнен1емъ  выражается  сл^^дующая  поризма: 

сМожно  найти  двЪ  так1ялиншан  Ь  и  такой  квадратъ  с*,  ^то. 
если  къ  квадратамъ  разстоян1й  искомой  точки  отъ  двухъ,  црове- 
денныхъ  въ  плоскости  чертежа,  осей  прибавимъ  эти  разстоявхя, 
умноженныя  соответственно  на  Лин1И  а  и  Д,  то  получимъ  сумму, 
равную  квадрату  с^,л 

Эта  поризма  показываетъ,  на  основанхн  началъ  аналитической 
геометр1И,  что  искомое  м'Ьсто  есть  кругъ.. 

Но  если  бы  эти  начала  и  не  были  известны,  или  есдибы  мы  ими 
не  захот'Ьлн  пользоваться,  то  мы  упростили  бы  предыдущее    урав- 
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неше,  перенеся  начало  воординатъ,  я  получили  бы  уравненхе  вида, 

которое  выражаетъ  другую  поризму: 

сВъ  ыоскосфи  чертежа  существуетъ  точка,  которую  можно  опре- 
делить и  воторад  находится  отъ  искомой  точки  на  постоянном  ъ 
разстоднш,  которое  также  можно  опред^^итГ':». 

Эта  вторая  поризма  показвваетъ,  что  м^Ьсто  искомой  точки  есть 
кругъ,  известный  по  величин-Ь  и  положешю. 

Результатн  эти,  полученные  нами  по  способу  воординатъ  Де-  , 
карта,  мы  могли  бы  найти  безъ  вычислен1я,  путемъ  чисто  геоме- 
трическимъ.  Но  каковъ  бы  ни  былъ  путь,  мы  ввдимъ,  что  эти  резуль- 
таты можно  разсматривать  какъ  поризмы.  Отсюда  же  видно,  по  наше- 
ху  мнЪшю,  что  способъ  Декарта  зам^нилъ  собою  поризмы,  доста- 
вавъ  намъ  при  помощи  вычнслен1я  вместо  различнаго  рода  по- 
ризмъ^  употреблявшихся  древними,  одну  общую  формулу,  прила- 
гаемую съ  удивительнымъ  удобствомъ  къ  всевозможнымъ  задачамъ. 

Внсказавъ  наши  мн%н1я  о  теорш  поризмъ,  мы  должны  бы  были 
поварить  ихъ  П0М0Щ1Ю  текста,  оставленнаго  намъ  Паппомъ  объ 
этшгь  предмет1^;  но  Прим'Ьчанхе  это  выходить  и  безъ  того  слиш- 
комъ  длинно,  такъ  что  мы  не  будемъ  входить  въ  дальнМш1Я  по- 
дро^бности  и  ограничимся  следующими  зам'Ьчан1ями.  Усвоивъ  066*]^ 
т  точку  зрен1Я  на  учеше  о  поризмахъ  и  руководствуясь  ею,  мы 
пртшин  къ  достаточно  простому  объяснен1Ю  24  поризмъ,  не  воз- 
етановленныхъ  Симеон омъ.  При  этомъ  мы  основывались  какъ  на 
38  леммахъ  Паппа  къ  поризмамъ,  такъ  и  на  теоремахъ  его,  отно- 
сящихся къ  Ыа  р1апа  Аполлошя.  Такъ  какъ  поризмы  Евклида 
суть  предложен1я  о  прямолинейныхъ  и  круговыхъ  м'Ьстахъ,  то  мы 
изгЬди  основан1е  думать,  что  Аполлон1й  долженъ  былъ  ими  поль- 
зоваться при  составлен1и  своихъ  1оса  р1апа^  изъ  которыхъ  можно  бы 
составвть  также  ц^лую  книгу  поризмъ. 

Грашщы  сочинетя  не  позволяютъ  намь  привести  зд^ь  всЬ  т^ 
ао|Щ8мн,  который  мы  нашли  и  счит^емъ  соотв-Ьтствующини  тексту 

9 

Оавпа.  Вк^сто  этого  мы  укажемъ  на  два  весьма  общ1Я  предложе- 
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н1я,  который  въ  своихъ  многочисленныхъ  (^'Ьдств1яхъ  заключдюп 
15  теоремъ  Паппа,  относящихся  къ  первой  книгЪ  поризмъ  Евкли- 
да и  изъ  которыхъ  следовательно  можно  вывести  эти  посл%дн1я. 

Изъ  этихъ  же  двухъ  предложенШ  проистеваютъ  мнопя  свстемн 
воордина'Гь  и,  между  прочимъ,  система  Декарта.  Отсюда  видна 
уже  несомненная  связь  между  поризмани  Евклида  и  нашими  си- 
стемами воординатъ— связь,  служащая  первымъ  подтверждешенъ 
идей,  высказанныхъ  нами  по  поводу  учетя  о  порнзмахъ. 

Два  предложен1я,  о  которыхъ  мы  говоримъ  и  которыя  мы  пред- 
ставляемъ  въ  Форм-Ь  поризмъ,  суть  хлЪдующхя. 

Первая  поризма.  Возьмемъ  на  плоскости  деп>  точки  Р  и  Р^, 
двп>  аькущгя,  всшрлчающгясл  съ  прямою  РР^  въ  точкахъ  Е  иЕу 
и  на  этихъ  аькущихг  двгь  постоянныл  точки  О  и  (\\  если  изъ 
каждой  топки  какой-нибудь  данной  прямой  будемг  проводишь  къ 
точка мг  Р  и  Р^  прямыя,  пересгькающгяся  съ  аькущими  ЕО  и 
Е^О^  въ  точкахъ  аи  а^у  то  можно  опредгьлыть  два  такгя  коли- 
чества ^  и  [»>,  чтобы  постоянно  существовало  соотпошен%€: 


Оа 


^Х^.«^.  (1) 


Вторая  поризма.  На  плоскости  проведены  дв1ь  неподвижныя  пря- 
мыя,  .пересгькающ1яся  въ  точкгь  5;  на  атихъ  двухъ  прямыхъ  взяты 
двгь  неподвижныя  точки  О  и  0^;  если  около  какой-нибудь  данной 
точки  будемь  обращать  аькущую,  перосгькающую  двгь  неподвиж- 
ныя прямыявъ  точкахъ  а  и  а^,  то  можно  найти  два  такгя  ко- 
личества X  «  р.,  что  постоянно  будет  существовать  соотношеюе- 

8а  ^  ^  5а,      ^-  ^- 

1 

Обрати ыя  предложешя  также  справедливы,  т.  е. 

1.   Если    между  отрезками»    образуемыми  двумя    оеремеиннк^ 

I 

точками  а  в  а^  на  двухъ  неподвижныхъ  прямнхъ  ЕО  и  Е^  0^ 
существуетъ  соотношеше  (1),  то  геометрическое  мЬсто  точки  пе 
ресЬчешя  прямыхъ  Ра  и  Р^а^  будетъ  прямая,  положение  которой 
вполне  определяется  двумя  постоянными  X  и  (1. 
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2.  Ес1и  иежду  отрезками,  образуемыми  двумя  переменными 
точками  а  и  а,  на  двухъ  ненодвижныхь  пряныхъ  80  и  80.^ 
сущеетвуетъ  соотношенхе  (2),  то  прямая  аа^  проходить  постоянно 
черезъодву  н  туже  точку,' положеше  которой  вполне  определяется 
постоявннми  X  Н  {&. 

Дзь  первой  поривмы  и  ея  обратной  легко  выводится  следую - 
щак  весьма  общая  поривма,  относящаяся  ко  всЬмъ  геометриче- 
оашъ  кривымъ. 

Обпцш  поризма.  Если  предположимь  тоже^  чшб  въ  первой 
порчамл^  и  иаь  каждой  точки  данной  кривой  лиши  будемь  про- 
водить  кыпочкаллъ  Р  и  Р^  прямым^  естргьчающяся  сь  сгькущими 
сточкам  а  и  /?^,  то  существують  так1е  коа^^ацгеншы  ос,  |3,  'у,  8 
ч  т.  д.,   при  которытъ  будешь   удовлетворено  общее  уравнете 

Ш'Ой  степени  между  отнотешями  -^-  и  •^*-^; 

Отсюда  цроистекаетъ  безчисленное  множество  системъ  коорди- 
чатъ,  который  могутъ  служить  для  выражешя  всЬхъ  точекъ  кри- 
вой; систему  Декарта  получвмъ,  если  «озьмемъ  точку  Р  на  пря- 
мой О^Е^  и  на  безконечномъ  разстоян1И,  а  точку  Р  на  прямой 
ОБ  и  также  въ  безконечности,  и  сверхъ  того  возьмемъ  точки  О 
и  0^  въ  точк*  пересЬченхя  с^кущихъ  ОЕ  и  О^^,. 

Вторая  поризма  и  ея  обратная  ведутъ  также  къ  одной  весьма 
4щй  иоризме,  относящейся  ко  вс^мъ  геометрическимъ  кривымъ. 

Общая  поризма.  Проведемъ  въ  плоскости  кривой  двгь  аькущгя, 
^ерес^кающйяся  въ  точк1ь  8,  и  возьмемъ  на  нихъ  соотвгьшственно 
'^л  точки  О  и  0^.  Каждая  касательная  переаьчеть эти  прямыя 
п  деухъ  точкахъ  а  и  а^  Еслиобщгй  характеръ  кривой  состоишь 
«2  томь^  что  къ  ней  изь  внгьшней  тоики  мощно  провеешь  не  бо- 
л^  т  касательнихъу  то  существують  такье  коэф^ицгенты  а,  ^, 
:..,  при  которыхъ  будешь  удовлетворено   общее уравнете   т-ой 

■ч^етни  меаюду  отно^иешями  -^  и  -^: 
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/Оа\т  .  /    0,01  ,  д\  /Оа\т— 1   .  ^ 

Ы  ^Гж+ПШ      +••••-0 


Возвращаемся  въ  нашимъ  первнмъ  общимъ  лреддоженхяыъ. 

Каждое  изъ  уравнешй  (1)  и  (2)  можетъ  быть  различннкъ  об* 
разомъ  преобразовано  въ  другое,  содержащее  два,  три,  иди  четыре 
члена.  Мнопя  изъ  этихъ  преобразован!  й  необходимы  для  изъдсне- 
н1я  аоризмъ  первой  книги  ЁВБЛида.  Къ  этому  мы  должны  приба- 
вить, что  каждое  изъ  получаемыхъ  при  этомъ  уравнешй  предста- 
вляетъ  н'Ьсволько  различныхъ  поривмъ,  потомучто  мы  можемъза 
неизв'Ьстныя  въ  поризм^Ь  принимать  не  только  постоянные  коэф- 
фицгенты,  какъ  мы  это  д'Ьлали  выше,  но  и  различный  составяол 
части  чертежа,  наприм^Ьръ  точки  О  и  О,,  или  направлен1я  сЬ- 
кущихъ. 

Такимъ  образомъ  изъ  нашихъ  двухъ  общихъ  предложен^  мог- 
но  получить  множество  поризмъ  и  мы,  кажется,  не  преувшшчимъ, 
если  скажемъ,  что  число  ихъ  простирается  отъ  двухъ  до  трехъ 
сотенъ.  Такое  обилхе  вполн'Ь  согласуется  съ  т'Ьмъ,  что  сказалъ 
Паппъ  о  богатств^к  поризмъ  Евклида:  €Рег  ошпга  Роп^мсиа  поп 
пгз1  ргта  ргтЫрга^  е(  зетгпа  {апШш  тиИагиш  е1  тадпагиш 
гегит  $раг$гз$е  ьгЛеШп  (ЕисЦйез). 

Изъ  всевозможныхъ  тождественныхъ  уравнешй  мы  избрали  длл 
примера  уравнен1я  (1)  и  (2)  потому,  что  они  обнимаютъ  собою 
наиболее  важный  изъ  безчисленныхъ  предложен1й,  относящихся 
къ  этому  предмету,  и  въ  особенности  потому,  что  имъ  существу- 
ютъ  соотв-Ьтственныля  въ  пространстве,  служащхя  для  распро- 
странен1я  Евклидова  учен1я  о  поризмахъ  на  геометрхю  трехъ  из- 
м^ренхй. 

Вотъ  две  общ1я  теоремы,  который  могутъ  служить  для  этой 
ц^ли  и  который  мы  выразимъ  въ  формЬ  поризмъ. 

Первая  поризма.  Въ  пространсшвп  дошл:  треугольпикь  ЛВС, 
три  каш  -  нибудь  сгькущгя,  естргьчающгясл  сг  плоскостью  тре- 
угольника въ  точкахъ  Е^  Е^^  Е^^  и  на  втихъ  сгькущитг  три  не- 
подвижныл  точки  О,  0|,  0%.  Если  череаъ  каждую  точку  какой 
нибудь  данной  плоскости  будемь  промдить  три  плоскости,  про- 
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ходящая  череаъ  стороны  треугольника  АВ,  ВС,  СА  и  перестаю- 
щлся  съ  стькущими  соотвлтственно  вь  точкат  а,  а^,  а^^  то 
можно  всегда  опредгьлить  мри  такгл  количества  X,  ^  V,  чтобы 
постоянно  существовало  уравнете: 


И  обратно^  если  даны  воэффищешгы  X,  (л,  V,  то  имъ  всегда  со- 
отв^тствуетъ  плоскость,  положеше  которой  можно  ояред^^ить. 

Вторая  поризиа.  Возьмемъ  вь  пространствгь  трегранный  уюлъ, 
«ершина  которого  находится  вь  точки»  8,  и  на  ребрахъ  его  три 
неподвионтыя  точки  О,  0^ ,  О,.  Если  около  какой  нибудь  данной 
точки  будемь  вращать  плоскость^  которая  будетъ  перес/ькать 
ребра  треграннаго  угла  вь  точкахь  а,  а,,  а^,  то  можно  найти 
три  ття  количества  X,  (&,  V,  что  постоянно  будетъ  имгьть 
млсто  уравненге: 

И  обратно,  если  даны  три  коэффиц1ента  X,  [х,  V  этого  урав- 
нетя,  то  ими  вполнЬ  опред'Ьляется  соответствующая  точка  про- 
странства. 

Эти  дв%  общ1я  теоремы  ведутъ  къ  безчисленному  множеству 
С14дств1й,  въ  которых^  между  прочямъ  заключается  начало  пре- 
обшоеангя  фигуръ  и  двойственности  свойствъ  протяжешя.  Впро- 
чехъ  мы  не  можемъ  входить  ад%сь  въ  подробности  относительно 
этихъ  предметовъ. 

Прибавление.  Цл  поризиы  плоекой  геоиотрш,  приловенныя 
нами  къ  геонетр»  трехъ  изм^решй,  т11^ютъ  также  свб1&  боотв1^т- 
етву1>Щ1Я  на  б«ер%.  Вотъ  он']^: 

1-я  норизна.  Вовьмемь  на  сферпл  деть  неподвижным  точкг$ 
Ру  Р;  дел  дуги,  пёреаькающгясл  сь  дугою  РР'  въ  Е,  Е^  и 
на  отглжъ  двухь  дугахь  соотв!ьтственно  двп>  неподвио/сныя 
точки  О,  (У. 

Если  и$ь  каждой  точки  какой  нибудь  данной  дуги  будемь 
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проводить  дут  еь  точки  Р,  Р',  который  переслкутсл  съ 
двумя  дугами  ЕО^  Е'(У  въ  точкахь  а,  а\  то  можно  нтйти 
два  такгя  количества  X,  (1,  что  всегда  будешь  имгьмь  мл- 
сто  соотношение: 

81П.  Оа     .  </п.  О'а' 

2-я  поризна.  ироведемь  на  с^ерл  дел  дуги  большихь  кру- 
говь,  переаькающгяся  въ  8и  воаьмемг  на  нихь  соотв1Ьтстеен^ 
но  двп>' неподвижныя  точки  0^  О'; 

Если  около  какой  нибудь  данной  точки  сферы  будемь 
вращать  дугу,  которая  будетт,  встр1ьчать  двгь  неподвиж- 
ныя  дуги  вьточкахь  а,  а\  то  всегда  можно  найти  такгя 
два  количества  к,  }1,  что  постоянно  будетъ  еущвствоват- 
соотношеше: 

Прибавимъ  еще  одно  зам'Ьчан1е.  Хотя  мы  прилагали  учен1е  о 
поризмахъ  только  къ  теореиамъ  о  геометрическихь  мн^ст€и:ь. 
т'Ьмъ  не  менйе  ны  распространяенъ  его,  согласно  съ  общимъ  оп- 
ред'Ьлен1емъ  Симеона,  и  на  всЬ  другге  роды  геометричесвихъ  п 
алгебраичесвихъ  предложен1й,  лишь  бы  въ  нихъ  заключались  не- 
который перем'Ьннмя  величины. 

Въ  заключен1е  этого  прим'Ьчан1Я  Предлагаемъ  иеречень  авторовъ, 
которые  писали  о  поризмахъ,  или  только  употребляли  это  слово, 
не  указывая  въ  точности,  какой  сыыслъ  они  ему  придаютъ. 

Прежде  всего  припомнимъ,  что  у  Грековъ  слово  7с6рю|Аа  въ  са- 

момъ  употребительномъ  и  общемъ  смысл'Ь  означало  согоЦапит .  Въ 

этомъ  значен1и  оно   часто  употребляется   Евклидомъ  въ  эленен- 

тахъ.    Но  въ   его  сочинеши   о  поривмахъ   оно    им'Ьетъ    другое 

^значенхе. 

Дюфантъ  въ  сочинен1И  РгоЫета(а  агОктеИса  н'бсколько  разъ 
употребилъ  слово  поризма  для  обозначеп1я  нЬкоторыхъ  предло- 
жен1й   теор1И  чиселъ,  на  которыхъ  онъ  осиовыва1ъ  свои    до&аза- 
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тельства  и    который  вероятно  составляли    предметъ   особаго,  не 
дошедшаго   до    насъ,  сочиневхя   (См.    напр.    теоремы    3,  5  н  19 

КНИГБ  V.) 

Паппъ  н  Проклъ  оставили  нанъ,  какъ  уже  было  сказано,  раз- 
лвчныя  о6ъдснеы1л  поризмъ  Евклида. 

Только  у  этихъ  трехъ  древнихъ  писателей  слово  по.рпзма  упо- 
требляется  не  въ  обыкновенномъ  значешн  короллар1я.  а  въ  осо- 
бонъ  смысле. 

V  писателей  новаго  времени  слово  это  встр^Ьчается  въ  первый 
разъвъ  Со8то1аЫиш  Бессона  (Вс88оп.Раг18  1567,  1п  4),  гд-Ь  оно, 
также  какъ  и  слово  короллар1й,  служитъ  назваигемъ  предложен1й, 
проистекающихъ  изъ  главной  теоремы    (стр.  203,  207  и  210^. 

Около  того  же  времени  Даси«од1й  далъ  опред'Ьлен1е  поризмъ 
въ  сиысл1>  Прок.>1а  въ  сочвнеа1и:  Уо1ишеп  Л  тШкетаИсит,  сот- 
р1есШ!!  рг1есер(а^та(кв1тик1^  аФопошса^  1одШ1са.  (Аг^еп^о- 
гаЦ  1570    ш  8,  стр'.  243  и  проч.). 

Вьетъ.употребилъ  слово  поризма,  говоря  о  короллар1и;  сл^Ьдую- 
щемъ  лосл'Ь  16-й  теоремы  третьей  книги  элементовъ  Евклида 
{Ушч'огит  Не  Г€Ьи$  та1кетиИш  ге8роп$огит  \\Ь^;[  \Ш^  сар.  ХП1). 

Неоеръ  в:ь  своемъ  безсмертномъ  сочинении:  М/гф'сг  ЬодпгИкто- 
гит  гапот'^  йезспрИо,  <)и8^уе  и$т  т  Шгадые  (Г1допоте1г1а  е4с. 
{ЕЛоЬ.  1614,  1П  4)  называетъ  пррпзмою  особаго  рода  общее  предло- 
жен1еу  обнимаюн^ее  данныя  имъ  правила  для  р1^шен1я  сфериче- 
скйхъ  треугольниковъ,  въ  которыхъ  стороны  или  углы  равны  90®. 

Александръ  Андерсонъ  назвалъ  порнзмою  задачу  о  геометри- 
ческоиъ  м'Ьст'Ь  вершины  треугольника,  въ  которомъ  основан1е  ос- 
тается одно  и  тоже,  а  дв-Ь  друпя  стороны  сохраняютъ  постоянное 
отношен1е.  См.  Аптас{оег$10П13  гп  Ргапгисит  УгеШт  а  С1етеп1в 
Сцшго  пирег  ейИае,  Ьгеьг$  Дшхрю!^,  рег  А1ехапйгит  АпЛег^опиШ' 
(Рапя  1617,  ш  4.,  7)  *«). 


^*  Аедярсовг  написалъ  много  другихъ  сочинсег1й  о  геоиетрвчесвомъ  ава- 
лвз^  древняхъ,  во  овв  ве  были  издавы.  Мерсев1<ъ  въ  своей  еоиг^  Ле  1а  Уё- 
гНё  ёез  ла'епсея  .'162л,  |п  12.,  стр.  752)  произногитъ  большую  похвальную 
Р^чк  этому  геометру,  заслуги  котораго,  па  его  словамъ,  но  были  достаточно 
оц'кяе'иы  при  жизни,  хотя  онъ  приближался  къ  Архимеду  и  Аполлопт.  Погл1) 
этоюавторь  говорятъ,  что  Андерсонъ  приготовиль  мвопя  сочивев1я  въ  заи-Ъвъ 

Выд.  IV.  Отд.  П.  .9 
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ВасЬе1и8  (1е  йе/лг^ас,  подобно  Д1офанту,  употреблялъ  слово  по- 
ризма  для  означенгя  ц^лаго  ряда  пр^дложенхй  теор1И  чиселъ,  пред- 
ложен1й,  предпосланныхъ  введеи1Ю  и  комментар1ямъ  къ  шести  арве- 
метнческимъ  книгамъ  греческихъ  математиковъ.  Эти  поризмн  со- 
ставляли три  КНИГИ  подъ  заглав1емъ:  С1аи({и  Са^раш  ВасНеН 
8еЬишп1  т  ОюркапШт,  РшзтаШт  ИЬгь  (гее  (Рап8.  1621,  ш  Го1.) 

Савил1й  далъ  опред'Ьленге  поризмъ  въ  смысл*  Прокла  въ  Ргар- 
Шюпс8  1гес1ест  т  рипсгрЫт  е1>шеп1огиш  ЕисШ!»  (Ох01П1'  1в21, 
1П  4.  Ьвс1.  рпта;  р.  18). 

Альбертъ  Жираръ  (е1гпг<1)  въ  своей  тригонометр1и  (Нпае  1626, 
1П  16)  и  въ  коыментар!*  къ  сочинен1ямъ  Оевина  (Ьеуйев  1634,  ш 
[о!,  р.  459)  заявилъ,  что  имъ  возстановлены  поризмн  Евклида.  Но 
трудъ  этотъ  не  явился  въ  св'Ьтъ.  Можетъ  быть  еще  есть  надеж^ 
да,  что  онъ  не  окончательно  потерянъ. 

Кирхеръ  (1игсЬег)  въ  той  части  своего  сочинен1Я  Агз  тадпа 
1АШ8  е1  СтЫ'ае  (Когаае  1646,  1п  Го1.)  гд-Ь  говорится  о  коннчес- 
кихъ  с'Ьчен1яхъ,  употребляетъ  три  слова:  согоИагг'ит,  соп9Рс(аггиш 
и  ропзта  для  означетя  сл*дств1й  главной  теоремы.  Но  по  боль- 
шей части  последнее  слово  прилагается  не  къ  сл'Ьдств1Ямъ  дока- 
занной теоремы,  а  кътакимъ  предложен1ямъ,  которыд,  наоборотъ, 
суть  обобщен1Я  ея  или  которыя  относятся  къ  ней  какъ  отдель- 
ны я  части  той  же  ТРор1и.  Такъ  н^рим-Ьръ,  носл^Ь  доказательства 
свойства  параболы,  озаглавлениаго  словомъ  Ргоро^Шо^  находимъ 
съ  надписью  РопвтШа  и8ложев1е  соотв'Ьтствугоп^ихъ  свойствъ 
эллипса  и  гиперболы  (см.  стр.  237  и  238,  242  и  243) 

Шутенъ  ''8сЬоо(еп)  въ  8есиопе8  (г!дт1а  тшеИапеав  [Ех^геИп- 
Нопе$  тШксшпНсае,  !лЬ.  V.  1еу<1еп  1657,  1П  4.,  р.  484)  даетъ 
24-му  отд'Ьлу  своего  сочннен1Я  заглав1е  Рог^аша;  зд-Ьсь,  чтобы 
показать  прим^ръ  того,  какъ  сл'Ьдуетъ  поступать  въ  гео1гетр1и 
для  открыт1Я  свойствъ  фягуръ,  онъ  предлагаетъ  себ^  вывести 
свойства  фигуры,  образуемой  различными  прямыми,  проведенными 
въ  плоскости  круга. 

Четыре  сл'Ьдугощте  геометра  имЬли  въ  виду  прямо  разъяснен1е 
поризмь: 


утраченныхъ  творевШ  древнихъ,  и  предлагаетъ  влад'|1юпп1мъ  ими  лицанъ  не 
отнимать  ихъ  у  вауки. 
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Мапп  6Ье1а1й]*,  В*  гевоЫНопе  е1  сптроМопе  т<1(к(*таНеп^  ЦЬ  V, 
ораз  ро8111игапт.  Котае  1640. 

ВиШаий,  Кхгт'Шоп^.^  деотрп'гпр  1г(*8:  1)   ста  вршоп,^{гаНопе8 

рег  (тсггрШв  €1  С1'ггит8ег1р1й$  [гдигаг^  2)  пгса   сопкагиш  ,у^/?//о- 

пит  диа$с1ат   ргороаШопР8\  3)   йе  РогитаИЬш.  Рапзиз  1657  ш  4. 

ВепаИ1П1,   Ое  гр^оЫНопе  €(  сотроМопе  тШкетаНса^  ИЬгг  вио. 

Ра(а?н  1668,  1пТо1. 

Реша*,  УаНа  орега  таЛетаНса.  То1о8ае  1679,  ш  (о1.  Ропша^ 
Ыт  ЕисШаеогит  гепоьа1а  ЛоЫгта  еЬ  тЬ  [огта  иадодев  гесеп- 
НогЛш  деоте1гтз  ехЫЬИа,  Это  сочинен1е  въ  четыре  страницы 
было  за  н-Ьсколько  д-Ьтъ  сообщено  Ферматомъ  многимъ  геометрамъ 
в  между  проч1шъ  ВиШапс!,  который  упомипаетъ  объ  немъ  въ 
своеиъ  вышеназванномъ  сочинен1и. 

Поел*  этого  прошло  стол 4116,  не  доставившее  намъ  ни  одного 
еояинен1я  о  поризмахъ;  потомъ  мы  находимы 

Ьа\У80П,  ТгеаНзе  сопсегш'пд    Ропзтз,  1777,  1п   4.--Этотъ  гео- 
метръ  издалъ  еще  другое  сочиненхе  о  геометр1и    древнихъ:   део* 
теЬ'хса!  опа1уш  о[  1ке  апсгрп18^  1775,  1П  8. 
\ЧГа11асе,  Сеотпр^пса!  Роггзтз,  1796,  1п  4 

Р1ауГа1г,  Оп  (ке  оггд/п  апй  тьпвНдаНоп  о(  Рогитв  (Тгап- 
9псНо7}8  о[  (ке  Воуа1  80С1е1у  о[  ЕЛгпЬигд^  {от.  Ш,  1794  и  ОеиV^е$ 
Ле  Р1(1у[шг  въ  4  томахъ,   1822,  1п  4,  I.  Ш,  стр.  179). 

ЬНиПНег,  Е1ётеп18  (1'апа1д8е  деотё1п'дие  е(  (1'апа1у8е  ЫдеЬщие, 
1809,  10  4. 

Л.  ЬезИе,  6еоте(г{са1  апа1у8г8,  ЫЬ.  Ш,  ш  8.  ЕсПпЬ.  1809  и  1821. 
Эп  сочинен1е  переведено  на  французск1й  язнкъ  Контомъ  (Ао^из^е 
С^т1в)  и  присоединено'  къ  Яесотк!  8ирр1ётеп(  а  1а  деоте1гге  Лев- 
сНрЦре  раг  НасЬеНе,  1818,  1п  4. 

Въ  пос.гЬдн(»е  время  Вронск1й  предложилъ  объяснепхе  поризмъ 
и  пользовался  этимъ  словомъ  въ  его  сочиненти:  /Шгог/ысИоп  а  1а 
ркИо8орк1е  ве8  та(кетаИдие8,  .Раг18,   1811,  1п  4  (стр.  217)? 

Е^.яепшапп.  профессоръ  въ  ёсо1е  Ле8  роп(8  е1  скаи88ее8  (1е  ]^апсе, 
заннмающ1Йся  •переводомъ  сочинений  Папиа.  съ  греческаго  текста, 
обратилъ  особое  внпманхе  на  учен1е  о  поризмахъ,  которому  онъ 
о^»'Ьщаетъ  дать  новое  объяснен1е  (См.  ТгаШ  вея  ргорп'ё(е8  рго- 
)М1ге8,  стр.  37  введен1я).    Вм-ЬстФ)  съ  Понселе  мы  искренно  же- 
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лаемъ,  ;1Т()бы  появлен1е  этого  сочинен1я,  которое  должно  прине- 
сти существенную  пользу  геометр1и,  не  замедлилось  на  очень  долгое 
время.  • 

Са8Ш1оп,  известный  геометръ  прошлаго  стол-Ьтхя  изнатокъ  древ- 
ней геометрги,  думалъ,  что  сочинрше  о  пориэмахъ  существовало 
на  восток-Ь  еще  въ  ХШ  стол1ти  и  что  комментар1й  къ  книг*  Ев- 
клида знаменитаго  астронома  п  геометра  Пасспръ  Эддпнъ-аль-Тузн, 
упоминаем  1ай  НегЬе1о1;  въ  В1Ы1о11щие  (Г  Ог!еп(  относится  именно 
къ  сочпнен1ю  о  поризмахъ,  которое  одно  только  могло  служить 
достоин  1.1мъ  предметомъ  для  1;оммептар1Я  знаменитому  персидско- 
му геометру.  «Счастливы,  восклпцаетъ  Кастпльонъ,  счастливы  т* 
геометры,  которые  обладаютъ  этими  удивительными  книгами  и 
ум'Ьютъ  Ц'Ьппть  ихъ!»  [Мёт,  Ар  РАспЛ,  Не  ВегИп,  1786 — 1787). 

Драгоц'Ьнння  открыт1я  могутъ  еще  быть  сд-бланы  въ  библю- 
текахъ  востока  *М,  если  только  пхъ  пересмотреть  внимательно, 
польнуясь  расположен1емъ  правительства,  благосклоннаго  наукамъ 
и  ревнующаго  о  славЬ  расиространенгя  ихъ,  какъ  во  времена 
Птоломеевъ,  "Медичи  и  Лудовика  XIV. 


ПРИМЪЧАН1Е  1Г. 

{Первая  эпоха,  п^  УЗ). 

О  способ^Ь  построешя  фокусовъ  и  доказаФельСФва  ихъ  свойства 

на  восомъ  конус^Ь. 

Аполлоп1Й  называеть  ф'жусы  коническаго  сЬченхя  шайками 
приложетя  {РипсШ  ех  аррИсаНопе  [ас1а)  и  опред^лявхъ  ихъ 
сл^дуюишмъ  образомъ:  каждая  изъ  этихъ  точекъ  д^литъ  большую 
ось  эллипса,  или  действительную  ось  гиперболы,  на  два  отр'Ьзиа, 
произ#едеп1е  которыхъ  равно  квадрату  другой  сопряженной  полуоси; 
или,  по  выраженш  Аполлои1я,  -  равна  четвертой  части  ^шуры. 
Слово%ъ  фтцрп  онъ  означаетъ  прямоугольникъ,  построенный  изь 
большой  оси  п  изъ  1а1118  гес1ит\ 


^*)  Персы  утверждаютъ,  что  у  нихъ  есть  гречесмя  сочинен1Я,  не  дошедш1а 
до  насъ;  и  д-Ьйствительно,  у  Арабовь  ми  паходимъ  цитаты  изъ  иногихъ  не- 
изв'Ьстныхъ  ва«ъ  сочивеи|У  (МоШисЛа.  Я/<$/о/ге  (/р^  та/А.'/п.  I.   [,  р.  ^^73,  ;{9&). 
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Построенхе  это.  ка&ъ  мы  видииъ,  имЬетъ  только  весьма  о'гда- 
ленвое  соотношеи1е  съ  самымъ  конусомъ;  и  л  не  знаю,  было  ли 
до  снхъ  поръ  предложено  общее  и  прямое  построегпе  фокусовъ  на 
хонусА  въ  родЬ  того  какое  да.1ъ  Лковъ  Бернулли  для  1а1и8  гесШт, 
за  нс1иючен1емъ  вирочемъ  частнаго  случал,  когда  конусъ  арлмой, 
ка&ъ  иы  увидимъ  изъ  этого  ирим']Ьчан1я. 

Мы  пришли  &ъ  сл'Ьдующему  построению  въ  случа'Ь  косаго  .ко* 
нуса: 

Если  предположимъ^  у  то  сикущая  плоскость,  иакъ  въ  кони- 
чеекихь  С1ьчен1лхь  Аполлонгя,  пе//п€пди1с//лярна  къ  плоскости  осе^ 
ваю  треугольника^  и  провеОемъ  черевь  оОну  изъ  вергиинъ  кривой 
дв1ь  плоскости^  одну  паралле^ьп//ю^  другую  аншипараллельную  сь 
9сноеак1емь  конуса,  то  ьти  дыь  плосиосупи  переаькутъ  конусъ 
по  Овумо  кру>амъ\  черезъ  цент1;ы  этихъ  двухь  круювъ  проведемъ 
9ь  плоскости  осваю  треугольника  круи^  который  касался  бы 
Наметра  кривой:  точка  прикосновеюя  буоеть  одинъ  ивъ 
фокусрьъ  кривой. 

Это  оостроен1е  не  распространлется  натотъ  случай,  когда  Д1аметръ 
кривое  проходнтъ  между  цен1'рами  двухъ  круговъ,  потомучто  тогда 
онъ  не  будетъ  большою  осью  (кривая  при  этомъ  есть  необходвмо 
элппсъ),  которая  въ  этомъ  случа'Ь  перпендикулярна  къ  плоскости 
осеваго  треугольника.  11остроеп1е  фокусовъ  для  этого  с-1учал  будетъ 
другое,  но  оно  еще  проще,  чЪмъ  для  общаго  случая.  На  прямой, 
соединяющей  центры  круговъ,  должно  описать,  какъ  над1аметр4, 
4>уп.,  въ  плоскости  перпендикулярной  къ  плоскости  осеваго  тре- 
угольника: точии,  въ  копкрыхъ  этотъ  нругъ  переснимете  я  съ 
Солыиою  осью  кривой,  буОутъ  искомые  фокусы  ея.    . 

Оба  эти  построеп1я  ведуа'Ъ  къ  однпаковому  обще^су  выражен1ю 
эксцентрицитета  коаическихъ  с'Ьчен1й,  разсматриваемыхъ  на  конусЬ. 
Пменно:  дксценшрицитешъ  есть  ср.  Опяя  прппо;  ц/пнальная  между 
раастояш'ями  центра  кривой  отъ  центро'^7^  двухь  круговых^  сгь- 
ченШу  проведен ныхъ  Vре^^ о  одну  изъ  вертинъ^  лелсащихъ  въ  плос- 
кости  ос1ва10  треугольника. 

Когда  конусъ  прямой,  то  выр«ажен1е  эксцентрицитета  будетъ 
неибикновенно  просто:  изъ  центра  кривой  аьчапя  проведем^  до 
о<и  конуса нак,(0иную  лингю  паралл^^льпую  одной  изо  образующихъ 
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конуса^  находящихся  аъ  плоскости  осеваю  треугольника;  &тпа  на- 
клонная будешь  равна  экцентриг^итету  кривой  сгьчешя. 

Построеихе  фокусовъ  на  косомъ  конусЬ  показиваетъ,  что  ^о- 
каштя  лиши  Кегле  и  Фаиь-Риса  (унп  Кеез)  (кривыя  третьей 
степени,  иредставлл10Щ1Н  геометрическое  лгЬсто  фокусовъ  коннче- 
скихъ  с'Ьчен1й,  образуемихъ  различными  плоскостями,  проводимыми 
чрезъ  касательныя  къ  конусу  перпепдикулярно  къ  одной  изъ  гдав- 
ныхъ  плоскостей  его),  разсмагриваемыя  въ  плоскости,  представ- 
ляютъ  геометрическое  м'Ьсто  точекъ  прикосновен1я  касатедьныхъ, 
проводпмыхъ  изъ  неподвижной  точки  къ  разлнчнькмъ  кругамъ, 
нм'Ьющпмъ  двЪ  общтя  '1;очки,  или,  общЬе,  иуЬющимъ  попарно  одну 
и  туже  радикальную  ось  {ахе  йе  $утр(08е).  Это  предложен1е  выс- 
казано было  нами  безъ  доказательства  еще  прежде.  (Согг^5рой(/алсе 
ша111ёт,  раг  йие1е1е1,  *.  VI,  р.  207) 

Но  вм'Ьст'Ь  съ  т'Ьмъ  мы  видпмъ,  что  эти  фокальный  лити  не 
всегда  представллють  вполть  геометрическое  м4сто  фокусовъ  ко- 
ническнхъ  сЬченгй;  когда,  напрдмЬръ,  кривыя  образуются  плоскос- 
тями периендцкулярнымл  къ  плоскости  осеваю  треугольника^  то 
кром'Ь  иривыхо  третьей  степени  получается  еще  кругъ,  лежаио(1в 
въ  другой  плоскости  и  Д0П0ЛНЯЮЩ1Й  собою  геометрическое  М'Ьсто. 

Это  зам'Ьчан1е  ускользнуло  оть  анализа,  употребленнаго  Фанъ 
Рисомъ  въ  его  интересномь  мемуарЬ  о  Фока.1Ьныхъ  лишяхъ 
[СоггеаротЬпсе  таИь.  I.  V  р.  361). 

Предложенное  нами  построен1в  фокусовъ  коническихъ  сЪчешй 
на  косомъ  копусЬ  не  ведетъ  къ  доказательству  свойствъ  этнхъ  точекъ 
и  не  можетъ  а  рпигь  обнаружить  ихъ  существован1е  въ  кони* 
ческихъ  с'Ьчен1яхъ.  Остается  разсмотрЬть,  какимъ  образомъ 
можно  придти  къ  открыт1ю  свойствъ  фокусовъ,  изсл'Ьдуя  крнвыя 
втораго  порядка  на  самомъ  конусЬ. 

Мног1е  геометры  уже  занимались  этимъ    вопросомъ, 

Гамильтонъ,  автюръ  очень  хорошаго  сочинбн1я  о  коническихъ 
с'Ьчен1яхъ  ^^)  пытается  вывести  свойства  директприси  на  самомъ  ко- 
нусЬ.  Но  онъ  разсматривалъ  только  прямой  конусъ  и  предполагалъ 
известными    й    ргюп    фокусы    каждаго    сЬчен1Я    (р.   100,   122) 


I»)  Ое  зесИотЬиз  сотш  1гас1а1и$  деоте(пси»,  гп  дио  ех  па1ига  1р$4ия  сот\ 
зесИопит  а^есИо)ш  [асШте  с1е(1исип(иг,  те1НоЛо  попа\  (ОиЫ10  П58;  т— 4  . 
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Въ  посл4даее  время  Кетле  и  Данделенъ,  изсл*дуя  кови»:еск1я 
с*чен1я  ва  тбл*,  получили  прекрасные  новые  результаты;  пзъ 
ввгь  сл'1дуюЩ1Й  лредставляетъ,  кажется,  еще  первое  построекпе 
фовусовъ  Боничеекаго  сЬченхя  на  самомъ  коиусЬ: 

Прямой  конусъ  пересгьиенъ  плоскостью;  представимъ  себп,  что 
вь  то  вписаны  два  шара,  касающееся  плоскости:  т&ики  прико- 
сшетя  и  будуть  фокусы,  сгьиенгя  конуса  плоскостью;  прямыя  же^ 
по  тторьичъ  переаьчется  эта  плоскость  сь  двумя  плоскостями 
чрцговь  прикосноветя  шаровъ  и  кою/са,  будутъ  соошвпипствую- 
щ  этимъ  фокусомь  директрисы. 

Данделенъ  распространилъ  эту  теорему  на  коническгя  сЬченхя, 
разсматриваемыя,  вм'Ьсто  конуса,  на  гиаерболоид'Ь  врап(ец1я  ^^), 
Мы  обобщали  ее  еще  бол'&е,  выведя,  вакъ  сл'&дств1е,  изъ  общаго 
своАства  цоверхпостей  втораго  порядка.  {Аппа1е8  (1е8  тШкётаИ- 
?ш,  {.  XIX,  р.  167). 

Другое  сл']^дств1е  этого  общаго  свойства  выражаетъ  собою  свой- 
ство фокусовъ,  *разсиатриваеиыхъ  на  косомъ  конусЬ,  именно: 

Пусть  косой  конусъ  п^ресгьувпъ  какою-нибудь  плоскостьн;  впи- 
шемъ  вь  конусъ  поверхность  втораго  порядка^  касательную  кг  пло- 
скости, такъ,  чтобы  точка  прикосноветя  была  концомь  одною  иа9 
^9ухь  дгаметровъ^  представляющих^  мгъсто  центровъ  круговыхь 
^менхй  этой  поверхности;  тогда  точка  прикосноветя  будеть  фо- 
цсомь  С1ьчет'я  конуса  плоскостью. 

Это  весьма  общая  теорема;  но  понятно,  что  она  не  можетъ  ве- 
сти насъ  къ  оиред'Ьлен1ю  фокусовъ  коническаго  сЬченхя  и  не  мо- 
лвгь  служить  для  изсл']&дован1я  свойствъ  этихъ  точекъ.  Теорема 
Кетле  н  Данделена,  напротивъ  того,  особенно  удобна  для  этой 
д11и;  но  она  относится  только  къ  с'Ьчен1ямъ  на  прямомъ  коиусЬ. 

Такимъ  образомъ  вопросъ  о  способ*  получать  и  изсл'Ьдовать  фо- 
Щ^,  пользуясь  для  этого  свойствами  косаго  конуса,  остается 
еще  не  рЬшеннымъ. 

Нм  предложили  бы  для  этого  два  пр1ема. 

Вопервыхъ:  брать  сЬкущую  плоскость  (предполагая  ее  перпен- 
двкуддрною  къ  осевому  треугольнику,  какъ  въ  коническихъ  сЬче- 


**,  Мето1ге$  Ле  1'АсаНвт'е  Ле  ВгилеЦеч,  I.  III. 
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Н1яхъ  Аполлон1я)  тякъ,  чтобы  ось  конуса  Д'Ьлала  съ  нею  такой  л:е 
уголъ,  какъ  и  съ  плоскост1Ю  основан1я  конуса.  Тогда  точка 
встречи  оси  сь  ёгьнущрк/  плоскостт  6у()''шь  фокусомь  аьчешя. 
Этотъ  фокусъ  будетъ  соответствовать  центру  круга,  служаи],аго 
конусу  основан1емъ,  т.  е.  будетъ  его  перспективой;  сл'Ьдовательво 
зд'Ьсь  свойства  центра  приведутъ  къ  характеристическимъ  свой- 
ствамъ  фокуса. 

Вовторыхъ:  изучать  сперва  свойства  конуса  независимо  отъ 
кривыхъ,  получаемыхъ  отъ  перес'Ьчен1Я  его  плоскостями.  Та- 
ковы прежде  всего  свойства  двугъ  плоскостей,,  проведенннхъ  че- 
резъ  вершину  конуса,  пзъ  которыхъ  одна  параллельна  плоскости 
круглаго  основан1Я,  а  другая  плоскости  обратнаго  сЬчешя.  По- 
томъ  различныя  свойства,  |нъ  которыхъ  подобную  же  роль  игра- 
ютъ  дв1ь  поямыя  лиши^  изв']^стиымъ  образомъ  проводимый  черезъ 
вершину  конуса  и  представляющ1л  большую  аналог1Ю  съ  фокусами 
коническихъ  с'Ьчеи1й. 

Если  коиусъ  пере аъчемь  плоскостью^  перпендикулярною  къ  одной 
изь  этихъ  прямыхь,  то  полученчое  конпчетое  слченге  будешь 
имгьть  фокусъ  въ  точки  перес^ьчешя  плоскости  съ  этою  пря- 
мою; н^которыл  свойства  этой  прямой  будутъ  применяться  къ  Фо- 
кусу, разсматриваемому  по  отношен1Ю  къ  коническому  сЬченш. 

Въ  этомъ  заключается  второй  способъ  изучать  свойства  фоку- 
совъ  на  самомъ  конус*]^. 

Что  касается  до  свойствъ  конуса  относительно  двухъ  плоско- 
стей и  двухъ  прлмыхъ,  о  которыхъ  мы  говорили,  то  они  легко 
получаются  при  помош^и  самыхъ  простыхъ  геометрнческихъ  сообра- 
жен1й.  Этимъ  путемъ  мы  получили  н'Ьсколько  подобныхъ  свойствъ, 
которыя  иомЬщены  въ  шестожъ  ^^оъ^^^  NоиVеаиx  Шщгг а  с1е  1^ Аса- 
йетге  йе  ВгихеИе:. 
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.    ПРИМВЧАН1Е    У. 

(Первая  эпоха,  /?•  /5).- 

Объ  одред4Ьлбн1и  геометрш.  -  Соображен1я  о  двоКственностн, 

вакъ  о  8акон4(  природы. 

Разлвч1е^  которое  Аристотель  и  Декартъ  находили  между  двумя 
вопросами,  составляющими  постоянный  прсдметъ  математическихъ 
науБъ,  даетъ  намъ  емкость  высказать  критическое  замЬчанхе  объ 

• 

опред'Ьлен1И  геометрии,  встрЪчаеыомъ  почти  во  вс4хъ  элементар- 
ныхъ  руководствахъ.  Говорятъ,  что  это  науна^  илиь'^щап  предм"*^ 
шпмь  ивМ1ьренге  пространетт.  Но  измЬренге,  собственно  говоря, 
яредставляетъ  только  весьма  небольшую  часть  т'Ьхъ  свойствъ 
пространства,  которыя  составллютъ  предметъ  изсл'Ьдованхя  геоме- 
тровъ.  Мы  не  думаемъ,  наирим'Ьръ,  чтобы  Жергонъ.  Понселе, 
Штейверъ,  Плюкеръ  и  друпе  геометры,  яов-Ьйшхе  труды  кото- 
р!лъ  им'Ьютъ  достаточно  известности,  особенно  много  занимались 
и'.млрешемъ,  какъ  это  следовало  бы  изъ  вышеприведеннаго  опре- 
д111ен1я.  Начертательная  ггометргя  Монжа  относится  суще- 
сгвенно  къ  наук*  о  свойствахъ  .пространства,  и  хотя  она  можетъ 
а^ужнть  для  нахожден1Я  миры  т'Ьлъ,  но  несомн4нно,  что  это 
есть  самое  незначительное  изъ  ея  приложешй.  Изъ  этого  видно, 
что  опред'Ьлен1е,  о  которомъ  мы  говоримъ,  неполно  и  недоста- 
точно. 

Недостаточность  эта  не  остается,  можетъ  быть,  безъ  вредныхъ 
посл-Ьдств1й;  она,  можетъ-быть,  содЬйствовала  препебреженш  къ 
вашей  ваук^*  Математики,  не  слЬдившхе  лЬтъ  тридцать  за  раз- 
бапемъ  геометр1И,  знакомы  въ  этой  наук*  только  со  способами 
квдратуръ  Кеплера,  Кавальери,  Паскаля,  Григор1Я  С.  Винцента 
н  др.  и  то  потому,  что  эти  способы  им^ютъ  гЬсную  связь  съинте- 
гр'лльнымъ  исчислен1емъ,  составляющимъ  постоянный  предметъ 
11Л  нхъ  глубокихъ  соображений.  И  нельзя  не  согласиться,  что 
:з1ггегральное  исчислеше  есть  окончщельное  и  высшее  усовершен- 
ствован1е  этяхъ  геометрическихъ  способовъ,  заменяющее  ихъ  съ 
живительною  выгодою.  Отсюда  мыать..  что  цзучспхе  чистой  геоме- 
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тр1и  есть  праздное  занят1е,  такъ  какъ  вся  она  заключается  въ 
формулахъ  интегращи  и,  другими  словами,  иредставляегь  не  бо" 
Л'Ье  какъ  простой  вопросъ  анализа. 

Но  если  вк-чючить  въ  оиред-Ь-тенхе  понят1е  о  ^орлиь  и  полоа/сенш 
фигуръ,  то  нельзя  уже  будегъ  думать,  чтобы  одна  ана-1итическая 
формула  могла  р'Ьшатьбезконвчноераацообраз1евоаросовь,аредстаи- 
дяющихся  тогда  воображению;  ара  н'Ьсколько  внимательномъ 
взгляд*  на  сущность  этихь  вопросовъ  мм  легко  увндимъ,  что  они 
предсч-авляють  весьма  болыи1я  загруднен1я  для  анализа  Декарта, 
этого  всеобщаго  математическаг^  оруд1я,  и  найдемъ  даже  д^лый 
отд'Ьлъ  вопросовъ,  для  которыхъ  этотъ  анализъ,  въ  его  настоя- 
щей форм-Ь,  оказывается  недостаточнымъ;мы  иоказываемъ  это  въ  У1 
глав'Ь  (л®  5).  Мы  думаемъ  также,  что  результатомъ  такого  внама- 
тельнаго  разсмотр'Ьшя  дЬла  было  бы  убЬжденхе,  что  чистая  геоме- 
тр1я,  разработываемая  сама  для  себя  и  своими  собственными  сред- 
ствами, необходима  для  полнаго  иознанхя  свойствъ  пространства, 
необходима  для  рЪшен1я  множества  весьма  важныхъ  вопросовъ, 
для  уяснен1Я  ана.1итическихъ  пр1емовъ  въ  нхъ  прнложенхяхъ  какъ 
къ  самой  геометр1и,  такъ  и  къ  явленхемъ  природы. 

Замечательно,  въ  историческомъ  отноп1ен1и,  что  Римляне,  ко- 
торые были  весьма  слабыми  геометрами,  чувствовали  однако  не- 
достаточность старнннаго  опред'Ьлен1я  геометр1и  и  ввели  вместо 
него  другое,  находящееся  въ  геометр1И  Боэщя:  Сеоте^па  691  Ншп- 
рПпа  шадпгШИтз  штоЫШ  (огтагитдие  (1е8СГ1рИо  соп^етрЫИт^ 
рег  диат  ити»  сг^'шдие  гег  1сгтгп1  Лес  1агаг%  8о1еп1,  Почти  вь 
гЬхъ  же  словахъ  это  опред'Ьлен1е  встречается  у  Касс10Дора  "**)  и 
какъ  кажется,  съ  этого  времени  употреблялось  писателями  сред- 
нихъ  вЪковъ:  наприм'Ьръ  писателемъ  XIII  в-Ька  У1псеп1  <^в  Веаи- 
Уа18  въ  его  ЗресиШт  йоЫггпак  (ИЬ.  XVI;  сар.  XXXVI  ").  Въ  эпо- 
ху возрожден1Я  оно  также  было  въ  употребленги.  Оно  встречается 
въ  МагдагФл  рНИо$орМса^ток\'^^)\  почти  таково  же  оиред*лен1е, 


")  АигеШ  Сашос1оп,  8епа(опз,  ей,  Орега  отп1а   Ло(отад1  1679,  9п[о1' 
1Н.  II,  стр.  583. 

«'V  ВгЬНоЬН  еса  МитИ.  ОиаЬ\  1624,  4  го/   т1о1.  Ютиз  #«с«л«/и«,  цш 
8р  ^си1  ит  Ло  с1г1па1  е  ШспЬНиг. 
>*]  Не1(ШЬегд,  1486,  шЛ,  Церепечатано  въ  Стразбург-Ь,  Базед-б  и  Фрейбург-!. 
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данное  Тарталеа  въ  третьей  части  его  сочинен1Я  о  числах!»  и  м*- 
рахъ:  «1а  беоте^п'а  ё  ипа  ь^ЫепНа,  оиег  (ИшрИпа,  ске  соп(етр1а 
к  ЛезсгШоп  йе11е  (1диге^  оиег  [огше  ЛеНа  ([иапШа  сопИппа  гштоЫ- 
1е,  соте  ^ие  ё  1а  (^гга^  е  аНге  С08в  зтШ»: 

Надобно  удивляться,  почему  не  сохранилось  это  опред'Ьлеше. 
Правда,  съ  давнихъ  поръ  были  геометры,  въ  особенности  Далам- 
бертъ,  которые  старались  къ  нему  возвратиться,  называя  геометрхю 
наукою  о  свойствахъ  пространства,  И1«'Ьюща1Ч)  извЬстную  форму 
[йе1е1епйые  11дигёе).  Мы  вндимъ  дв*  причины,  почему  не  было  при- 
нято вс4ми  геометрами  это  точное  опред'Ьленхе. 

Одни  хогЬди,  безъ  сомя'Ьн1Я,  сохранить  смыслъ  греческаго  слова 
^омешркя,  которое  значить  измгьрепге  .^емли.  Но  очевидно,  что  это 
слово,  ее  1Н  ограничиваться  его  точнымъ  этимотогическимь  значе- 
н1емъ,  могло  годиться  только  въ  самое  первое  время  геометрги.  По- 
иЬ  иервнхъ  усп'Ьховъ  этой  науки  уже  со  времеви  валеса,  оно 
сдйадось  недостаточнымъ.  Поэтому  уже  Платонъ  строго  критико- 
шъ  его  н  называлъ  слиьшнымь  "}.  Впосл1дств1и,  оставляя  наук-Ь 
прежнее  назваше  ^еометр^я,^  вставили  въ  ея  опред-Ьленхе,  вм4сто 
Вс^рагаемаго  этимъ  назван1емъ  попят1я  о  землть,  бол']^е  общее  по- 
нт о  пространства .  Следовало  сд'Ьлать  бол'Ье  и  заменить  по- 
нят1е  только  о  млр^ь  сложнымъ  цонят1емь  о  мпрл  и  порядкгь  (рас* 
подожеши),  чтобы  дать  слову  геометрхя  истинный  и  полный 
«циъ/ 

Друг1е  геометры,  в-Ьроятно  съ  философской  точки  зр'Ьнхя,  желаютъ 
выразить  въ  опред'Ьлеши  только  одну  дЬль  геометрхн,  измгьренге 
пространства^  дм'Ья  въ  виду  подвести  подъ  одно  абсолютное  по- 
нше  весь  особый  к^1ассъ  явлешй,  представляемыхъ  намъ  про- 
странствомъ  и    составляющнхъ   значительнейшую    часть  нашихъ 


^\;  Ви  содтШ  а^^ие  репресИз,  ргохШа  ея1  Ша  диат  гШси1о  айтоЛит 
'т»%с  ,уахо10У  0^0)^7)  беотеШ'ат  пипсираЫ.  (^п  ЕртотШе.  Р1а1оп1В  орега 
'«ш;  (гаЛисИоп  Ае  ^еап  Ле  Зеггез,  Г.  II,  р.  990  ) 

•>га  столь  сараведлвваа  критика  Платова  была  повторена  многими  писате- 
■^^»  XVI  в^ка.  Знаменитый  филологъ  и  арофессоръ  математики  ^1соЛвтив 
^г1Аск1Ы  выразился  тавъ:  Атр  1 13  8  (та  е81  е1  ри1сквгГ1та  8с1еп1га 
и^^гагит.  А(  ^иат  €8^  1пер1е  8\ог111а  потеп  Оеоте1г1ае1 
(^  Гомш^,  Вв  ип^Vе^8ае  та1кв8ео8  па1ига  е1   сопзШиНопе  ЫЬсг], 
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положительныхъ  8наи1д.  Но,  какъ  ни  полезны  вообще  всякаго  ро- 
да обобщения  въ  ионят1яхъ,  также  какъ  въ  принцииахъ  и  мето- 
лахъ,  какъ  ни  велики  и  прекрасны  идеи,  внушенныя  Пиеагору  и 
другимъ  философамъ  принципомъ  единства,  составляющимъ  ха- 
рак'1еръ  древней  философ1и,-— однако  'скорее  можно  думать,  что 
абсолютное  единство  не  составляетъ  принципа  природы.  Наиро- 
тивъ.  того,  многочисленные  дуал»змы,  зам'^^чаемые  какъ  въ  лвле- 
Н1яхъ  природы  такъ  и*въ  различныхъ  частяхъ  челов'Ьческихъ  зна- 
н1й,  заставляютъ  предполагать,  что  истинный  принципъ  природы 
заключается  въ  иостоптюйдвойстеенностиу  въ  двоякой  едннидЬ. 

Эту  двойственность,  какъ  мы  уже  говорили,  встр'Ьчаемъ  мы  и 
въ  самомъ  ■  предмет'Ь  геометрхи,  и  въ  сущности  вс1^хъ  свойствъ 
пространства,  въ.которыхъ  точка  и  плоскость  играютъ  тожде- 
ствейныя  роли  (см.  Прим.  ХХХ1У),  и  въ  двоякомъ  движении  не- 
бесныхъ  тй1ъ,  гд*  постоянная  и  иризнанная  дюйственность  при- 
нимается какъ  закоиъ  **;  и  въ  тысяч'Ь  другихъ  явлен1й. 

Итакъ,  если  будемъ  въ  выспшхъ  соображен1Яхъ  искать  опред'Ь- 
лешя,  свойственнаго  геометр1И,  то  увидимъ,  что,  включая  въ  не- 
го два  обширный  подранд'Ьлен1я  порлдокь  и  мгьру^  соотв-Ьтствую- 
Щ1Я  двоякой  ц'Ьли  этой  науки,  мы  не  будемъ  .противор']^^ить  тре- 
бован1ямъ   философ1и. 

ПРИМвЧАН1Е  П. 

{Первая  эпоха,  п^  22). 

О  теореме  Птолемея  етносительно  треугольника,  пересеченна- 

го  трансверсалыо. 


Эта  теорема  неправильно  называется  ПтоломРввой,  такъ  какъ 
она  встречается    еще  въ  Сверить  Менелая,    откуда    ее   о  заим- 

>^/  Мижетъ  быть  этотъ  принципъ  служитъ  возражеп1еиъ  противъ  Ньютояов'  й 
теор1и  распрострдвеа1'я  св^та.  Если  св-Ьтовая  частица  одарена  поступатель- 
вымъ  двии>е1пснъ,  то  ова,  по  всей  в'!>роятпости,  должна  ин'Ёть  также  ■  вра- 
щательпое  движви1е.  По  этого  вельзя  допустить,  потомучто  отсюда  ороягте- 
кало  бы  ложиое  сл1Ьдств1е,  ято  при  отражрв1И  луча  св'Ьта  отъ  какой  инбудь 
повершостн  уголъ  отражец|'в  не  равень  углу  ладеп1я. 
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ствовалъ  Птолемей.  Но  такъ  какъ  Альмагестъ  гораздо  бол-Ье  рас- 
прострапенъ  п  пзв4стенъ.  нежели  Сферика,  то  ее  всегда  нахо- 
дили только  въ  первомъ  изъ  этихъ  сочинений  и  потому  ошибочно 
прописывали  Птоломею. 

Паппъ  доказалъ  эту  теорему  и  пользовался  ею  въ  восьмой 
ЕнпгЬ  Математическаю  Соораш'я  для  доказательства  любопытна- 
го  предложеи1я  о  центр-Ь  тяжести  трсхъ  тЬлъ,  движущихся  по 
тремъ  стороыамъ  треугольника;  въ  XVI  в'Ьк'Ь  Пурбахъ  и  Регюмон- 
тапъ  вом-Ьстилп  ее  въ  издааиомъ  ими  сокращен1и  Альмагеста  ^^.  и 
потому  она  въ  то  время  была  известна  кажется  всЬмъ  геомет- 
рамъ;  ее  употребляли  для  геометрическаго  доказательства  прави- 
ла ш^г1л  и  количествь:  Огопсе  Р1пёовъ  своей  ариеметик*^)  и8ийе18 
въ  а-^гебр*  *^).  Въ  то  же  время  Сагйан  ^),  вегата  Рп81и8  ^).  ^. 
Хскопег  *')  указывали  ее  въ  Альмагест*  для  той  же  Ц'Ьли,  но  не 
строили  чертежа  ®);    Мацго1уси8   пользовался,   ею    какъ    леммой, 

^^)  С1,  Р!о!етае1  А1е.{ап(1г1т  гп  тадпат  сопз^гисИопет,  0.  РигЬаски  сп^т- 
щ  ИтриИ  ^.  (1р.  Кедючгопи  азиюпош'соп  ерИота.  УспсП!^,  1496,  ш  Го1. 

**)  АгШипеИса  ргасИса,  ИЬпз  диаШог  аЬзоШа,  е1с.  1оЗа,  1а  Го1.,  ПЬ.  4, 
сар.  4. 

^  АгНктеИса  Шедга.  Nо^^тЬе^^ае,  1544«  1п-4,  ИЬ.  3,  р.  294. 

®1  ВгиИса  агИНтеИса,  е1  тепяигапйг  81пди1ат.  Ые&юЫпи  1539,  ш— 8, 
^ар.  ХЬУ1.  0^1»  поьит  Ле  ргорогИопгЬиз  питегогит,  е1с.  За^Неае,  1570,  1а 
Ь1.,  ргор  5. 

*''1  АгНктеИсае  ргасИсав  теЬНойиз  [аЫШ.  Ап1\Уегр1ае,  1540,  1П— 8^. 

^}  А1догИНти8  <1етом1га1%м.  NоV^тЬе^^ае,  1534,  1п-  4^,  (1ергорогиоп|Ъи8 
арреп(|1х. 

^:  Правило  шести  ^соличествъ  слухитъ  къ  р^шен1Ю  сл'^^дующаго  во- 
проса: отяошев10  оерваго  количества  ко  второму  дано,  какъ  со- 
'Отавное  лзъотяошен!й  третьлго  къ  четвертому  и  аятаго  къ  ше- 
стому; требуется  ооред'Ьлить  отношея1е  втораго,  или  третьего, 
1Л1  акта  го,  къ  одному   изъ    трехъ  остальвыхъ.  Если  а,  Ь,  с,  й^  е,  ( 

буд}тъ  ати  шесть  количеетвъ,  то 

а с      е 

■  требуется  отсюда  вывести  отв(И11«н1е  одного  иа^  трсхъ  количеств  6,  с,  (I 
«ь  одоому  изъ  трехъ  другихъ  а,  (/,  [.  Въ  такой  алгебраической  ФормЬ  воиросъ 
>тг1тъ  безъ  сомн-ЬнЫ  такъ  иростъ,  какъ  только  мо;кно  ссб'Ь  иредставить,  и 
трудно  бы  было  пов1;рить,  что,  иапрпмЬръ,  Кардавъ  могъ  погвитить  ему  до^ 
•(^льоо  иного  стравйцъ  въ  вышеприврдсвпыхъ  двухъ  сочипсн1яхъ,  ес/и  бы  мы 
>«  ораваля  во  вяимаи1е,  что  это  правило  есть  о6об|цг>я1'е  правила  пропорц1И 
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для  доказательства  свойствъ  асимптотъ  гиперболы  •*)  и  Вге881п8— 
для  вывода  различныхъ  формулъ  тригопометр1и  ^). 

Въ  ХУП  стол-Ьтхи  приложен1Л  теоремы  были  еще  бол-Ье  миого- 
численпы  и  разнообразны.  Мерсеннъ  въ  двухъ  своихъ  сочинен!- 
яхъ  пом'Ьстилъ  ее  между  главными  предложен1ями  сферики  Ме- 
нелая  •*).  Стевинъ  пользовался  ею  въ  Практической  арпеметнк'Ь  при 
составлен1и  сложныхъ  отношенхй  чтобы  на  этомъ  прим^р'Ь  по- 
казать, что  въ  изв-Ьстныхъ  вопросахъ  геометрхя  можетъ  до- 
ставлять бол-Ье  быстрое  р*шен1е,  нежели  алгебра;  Снеллзй  при 
помощи  этой  теоремы  р-Ьшилъ  35-й  вопросъ  сочпнешя  Уап  Геикп: 
2е(ета1а  6еоте1п'са  ^);  Богранъ  унотреблялъ  ее  въ  своей  Геостпа- 
тикп>  для  составлен1Я  отношен1й  между  лин1ями;  Дезаргъ  поль- 
зовался ею  для  доказательства  прекраспаго  геометрпческаго  свой- 
ства треуголышковъ,  которое  находится  въ  продолжен1И  его  Тгп1- 
1е  Не  р1Г$ресИг'*у  изданномъ  Боссомъ  (1648,  1П— 8«);  Паскаль  мъ 
Еяш  ропг  1е8  сощие$  иом'Ьстплъ  ее  въ  число  главныхъ  теоремъ 
на  которыхъ   долженъ  бьглъ  основываться  его   полный    трактатъ 


четырохъ  количоствъ.  которое  изъ  него  получается  наприм'Ьръ  при  /•«=(/.  Но 
это  погл'^дяег»  правило  до  изобр'Ьтеи1я  алгебры,  и  даже  аоздн-бе,  представля- 
ло всегда  гаммП  трудами  п,  такъ  сказать,  трансцевдевтвый  отд*Ьлъ  въ  кур- 
сахъ  арпеметики,  по  причив-Ь  старпппаго  обозначевМ  пропорпМ,  въ  которомъ 
вм-Ьсто  одного  знака,  выражающаго  раг^епство  двухъ  отношений,  употреблялось 
три  знака.  Это  обозначен1е,  несмотря  на  очевидвыя  невыгоды  и  неудобства, 
употребляется  и  въ  нате  вррмя  ивогими  писателями. 

Карданъ  приписываетъ  правило  тести  количсствъ  ар'абскому  геометру 
Алкинду  (X  в-Ька),  котораго  онъ  -считаетъ  въ  числ'Ь  величайшнхъ  ген1'»въ. 
сутествовавшихъ  со  времени  происхождеп1я  наукъ  {См.  Ре  лиЫШШе,  КЬ.  XVI/ 
Действительно,  въ  ВгЫШЬеса  АгаЫсо  —  ВИчрана  Казири  мы  находимъ  весьма 
длинный  глисокъ  сочнпен1й,  паписанныхъ  Алкипдомъ  по  пс'Ь\1ъ  отд'Ьламъ  на 
укъ  матемятическихъ,  Фялософскихъ,  правственвыхъ  и  пр,  Сочвнев1я  эти  еще 
полв'^ка  тому  назадъ  существовали  въ  богатой  би'^л1отек'Ь  Эскур18ла. 

*"')  Р.  Маиго1уг1  ори9ги1а  та1ЬртаП'са,  УепеП1я,  1573,  1п — 5®,  ра^с.  281. 

*■?)  Ме1иср$  п8(гопот/гае  ИЬп'  диШиог.  Рап«!.  1Г)81,  1*п  Го1  ,  ИЬ.4,  ргор  13. 

*^]  5упорш  тагЛрша//са.  Рапя,  1620,  ш— 51.  Птгег8ае  деотеМа^,  тЫасд^^^ 
та1кетаисае.  зупорш,  е1с.  Раг18,  НИ,  ш— 4^ 

^)  Математическ1я  сочивсн1«1  Ьи(1о1р11е  Уап  ГлчПеп,  переведепвыя  съ  гол- 
ландскаго  на  лативсв1й  языкъ  й  дополвеннмя  прим'1>чаи1ями  Свелл1емъ.  Ьс>- 
с1е.  1619,  ра^.  120. 
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объ  этйхъ  кривыхъ;  Шутенъ    въ  сочинеши  Пе    сопгшпап(И/г  Лв- 
тог\$1гаНотЬи8  е4с.  доказалъ  ее  синтетически  и  посредствомъ  ана- 
лиза; около  •того  же  времени  итальянсий   писатель  Гуарини   упо- 
треблялъ  ее  также,  какъ  и  Вограпъ,  для    составлен1я   отношен1й^ 
между  ЛНН1ЯМИ    '®)     Несколько  л-Ьтъ   спустя,  другой  итальлнсхий 
геометръ,  пнЬющгй  н-Ькоторую  известность  въ  наук'Ь,  маркизъ  Чева 
(^еа^  Сеуа}  нашелъ  самъ,  весьма  остроумнымъ  и  оригинальнымъ 
способомъ,   эту   теорему  и  еще  другую  такого  же  рода,   которая 
так«е  есть  одна  изъ  освовныхъ   въ  теор1и   трансверсалей  и  изо- 
брЬтателемъ  которой  до  сихъ  поръ  считали  Ивана   Бернудли.  Со- 
чинен1е  Чевы,  въ  которомъ  находятся  эти  дв*  теоремн  и  еще  н*- 
которня  друг1я,  заслуживающгя   вниманш,    носитъ   заглав1е:    Ве 
Нпец  $е  гптсем  весапИЬиз,  8ШИса  соп81п1€Но,  МНап,  1678    1П— 4*. 
Въ  сл4дующемъ  Прям-Ьчаши  мы  познакомимъ  читатедей  съ  мето- 
домъ,  которымъ  отличается  это  сочинение. 

Посл'Ь  этого  времени  М1Л   не    встр'Ьчаемъ  бол-Ье   даже    сл+.довъ 
теоремы  Птолемея,    которая  около  двухъ  сголЬтхй  была   въ  боль- 
Шимъ  употреблеп1и  и  извЬстна  всЬмъ  геометрамъ,  но  потомъ  бо- 
л*е  в-Ька  оставалась  безплодною  и,  можетъ  быть,  даже   совсЬмъ 
веиз^^-Ьстного,  до  того  времени,  когда  Карно,  на111едш1й  самъ  эту 
г»юрему  вм-ЬсгЬ  съ  многими  другпми  подобными  ей  и    относящи- 
»':п1  къ  плоскому  четыреугольнику,  не  указалъ  ни  нее,  какъ   на 
"ДНУ  изъ   самыхъ   полезпыхъ   и   богатыхъ  теоремъ   рац1ональной 
ге(»!гетр1н     Мы   однако  должны  зам1^тигь    что  еще   за  несколько 
•^^'Тъ  до  этого  Шубертъ  привелъ  эту    теорему  въ  вид*  леммы  къ 
фричоской  тригонометр1и  Птоломея  з«),  и  что  другой  "геометръ, 
йаггЬвер-Ь.Фуссъ^),  также  пользовался  ею,  вм'Ьст*  съ  соответствую- 
Щ'Ю  теоремой  на  сфер*,  для  доказательства  н'Ькоторыхъ  предло- 
2^Н1*й,  наприм'Ьръ  для  доказательства  прекрасна^о  свойства  круга, 
•'••'торое    Фуссъ    приписываетъ   Даламберту.   именно,   что    «точки 


Еис1Шя  аАаис1и9  е1  теЛЬовгсип,   таИ^етаПспцие  ппкегяаИз  К\\%    Таи- 
т^'»»п1т.  18:1,  т  Ы,  ра^.  2-49. 

''  Тп«опоте1г1а  врЬаеПса  ё  Р1о]егоаео;  Пот  Ас1а  Рр{гороШапа,  апп.  1794 
^  №,  р.  165. 

^  ^Ьга  Ас(а  Ре1гороШапа,  ипп    1797  е1  1798,  I.  XIV. 


32  11РИиЪЧ4Н1Я. 

I 

встр-Ьчи  общпхг  касательннхъ'^къ  тремъ  кругамъ  взятынъ  попар- 
но, лежатъ  на  одной  прямойз). 

Изъ  назваиныхъ  нами  авторовъ  только  Мерсеинъ  ^оказалъ,  что 
теорема принадлежитъМепелаю;  большею  част1Ю  ее  приписывали  Ито- 
ломего;  некоторые  же  писатели  не  указывали  вовсе  ея  пронохож- 
ден1я,  таковы:  Малролпкъ,  Дезаргъ,  Паскаль  и  Чева;  носл-Ьди^й, 
по  всей  в'Ьройтности,  открылъ  ее  самъ. 

Флаути  въ  Оеот^'Ыа  (11  зИо  уже  указа.зъ  на  употребленхе,  ка- 
кое сд'Ьлалъ  Паппъ  изъ  этой  теоремы  въ  восьмой  книгЬ  Маш^ма- 
тиурскто  Соб/)а;/гя.  Нашиуказан1я  на  Мавролпка  и  Шуберта  мы 
заимствовали  изъ  ыемуара  Бр1аншона  8иг  1^8  Идпев  Аи  аесопй  оЫге, 
а  указан1е  на  Дезарга— изъ  ТгаШ  Ле8  ргорггё1е8  ргозе€1т^8  Понселе. 
Мы    не  сомневаемся,   что   могутъ  найтись  еще   мнопя    указания, 
кром-Ь   т1^хъ,  которыя  мы    прибавили  уже  къ  этпмъ  первоначаль- 
нымъ;  потомучто  теорема,  о  которой    мы  говоримъ,  была  в^Ьролт- 
но  хорошо  пзв'Ьстна  Арабамъ,  такъ  какъ  соответственная  теоре- 
ма на  сфер'Ь,  доказываемая  при  ея  помош.и.  была  ими  комменти- 
рована и  прославлена  во  ыногихъ  сочннен1яхъ;  для  европейскихъ 
математпковъ,  получивгапхъ  эти  теоремы  отъ  Мавровъ,  он'Ь  сл11- 
лались  также  предметовъ  размыгален1й     Таковъ,  наприм*ръ,  Сп- 
монъ  Бредонъ,  англичанинъ  XIV  в-Ька,  мнопя  сочипен1я  котора- 
го  объ    этомъ   предмете   хранятся    въ   Бодлейянской    бнблютекЬ 
(Во(11еленпе);  объ  этомъ  говоритъ  ученый  Галлей  въ  своемъ  пере- 
вод'Ь  Сфр}1ики  Менелая. 

Что  касается  до  происхожден1я  этихъ    двухъ   'к»оремъ,  то  оно 
в-Ьроятно    восходнтъ  до  Гиппарха,    который  прежде   Птоломея    п 
Менелая  занимался  вычислепгемъ  хордъ  и  тригонометрхей.  Очень 
понятно,  что  этотъ  знаменитый  астрономъ  вывотилъ  свойства  сфе- 
рическаго  треугольника  изъ  слойствъ  треугольника  на  плоскости: 
но  как1я  геометрическ1я  соображенгя   могли   вести   его  къ  этимъ 
иосл'Ьднимъ?  Мы  склонны  даже  думать,  что  открыт1е  теоремы    о 
плоскомъ  треугольпик'Ь  восходнтъ  до    Ев1счида    и  что  она 'соста- 
вляла часть   его   поризм^^     потомучто   она    совершенно  въ  томъ 
же  род'Ь,  какъ   и  всЬ   разнообразный   леммы,  къ  поризмамъ  оста- 
вленный   намъ  Паппомъ;  намъ  кажется,  что  одна  пзъ  этрхъ  леммъ 
(137-я  теорема  седьмой  книги  Математиисскаю  Собршил)^  отли 
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чающаяся  отъ  самой  теоремы  только  т'Ьмъ,  что  одно  отношенхе 
отр4^ковъ  зам'Ьнено  въ  ней  другимъ,  назначалась  для  облегче- 
шя  доказательства  этой  теоремы. 

Мы  см'&ю  высказываемъ  такое  предположеше,  потомучто  тео- 
рема эта  самымъ  естественнымъ  образомъ  пом^^щается  въ  ряду 
другнхъ  однородныхъ  съ  нею  предложентй,  которыя  соединены 
наки  въ  группу,  соотв'Ьтствующую^  по  нашему  мн^^н^ю,  первой  кни- 
гЬ  пориамь  Евклида. 


ПРИМФЧАН1Б  VII. 

(Продолжеше  Примгьиатя   VI). 

О  еочннешн  Чевы,    подъ  ваглавгекъ:   Об   Ипехи   гес1;18  ее 
1]|У1ееш   8еоап1;1Ъ11в  9    81;а1;1са    оопи^ше-Ыо   (ш — 4,  НЬ 

1а11у  1678). 


Основная  мысль  этого  сочинензя  заключается  въ  томъ,  чтобы 
пользоваться  свойствами  центра  тяжести  системы  точевъ  въ  та- 
кв1ъ  вопросахъ,  гд'Ь  разсматриваются  отношен1я  отр'Ьзковъ,  обра^ 
зуеннхъ-  несколькими  пересЬкающимися  прямыми,  какъ,  напри- 
1г6ръ,  во  многихъ  иредложеН1Яхъ  теор1И  трансверсалей.  Предпо- 
лагается, что  въ  точкахъ  пересЬченхя  прямыхъ  пом1кщены  тяже- 
дня  массы,  пропорцгональння  длинамъ  отр'Ьзвовъ;  законы  равно* 
1фси1  рычага  ведутъ  къ  соотношен1ямъ  между  этими  массами,  а 
отсюда  д'к1ается  заключен{е  объ  отношен1яхъ  между  отрезками. 

Чтобы  доказать,  напрвм']Ьръ,  этимъ  путемъ  теорему  Птоломея, 
разсмотрямъ  треугольникъ  АВСу  стороны  котораго  4  в,  ^?С,  С  А 
пересечены  какою  нибудь  прямою  соответственно  въ  точкахъ  с, 
0.  Ь,  Положимъ,  что  въ  а,  С,  А  помеш.ены  три  матергальныя 
точки,  изъ  которыхъ  масса  первой  а'  произвольна,  массы  же  С\ 
а  двухъ  других*  определены  такъ,  чтобы  точка  В  была  центромъ 
тяжести  массъ,  помещенннхъ  въ  а  и  С,  а  точка  6-  центромъ  тя- 
зкести  массъ,  находящихся  въ  С  и  Д  Дептръ  тяжести  трехъ 
хаееъ  будетъ  находиться  въ  точкЬ  с  перееечен!»  ирнмыхъ  аЬ 
нАВ, 

к».  I.  Отл-  п.  1 
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На  основан1и  закона  статики  им'Ьемъ: 

йВ  С    ^    р^      л/  АЬ 

В^сы  а'  и  С  могутъ  быть  зам^^нены  однимъ   вЪсоиъ  а'-^С,  по- 
мЪщеннымъ  въ  В\  сравнивая  его  съ  А',  получимъ: 

и  потому 

-7,» 2"  •  л1 1  ИЛИ  аВ.  ЬС.  сА^аС.  сВ.  ЬА^ 

что  и  ии'Ьлось  въ  виду  доказать. 

Перейдемъ  къ  другой  теореме.  Надобно  доказать^  что  если  три 
прямыя,  исходящгя  иаь  вершит  треугольника,  проходять  черевь 
одну  и  туже  точку,  то  отргьвки^  образуемые  ими  на  противо- 
положныхь  стороной^,  таковы^  что]  произведен!^^  трея^ъ]  иаь(  нихь^ 
не  имлющихь  общихъ  конечныхь  тсчекЪу  равно  проивведенгютрехъ 
осталшыхъ. 

Пусть  будетъ  АВС  треугодь  никъ ,  Ла,  В^,  С^  три  прямыя,  про- 

Х0ДЯЩ1Я  черезъ  точку  В   и  встрЬчающ1ЯСЯ  съ    противолежащими 

сторонами  треугольника  въ  точкахъ  а,  р,  у.  ПомЪстимъ  въ  А  ма- 

тер1а.1ьную  точку,  масса  которой  А'  произвольна,  а  въ  в  м  С  дв^ 

друг1Я    матер1альныя    точки,   массы    которнхъ    В'   и    С   тако- 

вы,    что    цевтръ   тяжести     массъ     А'^  В'  находится    въ   у,    а 

центръ  тяжести  массъ  А\  О — въ  р.  Центръ  тяжести  трехъ  массъ 

будетъ  въ  точкЪ  пересЬченхя  прямыхъ  В^,  Ск^  т.  е«  въ  В.  Отсюда 

слЪдуетъ,  что  точка   а  будетъ  центромъ  тажести  массъ  В^^    С, 

такъ  что 

Ва     С 

Са^В'' 


но 
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сАдоватехьно 

что  н  требовалось  до]1а8ать. 
йванъ    Бернулли    также    докавалъ    впосл-Ьдстехи    эту    теорему 

(Оеиоге^^  \.  IV,  ра^.  33),  но,  кажется,  не  пользовался  ею. 

Чева,  доказавъ  эту  теорему  при  помощи  статики,  даетъ  потомъ 
два  друпя,  чисто  геометрическ1я,  доказательства  ея,  изъ  кото- 
рнхъ  одно,  по  его  словамъ,  принадлежитъ  Каравадж1о  (ЫЬ.  I, 
ргор.  10). 

Разсматривая  вм'Ьсто  треугольника  четыреугольникъ,  въ  верши- 
няхъ  котораго  помещены  матер1альныл  точки,  Чева  пол училъ  дру- 
гою теорему,  которая  также  есть  одна  изъ  важн^^йтихъ  въ  тео- 
р1н  трансверсалей:  плоскость,  вгшршчающан  четыре  стороны  ко- 
саю  четыре !(голтика^  образуешь  на  нихъ  восемь  такхшъ  отргьа- 
коег^  что  произведете  четырехь  изъ  нихъ^  не  илиьющухъ  общьхь 
кхмчныхь  точекъ,  равно  проивведетю  четырехь  остальныхь  (ЫЬ. 
I,  ргор.  22), 

Первая  книга  оканчивается  н'Ькоторыми  свойствами  трехгранной 
я  четырехгранной  пирамиды,  выведенными  посредствомъ  того  же 
соособа. 

Во  второй  кнвг']^  находятся  различныя  свойства  прямолннейныхъ 
фигуръ  и  кривыхъ  втораго  порядка,  доказанныя  при  помощи 
т1хъ  же  началъ,  какъ  и  въ  первой  книг'Ь.  Приведемъ  следующее 
пред10жен1е,  которое  теперь  разсматривается,  какъ  частный  слу- 
чай бол'Ье  общаго  свойства  коническихъ  с^Ьченгй  если  коническое 
тчете  вписано  въ  треугольникъ,  то  прямыя,  проведенныя  изъ  вер- 
ишнб  въ  точки  прикосновеня  противоположных^  сторонъ,  пересгь- 
хаются  в7,  одной  точки», 

Ваконецъ  въ  прибавлены  (аррвп(11х).  которое  Чева  предлагаетъ 
какъ  отдйзьмое  сочинен1е  съ  содержап1емъ  независимымъ  отъ  пре- 
дндущаго,  р'Ьшены  посредствомъ  весьма  глубокомысленныхъ  гео- 
жетрическихъ  дрхемовъ  многхе  вопросы  о  площадяхъ  плоскихъ  фи- 
гуръ, ограниченныхъ  дугами   различныхъ    круговъ,    и  объ  объе- 
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махъ  и  цсптрахъ  тяжести  разнмхъ  гкпъ,  каковы  парабодоидъ  и 
двухъ  родовъ  гииерболопды  вращен1я. 

Немногихъ  словъ  достаточно,  чтобы  доказать  по  способу  Чевн 
одно  любопытное  и  полезное  свойство  четыреугол|>ника. 

Изъ  чертеаса,  которымъ  мы  только  что    пользовались,  им'Ьемъ 

АО     С^В'         ^     ,   Лр       ,.,     ,,А^ 
Та А^'^^'(^-^''Ш'В'-^'ТГ 


сл'Ьдовательно 


Оа     Ср  ■*"  ^В 


Разсиатривая  четыреугольнякъ  А^Оу^  въ  которомъ  С  я  В  суть 
точки  перес^чешя  противоиоложныхъ  сторонъ,  мы  увидамъ,  что 
это  уравнен1е  выражаетъ  сл^Ьдующую  теорему: 

Во  ёсякомъ  четыреу10льник!ь  дгаюналЬу  выходящая  изь  какой- 
нибудь  вершины^  деленная  на  свое  продолженге  до  прямой,  соеди- 
няющей тонки  встрлчи  прошивотложныхь  сторонь^  равна  сум- 
М1ь  сторонъ^  выходящихъ  изъ  той  же  вершины  и  раадгьленныхъ 
соотвмпственно  на  ихь  продолжеиля  до  противоположных^ 
сторонъ. 

Для  этой  теоремы  существуетъ  соответствующая  въ  прострая- 
ств'Ь,  которую  можно  доказать  подобнынъже  образомъ,  равска- 
тривая  вм'Ьсто  треугольника  тетраэдръ  и  четыре  прямыя,  арове- 
денныя  иэь  его  вершянъ  въ  одну  и  ту  Я№  точку;  фигура  вредста- 
вляетъ  тогда  восьмиугольный  шествгранникъ,  протавоположныя 
грани  котораго  пересекаются  попарно  по  тремъ  прямымъ  лежа* 
щймъ  въ  одной  плоскости. 

ДгаюналЬу  выходящая  иаъ  какой-нибудь  вершины^  длленпая 
на  свое  продолженге  до  той  плоскости,  равна  суммгь  прилежа- 
щихь  къ  той  же  вершингь  реберь^  длленныхъ  соо9пвлтстеенно 
на  ихь  продолжешя  до  той  же  плоскости. 

Этою  именно  теоремою  мы  пользовались  въ  приложен1Яхъ  повой 
системы  координатъ,  изложенной  въ  Соггещ)ОП(1ап€е  йе  М.  ^ие(;е- 
Ы,  I.  Т1  р.  86,  ап.   1830. 


ирии^^чАнт.  Б7 

11рабавлен1е.  Когда  Цри'&чаше  VII  о  сочинеши  Чевы /)^ /те<« 
гес1ц  $е  гпюгсет  зесапНЬт  91аИса  соп81гисНо  было  уже  напеча- 
тано, выпиа  21-я  тетрадь  ЛигпЫ  (1е  Рёсо1е  Ро^у^вскт^иеу  въ 
которой  иом^щеиъ  мемуаръ  Бор'юлиса:  8иг  1аТкеогге  <1е$  тоте11$ 
соыНегев  сотте  апа1у8е  (ка  глпсоп{Г€а  Лез  1%дпе9  йгоШв^ 
посвященный  тому  ше  дреднету,  какъ  и  сочинен1е  Чевы.  Еор1ожнсъ 
доказываетъ  зд'1^сь  въ  ненногихъ  сювахъ  и  безъ  вычлсюшй,  посред- 
етвонъ  теор1и  монентовъ,  рядъ  теоремъ  въ  родЪ  т^хъ,  которыя 
иаходятбя  въ  теорш  трансверсадей  Барно,  но  гораздо  бо1'1^е  общихъ. 
Особенно  зам^Ьчательно  доказательство  двоякаго  образовашя  помо1ц1ю 
прямой  1НШИ  гиаербодонда  оъ  одною  полостью. 


ПРИМЪЧАНХБ  УШ 


(Первая  9поха,  «•  25.) 


Обрюовашб  опнрадей  н  квадратриксъ  при  покощн  винтовой 
юверхнобти.  Аиалопя  михъ  кривыхъ  съ  тЪии,  которыя  но- 
еягь  бъ  ншш  о^ршаковыа  наикеноваша   въ  Декартовой  си- 

стенА  координатъ. 


Построенгя  спиралв  и  квадратрвксы,  оставленная  намъ  Пап- 
помъ,  представляютъ  не  болЪе,  ^къ  простыя  приложенхя  двухъ 
общихъ  способовъ  получать,  посредствомъ  двухъ  поверхностей, 
ввнтовой  и  еще  другой  надлежащииъ  образомъ  избранной,  все- 
возможныя  спирали  н  безаонечиое  множество  другихъ  кривыхъ, 
которая  я  буду  называть  «вадрашриксамщ  потомучто  он-Ь  выра- 
жаются въ  такихъ  же  воордннатахъ,  какъ  и  квадратрикса  Дино- 
страта. 

Вторая  поверхность,  которую  при  этоиъ  нужно  употреблять, 
б/детъ  для  построен1я  спиралей  —  поверхность  вращен1я  около 
оси  винтовой  поверхности;  для  построен1я  же  кваОрашриксъ — ци- 
линдрическая поверхность,  образующхя  которой  перпендикулярны 
къ  оси  винта. 

Наши  ио€троеп1я  ведутъ  непосредственно  къ  касательнымь  и 
къ  кругамъ    крившны  разсматрпваеиыхъ    кривихъ.    Но  главная 
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выгода  этихъ  11остроен1й  заиючаетсл  въ  том1|.  что  они  указы- 
ваютъ  иостоядныя  геометричесшя  соотношен1я  между  этими  кри- 
выми и  т^ми,  Боторыя  носжъ  т'Ь  же  назван1я  въ  обыкновенной 
систем'Ь  координатъ,  наприм'Ьръ,  между  гиперболическою  спи- 
ралью и  гиперболоид  между  логариемаческою  спиралью  и  логарив- 
микой.  Въ  этой  систем'Ь  Архимедова  спе/рад*  соотвЪтствуетъ  пря- 
дкой лииги 

До  сихъ  поръ  между  этими  кривыми  было  зам'Ёчено  только 
одно  сходство,  именно  одинаковая  форма  ихъ  уравнен1й  между 
разнородными  перем'Ьнными;  но  это  не  указывало  ни  связи  между 
ихъ  построетями.  ни  другихъ  геометрическихъ  соотношен1й  ихъ 
между  собою.  Соособъ  же,  въ  которомъ  однц  изъ  нихъ  служатъ 
для  построен1Я  другихъ,  ведетъ  самымъ  лучшимъ  образомъ  къ 
т'Ьмъ  свойствамъ,  благодаря  которымъ  эти  кривыя.  особенно  ло- 
гариемическая  спираль,  сд'Ьлались  изв'Ьстны,  и  указывает^ь  арггогг 
геометричесшя  основан1я  этихъ  прекрасных^  свойствъ. 

Построепге  спиралей.  Вообразимъ  себ4  поверхность  вращен1Я, 
происходящую  отъ  обращен1я  какой-нибудь  кривой  около  непо- 
движной оси,  взятой  въ  ея  плоскости;  пусть  эта  ось  будетъ  вер- 
тикальна; перпендикуляры,  опущенные  на  нее  изъ  то^къ  кри- 
вой, будутъ  ординаты,  а  разстоян1я  основан1й  этихъ  перпенди- 
куляровъ  отъ  постоянной  точки,  взятой  на  осЯу—аосцыссы. 

Положимъ,  что  плоскость  кривой  вращается  равном'Ьрно  и  что 
въ  то  же  время  время  точка  М,  взятая  на  вращающейся  кривой, 
движется  по  ней  такъ,  что  абсциссы  возрастаютъ  также  равно- 
м'Ьрно.  Это  значитъ,  другими  словами,  что  движен1е  точки  по  на- 
правлсн1Ю  оси  оропорщонально  вращательному  движенш.  При 
этомъ  точ>са  Л/  опигпемъ  на  поверхности  вращенкя  н'&которую 
кривую  двоякой  кривизны. 

Прямоугольное  лроложенге  этой  кривой  на  плоскость,  перпен- 
дикулярную къ  оси  вращен1я,  будетъ  спираль,  уравнсн1е  которой 
мы  получимъ  при  помощи  уравнен1я  кривой,  служащей  для  обра- 
80ван1Я  поверхности  вращен1Я. 

Пусть 

будетъ  уравпенхе  образующей  кривой;  разсмотримъ  ее  въ  какомъ- 
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нвбудь  опрел^^лениомъ  положен1и;  положимъ^  что  на  ней  въ  М 
находится  въ  этомъ  положен1Е1  двнжущаясд  точка,  абсцисса  кото- 
рой I  будетъ  пропорц1ональна  вращев1Ю  плос|состя  кривой  отъ 
начала  движен1я;  это  вращенхе  будетъ  изм'Ьрятьсл  углонъ,  обра- 
зуенымъ  сл'Ьдоиъ  вращаюи^ейсл  плоскости  на  плоскости  горизон- 
тадьной  сь  неподвижною  осью,  обозначающею  начало  движен1л; 
аусть  будетъ  и  этотъ  уголъ;  ии  будемъ  им1Ьть: 

1— аа,  и  сл-Ьдовательно  ац^Ру. 

Пусть  будетъ  т  проложен1е  точки  М  на  горизонтальную  пло- 
скость, и  О  пересЬчеше  оси  вращен1я  съ  этою  плоскост1Ю.  Рад1усъ 
От^  который  оаначимъ  черезъ  г,  равенъ  ординат^^  у  точки  М\ 
такимъ  образомъ  между  этимъ  радхусоиъ  и  угломъ  его  и  съ  не- 
подвижною осью,  о  которой  ин  говорили,  получается  соотношен1е 

Это  соотношенхе  есть  ничто  иное^  какъ  полярное  уравненхе  про- 
лохеак  кривой  двоякой  кривиани,  начерченной  на  новерхностя 
бращеи1я. 

Зам-Ьтинъ  теперь,  что  перпендикуляръ,  опущенный  изъ  движу- 
щейся точки  М  на  ось  вращвн1я,  образуетъ  поверхность  винта 
съ  четыреугольною  нар'Ьзкою,  или,  какъ  ее  называютъ,  винтовую 
поверхность  (Ь6Исо1(1е  гатрап1;б):  д^Ьйствительно,  этотъ  перпенди- 
цлдръ  остается  постоянно  горизонтальны мъ  и.  поднимается  рав- 
номерно надъ  горизонтальною  плоскостью  въ  то  время,  какъ  за- 
иючающад  его  в.ертикальная  плоскость  вращается  равномерно 
около  оси. 

Итакъ,  кривая,  образуемая  точкою  М,  есть  пересеченхе  поверх- 
ности вращен1я  съ  щинтовою  поверхностью. 

Отсюда  проистекаетъ  следующая  теорема: 

1*  Всякая  спираль  (мы  называемъ  спиралью  всякую  кривую, 
изображаемую  уравненхемъ  между  полярными  координатами  г  е  и) 
можешь  быть  разсматриваема  какъ  проложете  пересшчепЫ 
винтовой  поверхности  сг  нгькоторою^  надл'жащимъ  обраюмъ 
опредлленною^  поверхностт  вращемя;  причемъ  общей  осью  эшимь 
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двумь  поверх ностямъ  служить  лингя^  проведенная  череаг  начало 
спирали  перпендикулярно  к%  вя  плоскости. 
2\  Если 

есть  уравненге  спирала  и  вь  немь  а  представляешь  отношенге 
восходящаго  движенья  образующей  винтовой  поверхности  кь  вра- 
щательному движет/о  ея^    то  уравиен1е  поверхности   вращенгя 

будетъ 

г^Ру> 

гдл  абсциссы  %  считаются  по  направлеигю  оси  вращенгя,  а  орди- 
наты у — перпендикулярно  кь  ней. 

Такимъ  образомъ  въ  случа'Ь  Архимедовой  спирали,  уравнен1е 
которой  есть  аи=г: 

Уравнен1е  меридгана  поверхности  вращения  будетъ  :^^\  следо- 
вательно это  будетъ  прямай  и  поверхность  вращенхя  будетъ  конусъ; 
въ  этомъ  заключается  одна  изъ  двухъ  теоремъ  Паппа. 

Въ  случае  гиперболической  спирали,  уравн^ен1е  которой  иг=впост.: 

Уравнея1е  мерид1ана  поверхности  вращев1Я  будетъ  гузва.  пост. 
»пост.  Сл'Ьдовательно  мерид1авъ  есть  равносторонняя  гипербола, 
одна  изъ  асимптотъ  которой  направлена  по  оси  винта. 

Въ  случа'Ь  логаривмической  спирали,  выражаемой  уравнен1емъ 
и^1оуг,  будемъ  им^ть 

Это  уравненге  логлриемики,  въ  которой  абсциссы  х  пропорцшналъ- 
ны  логариемамъ  ординатъ  у.  Сл'Ьдовательно: 

Если  представимь  себгь  поверхность  вращения,  образуемую 
движетемь  обыкновенной  лошравмики  около  ея  асимптоты^  и 
винтовую  поверхность^  для  которой  эта  асимптота  слуо^ситш 
осью,  то  вь  пересгьчент  этихь  двухъ  поверхностей  получим^ 
кривую  двоякой  кривизны  ^  прямоугольное  проложенге  которой 
на  плоскость^  перпендикулярную  кг  асимптот/ь,  будетъ  логарио- 
мичвская  спираль. 

Кпсательныя  кь  спиралямь.  Пусть  М  будетъ  точка  пересЬченхя 
винтовой  поверхпостй  съ  такою  поверхиост1ю  вращеи1я,  при  по- 
мощи которой  получается,  какъ  мы  уже  говорили,  даиная  сиираль. 


ПРИМЪЧАШЯ.  II 

Касательвал  въ  точк^к  т  спирали  будетъ  цячто  яное,  какъ  про- 
ложея1е  лиепи  оересЬченгя*  касательнихъ  ало^востей  къ  этимъ 
двугь  аоверхностямъ  въ  точк'Ь  М.  Касательная  плоскость  къ  по- 
верхности вращен1Я  перес^кчетъ  ось  вращсшя  въ  точк'Ь  О;  допу- 
етимъ,  что  горизонтальная  плоскость,  на  которой  начерчена  спи- 
раль, проходитъ  черезъ  эту  точку;  прямая  ОМ  будетъ  въ  та- 
комъ  случа'Ь  пролагаться  по  От,  т.  е.  по  радгусу-вектору  спирали. 

Касательная  плоскость  къ  поверхности  вращен1Л  встретится  съ 
горизоцтальною  плоскостью  по  п^яжЛ  О/,  перпендикулярной  къ  От. 

Касательная  плоскость  къ  винтовой  поверхности  въ  точк'Ь  31 
ироходитъ  черезъ  образующую  этой  поверхности,  параллельную 
рад1усу  вектору  От\  сл'Ьдъ  ея  на  горизонтальной  плоскости  бу- 
детъ сл^^довательно  параллеленъ  От.  Дль  нахожден1я  этого  сл'Ьда 
достаточно,  поэтому,  опред'Ьлить  одну  его  точку.  Но  разсматри- 
вае}1ад  касательная  плоскость  проходитъ  черезъ  касательную  къ 
винтовой  ЛИН1И,  проведенной  черезъ  точку  М  по  винтовой  поверх- 
ности; эта  касате.1ьная  лин1я  лежитъ  въ  вертикальной  плоскости, 
перпендикулярной  къ  рад1усу  вектору  От,  Пусть  6  будетъ  точка 
встречи  ея  съ  горизонтальною  плоскостью  и  а  уголъ  ея  съ  осью 
винтовой  поверхностн  Въ  треугольник'^  МтЬ  уголъ  при  т  будетъ 
пряной  и  мы  получимъ  тЬ^Мт.^да,  Но  изъ  свойствъ  винтовой 
поверхности  взв']^стно,  что  тригонометрическ1й  тангенсъ  угла  а 
зропорщоналенъ  разстоянгю  точки  М  отъ  оси  поверхности,  т.  е. 
Щос=^От.  Соя*/. ^Постоянное  это  равно  отногаен1ю  круговаго  къ 

восходящему  движенхю  образующей  винтовой    поверхности,— отно- 

1 
шен1ю,  которое  мы  означили  черезъ  --;  поэтому 

От  {.     Мт,От 

^        а  '  а 

Прямая  тЬ  перпендикулярна  къ  радхусу  вектору  От]  сл'Ьдъ 
плоскости  касательной  къ  винтовой  поверхности  параллеленъ  От; 
следовательно,  если  на  лин1И  О/,  перпендикулярной  къ  От,  отло- 
хймъ  часть 

01=^тЬ'=' , 


М  лрит^чАШя. 

то  точка  (  будетъ  находиться  на  вышеупомянутомъ  сд'Ьд'Ь.  Но 
01  есть  также  сл'Ьдъ  плоскости  касательной  къ  поверхности  вра- 
щен1я;  ноэтому  точка  /  принадлежи1ъ  оерес^Ьчен1Ю  касатедьвыхъ 
плоскостей  къ  об'Ьииъ  поверхностянъ,  следовательно  она  нахо- 
дится на  касательной  къ  спирали,  происходящей  отъ  проложенш 
ЛИН1Н  лересбченхя  двухъ  поверхностей. 

Лин1я  01  называется,  какъ  иавЪстно,  субтангенсомъ  сииради; 
отрЪзокъ  же  Оп,  на  продолжеши  О/,  между  точкою  О  и  нормалью 
въ  кривой  —  есть  субшрмам;  она  равна  квадрату  рад1уса  век- 
тора,  разд'Ьленному  на  субтангенсъ;  следовательно 

л      а, От 

Чтобы  воспользоваться  этими  формулами,  занЪтимъ,  что  такъ 
какъ  касательная  илоскость  въ  Л  къ  поверхности  вращен1я  про- 
ходить чрезъ  точку  О,  то  лин1я  Мт  есть  субтангенсъ  кривой, 
образующей  поверхность  вращен1Я,  считаемый  по  направденш  оси 
вращешя. 

Назовемъ  черезъ  5  длину  этого  субтангенса;  припомннвъ,  что 
радгусъ  векторъ  спиралп  От  равенъ  ординате  у  образующей  по- 
верхности вращен1я,  получимъ 

а  * 

Таковы  выражеи1я  субтангенса  и  субнормали  спирали  въ  функ- 
Ц1и  субтангенса  и  ординаты  образующей  иоверхности  вращен1Я. 

Въ  Архимедовой  спирали  образующая  лин1я  есть  прямая;  -у-  =• 
пост.  сл-Ьдовательно  Ол— пост.  т.  е. 

еь  Архичедовой  спирали  субнормаль  постоянна, 

Въ  гиперболической  спирали  образующая  есть  ранносторонняа 
гипербола,  въ  которой,  какъ  известно,  5[у"Пост.,  следовательно 
0/«пост.  т.  е. 

еь    гиперболической  спирали  субташенсъ  имлеть  постоянную 

величину. 
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Логарнемнка  им'Ъетъ  постоянный  субтангенсъ  по  иаправленш 
асимптоты,  т.  е.  «$^пост.,  следовательно  въ  логариемцческой  спи- 
ралн  будетъ 

—  »оост.,  ИЛИ  -тг-— пост. 

у  '  От 

тт       0( 

Но-^  представляетъ   тангенсъ   угла    касательной    къ  спирали 

съ  рад1усомъ  векторомъ  и  потому  этотъ  уголъ  будетъ  постоян- 
ный, т.  е. 

Вг  мпаривмической  спирали  касательная  д1ьлаешъ  постоянный 
уолг  сь  рад1усомъ  векторомъ. 

Такъ  какъ  О/  пропорщональна  От,  то  ясно,  что,  если  отло- 
гимъ  на  рад1уое  векторе  лйн1Ю  равную  субтангенсу,  то  копецъ 
этой.линш  будетъ  лежать  на  логариемической  спирали,  подобиой 
съ  данною;  если  ловоротимъ  эту  спираль  на  четверть  окружности 
около  центра,  то  всЪ  ея  рад1усы  векторы  совпадутъ  с\  соотв'Ьт- 
ствуюо^ими  субтангенсами  данной  спирали;  следовательно  осно- 
вангя  касательныхъ  (точки  /}  логариемической  спирали  лежатъ  на 
другой  подобной  ей  спирали.  Но  дв^  подобный  логариемическ1я 
С1ШР&1И  необходимо  равны  между  собою,  потомучто  въ  нихъ  углы 

■ 

касательныхъ  съ  рад1усами  векторами  одинаковы,  а  каждому  дан- 
нону  углу  соотв^тствуотъ  только  одна  спираль;  такимъ  образомъ 
ми  иожемъ  высказать  сл-Ьдующую  теорему; 

Въ  лошривмической  спирали  основатя  касательнымь  лежать 
^1а  совершенно  такой  же  логариемической  спирали,  только  иначе 
расположенной. 

^0  же  свойство  принадлежитъ  и  основанхямъ  субнормалей. 

Рад(усы  кривианы  спиралей.  Разсматривая  спираль,  какъ  сЬ- 
ненхе  прямаго  цилиндра,  проходящаго  черезъ  кривую  перес^чев1я 
поверхности  вращен1я  съ  винтовою  поверхностью,  легко  найти, 
ори  ионощи  теоремъ  Эйлера  и  Менье,  для  каждой  точки  величи- 
ну Р&Д1уса  кривизны  въ  функц1и  рад1уса  кривизны  меридханнаго 
с^чен1л  поверхности  вращешя.  Чтобы  сократить  настоящее  Ори- 
уЬчаа1е,  мы  опускаемъ  зд'Ьсь  это  построен1е,  къ  которому  воз- 
вратимся въ  другое  время. 

До  другаго  сочивен1я  откладываемъ  также  построен1е  квадрат- 
риксъ^  сходное  съ  построенхемъ  спиралей. 


Ц  ПРИШ^ЧАШЯ. 


ПРИНФЧАН1Б   IX. 

{Первая  апоха,  п®  30) 

Объ  ангармонической  функщя  четырехъ  точев»,  или  четырехъ 

нряныхъ 


Когда    четыре  точки  <г,  Ь,  с,  Л  лежать   на  одной    прлмой,  то 

функцш 

ас  .6с 
аЛ    ЬЛ 

мы  назвали  атармоническимь  отпошенгемъ  четырехъ  точекъ. 

129-е  предложен1е  седьмой  книги  Паппа   означаетъ,    что    если 
четыре  прямыя  выходятъ  иаь  одной  точкщ  то  всякая  сгькущая 
встрпвчаетъ  ихъ  въ  четырехъ  шочкахъ^  аншрмоническое  отношеюе 
ноторыхь  имгьетъ  всегда  одну  и  ту  же  величину^  каково  бы  ни  бы 
ло  положенге  стькущей. 

Это  свойство  ангармонической  ^//нкцги  отличаетъ  ее  отъ  вс1^хъ 
цругихъ  функщй,  которыя  можно  составить  изъ  отр']^зковъ  между 
четырьмя  точками. 

Но  ангармоническая  Функщя  обладаетъ  другимъ,  еш.е  бол'Ье 
важнымъ  ствойствомъ,  изъ  котораго  первое  можетъ  быть  выведено, 
вакъ  сл'Ьдств1е,  именно: 

Если  изъ  проиввольной  точки  проведемъ  прямыя  кь  четыремъ 
точкамЪу  расположенными  на  одной  прямой,  то  ангармоническая 
^ункцгя  этихь  четырехъ  точекъ  будете  равна  результату  подста 
новки  въ  ту  о/се  ^ункгл^т  вмгьсто  четырехъ  отрпзковъ,  ее  состав- 
ляшщихъ,  синусовъ  угловъ  м*жд у  прямыми  заключающими  эти 
отртьти. 

Мы  представили   ангармоническое  отиошен1е    четырехъ  точекъ 
а,  6,  с,  Л  въ  вид'Ь  функщи 

ас    Ьс^ 

аи''ы} 
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номожпо  пзять  также  дв-Ь  друг1я  фун1сц1а 

ас     Лс     аЬ     сЬ 

•  ^_^     ^^^  •  ___ 

а1^  *  (и>^    аЛ  '  сА' 

Д1Я  тетнрехъ  точекъ  а,  6.  с^<1  нельзя  составить  четвертой  по- 
добяей  же  функфи.  Следовательно,  ангармоническое  отистете 
чтырехь  точекъ  можешь  выражатия  въ  трехъ  видахъ. 

Если  одна  изъ  точекъ  находится  въ    безконечности,  то  ангар-' 
монйчесБое  отношен1е  упрощается  и  содержитъ  только  два  отр'Ьз- 
ка.  Если,  наприм'Ьръ,  точка  Л  удалена  въ   безконечность,  то  ан- 
гарконичесБое  отношенхе  четырехъ  точекъ  а,  Ь^  с  ц  точки  безко- 
нечно  у;(аленной  выразится  сл'Ьдующими  тремя  способами: 

ас     са     Ьа 
её*    аЬ'    Тс 

Пусть  я,  6,  г,  (/,  будутъ  четыре  точки  на  одной  пряной  и  а\ 
*',  ^^  Л  четыре  соотв'Ьтствующ1я  имъ  точки  на  другой  прямой; 
лоложимъ,  что  ангармоническое  отношен1е  одн^хъ  равно  ангар- 
моническому отношен1ю  другихъ,  т.  е  им-Ьеть  м-Ьсто  одно  изъ 
трехъ  сл'Ьдующнхъ  уравнен1й: 


ае 
аЛ 

а'А' 

'  Ь'А' 

ас  ^ 
аЬ' 

Ас 
АЬ^ 

аЬ 
аЛ 

сЬ 

а'Ь' 
°с?5 

с'У 

(Л) 


Говорю,  что  тогда  два  друггя  уратешл  будутъ  уже  слгьд- 
твпми  атого.  Такимъ  образомъ  одно  г^ъ  трехъ  уравненгй  {А) 
шкАючаеть  въ  себгь  дт  друггя.  Пов'Ьрить  это  можно  посредствомъ 
вичислеи1я.  Но  гораздо  легче  воспользоваться  для  доказательства 
этого  свойства  ангармонической  функщи  геометрическими  сообра- 
кеииин. 


4Г>  ПРИН'ЬЧАШЯ. 

Пои^Ьстяиъ  дв^  прямня,  на  которыхъ  находятся  дв4  разсиа- 
триваемыя  системы  точевъ,  такинъ  образомъ,  чтобы  дв4  соотв-Ьт- 
ственныя  точки  (/,  ^  слились  въ  одну  точку  />;  проведемъ  лря- 
мыя  аи\ЬЬ',сс']  эти  три  пряыыд  пройдутг  черевъ  одну  и  туже 
точку.  Д'Ьйствительно,  положимъ,  что  5^,  есть  точка  оерес6чен1я 
двухъ  первыхъ  аа'ч  ЬЬ\  Проведемъ  80  и  8с\  положииъ,  что  5, 
встр'Ьчаетъ  пряную  а'Ь'&  въ  у;  на  основанш  вышеприведеняаго 
^  предложен1Д  Паппа  будемъ  ин']^ть 


ае       Ьс а^7  .  ^7. 


допустимъ,  что  им'Ьетъ  м'Ьсто  первое  изъ  уравнен1й  (^);  встав- 
ляя въ  него  В  вм^то  й  и  сравнивая  съ  посл'Ьднимъ  уравнешемъ, 
увидимъ,  что  точка  у  совпадаетъ  съ  с\  Откуда  сл4дуетъ,  что 
три  прямыя  аа\  ЬЬ\  ее'  проходятъ  черезъ  одну  и  туже  точку  8. 

Разсиатривая  четыре  прямыя  8аа^,  8Ы/^  и  80^  пересЬченныя 
двумя  трансверсалями  аЬсО^  а'Ь'сО^  мы  на  основати  пре2(ложен1Я 
Паппа  заключимъ,  что  два  посл']^дн1я  ивъ  уравнен1й  {А)  также 
справедливы. 

Такимъ  образомъ  каждое  изъ  уравнений  (^1)  ведетъ  за  собою 
два  друпя. 

Поэтому  равенство  ангармоническихъ  отношен1й  въ  двухъ  си- 
стемахъ  четырехъ  точекъ,  соотв'Ьтствующихъ  другъ  другу  попар- 
но, можетъ  быть  выражено  тремя  способами,  изъ  которыхъ  каж- 
дый заключаетъ  въ  себ']^  остальные. 

На  этомъ  важномъ  свойств']^  ангармонической  функц1и  будетъ 
основано  много  полезныхъ  приложенгй. 

Такъ,  наприм'&ръ,  изъ  пего  прямо  сл'Ьдуетъ,  что  каждое  иэъ  се- 
ми  уравнешй,  выражающихъ  инволющонное  соотношеН1е  между 
шестью  точками,  заключаетъ  въ  себ'Ь  тесть  остальныхъ. 

Равенство  ангармоническихъ  отпошенгй  двухъ  системъ  четы- 
рехъ точекъ  можетъ  быть  также  выражено  посредствомъ  трехчлен- 
ныхъ  уравнен1й,  который  часто  бываютъ  полезны. 

Такъ,  кром%  трехъ  уравнен1й  (^1),  им'Ьемъ  еще  сл4дующ1я: 
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ас     |^с      в'Л      е^      . 


аЬ  '  йЬ'^а'Ь'  *  с'6'"^*'  (Я) 


а6  .г5     0^     Ь^ 

Каждое  изъ  этихъ  трехъ  уравнен1й,  выражая  равенство  ангар- 
юннчесвихъ  отношев1б  въ  двухъ  системахъ  точекъ,  заключаетъ 
въ  себ^  два  друпя  и  три  прежн1Я . 

Однвмъ  словоиъ,  каждое  нзъ  шести  уравнен1й  {А)  и  (В)  за- 
кдючаетъ  въ  €66*6  пять  остальнахъ. 

Доказать  уравнен1я  (В)  нетрудно.  Первое,  наприм'Ьръ,  всл'Ьд- 
ств1е  третья  го  изъ  уравнен1й  (А),  принимаетъ  видь: 

ас     ^с  .  5^  .  сЬ 

аЛ  'ЬЯ'^аЛ  '  е(П^' 

остается  доказать  это  уравненхе.  Для  этого  сд'Ьлаемъ  перспектив- 
ное проложен1е  прямой  аЬсс1  на  другую  прямую  такимъ  образомъ, 
тбы  перспектива  точки  Л  была  въ  безко вечности;  пусть  а,  р,  ^ 
(удутъ  перспективы  точекъ  а,  6,  с;  такъ  какъ  ангармоническая 
Функц1я  проэктивна,  мы  будемъ  им'Ьть: 

ас  .  Ьс «7       лЬ  .  сЬ      «]3 

аЛ  '  53"^  "  53  •  ^'^Т? 

в  наше  уравнен1е  обратится  въ 

Й"*"??*"^'  или  эа  +  ат«Рт. 

• 

Но  это  есть  тождественное  соотношенхе  между  тремя  точками 
^>а,1[,  если  нредположимъ,  что  он^  расположены  въ  томъ  же  поряд- 
ке, какъ  написаны. 

Такимъ  образомъ  уравнен1л  (В)  доказаны. 
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Зам4тимъ,    что    уравневге,    написайпое   выше,  обращается,  по 
уничтожен1И  знамеынтелей,  въ 

аЬ.  сА'-ас,  ЬА-^Ьс.  О(/=»0 

« 

п  представляетъ  об1цее  С(Ютношен1е  между  какимв-нибудь  четырь- 
мя точками,  лежащими  на  одной  прямой. 

Соотношен1е  это  было  доказано  Эйлеромъ  алгебраически  и  гео- 
метрически. Первый  способъ  доказательства  состоитъ  въ  томъ, 
что  вм'Ьсто  н'Ькоторыхъ*  множителей  вставляются  ихъ  выражен1я 
въ  Функщй  дру1  ихъ  и  такимъ  образомъ  уравнение  обращается  въ 
тождество.  При  второмъ  доказательств'^  составляется  чертежъ, 
изображающ1й  три  арямоугольника,  входящ1е  въ  уравнение,  и  лег- 
ко обнаруживается,  что  одинъ  изъ  нихъ  равенъ  сумм'Ь  двухъ 
другихъ  (11етербургск1е  NоV^  Соттеп1агп,  томъ  I,  1747  н  1748 
года.    Уаггае  €1€тот1гаИоп€€  ОеотНггсае). 

Понселе  также  доказалъ  это  соотношец1е  въ  Штогге  $иг  Ш 
сеп1ге$  Лев  шоуеппе$  кагтопциев.  (^оигоа1  уоп  СгеПе,  I  Ш, 
р.  269). 

« 

По  отношен1Ю  къ  четыремъ  прямымъ,  исходящимъ  изъ  одной 
точки,  кругъ  имЬетъ  свойство,  сходное  съ  т'Ьмъ,  которое  принад- 
лежитъ  двумъ  прямымъ  трансверсалямъ  и  которое  выражается 
уравнешями  (А)  е  {В). 

Это  свойство  состоитъ  въ  томъ,  что 

Если  четыре  прямым^  исходящгл  изъ  одной  точки,  встрл- 
чаютв  окружность:  первая  въ  а,  а',  вторая  сь  6,  6^  третья  въ 
Сус'  и  четвертая  в%  Л^  й\  то  получается  соотиошенге 

111  1 


111  1 

9%п-^сЬ      пЬ-=гЛЬ     $т-гг-  с'Ь'       8(п^4'Ь' 

2  2  2  2 

Это  уравнен1е  соотв'Ьтствуетъ  первому  изъ  уравненШ  (А).  Та- 
кимъ же  образомъ  получимъ  уравненш  подобныя  двумъ  другямъ 
уравнен1ямъ  {А)  и  три  уравнен1я,  подобныя  уравнен1ямъ  (В). 

Это  свойство  круга  ведетъ  ко  многимъ  новймъ  предложенгямъ . 

Мы  приглашаемъ  геометровъ  обратить  полное  вннмапге  на  по- 
нят1е  объ  анхармоническомъ    отношен1И,  которое,  несмотря  ва  то. 
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ЧТО  оно  весьма  элементарно,  можетъ  быть  въ  высшей  степени  но- 
дезно  при  множестве  геометрическихъ  и8сл'Ьдован1й,  гдА  оно  бу- 
детъ  доставлять  дета  и  возможно  простыя  доказательства.  Мы 
восподьауемсд  имъ  въ  Прим'Ьчан1и  X  объ  инволюц1В  шести  точевъ 
п  въ  Прим'Ьчан1дхъ  ХУ  и  XVI  для  доказательства,  можно  сказать  въ 
нккольвихъ  словахъ, самыхъ  общихъ  свойствъ  коническихъ  сбчешй. 
Не  мен'Ье  будетъ  полезна  эта  теор1а  и  въ  геометр1и  трехъ 
изм4рев1й.  • 

Для  прим^Ьра  предложимъ  066*6  доказать  двоякое  образованхе 
помощш  прямой  лин1и  гиперболоида  съ  одною  полостью,  что  мо- 
кетъ  быть  выражено  сл'Ьдующими  словами: 

Шверхность^  обраауемая  движущеюся  прямою,  опирающеюся 
«а  мри  неподеижныя  прямыя,  можетъ  быть  образуема  друтмъ 
о6ра$омъ^  именно  движетемь  прямой^  опирающейся  на  три  по- 
ложения первой  образующей;  поверхность  ата^  им/ьеть  свойство 
мрее^нкаться  со  всякою  плоскостт  по ,  коническому  аьчешю. 

Первая  часть  этого  преддожен1я  основывается  на  сл'бдующихъ 
двухъ  леммахъ,  изъ  которыхъ  одна  есть  взаимная  другой,  и  ко- 
торыя  обЬ  настолько  важны,  что  ихъ  можно  разсматривать  какъ 
особня  теоремы. 

Теорема  I.  Если  изъ  четырехъ  прямыхъ  каждая  опирается  на 
шри  неподеижныя  прямыя^  распыоженныя  какимъ  угодно  обра- 
9омь  въ  пространства,  то  ангармоническое  отношете  отр/ьвковъ, 
(^бразуемыхъ  ими  на  одной  изъ  атихъ  трехъ  прямыхъ^  равно  ан- 
шрлолическому  отношент  отргьзковъ^  образуемыхъ  на  каждой 
шь  двухъ  дру^ихъ. 

Пусть  Ь,  1\  X"  будуть  три  данный  дин1и  въ  пространств^^ 
а,  Ь,  с,  (/  —  точки  пересЬчешя  прямыхъ  А^  В^  Су  О  съ  лишею 
1у  о',  6',  с\  Л  и  а'\  Ь",  с",  й"  —  точки  перес4чен1я  т'Ьхъ  же 
прямыхъ  съ  X'  и  Ь".  Говорю,  что  ангармоническое  отцошен1е  для 
точекъ  а,  Л,  с,  с1  в  для  точекъ  а\  У,  с',  (/'  одинаково.  Д-Ьйстви- 
гельно,  какъ  то  такъ  и  другое  изъ  этихъ  ангармоническихъ  отно- 
шев1й  равно  ангармоническому  отиошен1ю  четырехъ  плоскостей, 
юторыд  всЪ  дерееЬкатся  по*лин1в  I"  и  проходятъ  соответствен- 
но черевъ  четыре  прямыя  А,  В,  С,  О.  Сл-Ьдовательно  оба  ангар- 
монвчеспя  отношения  одинаковы. 

шыо.  и.  отд  и.  < 
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Теорема  И.  Обратно:  Если  тчЪыре  прямыл  переаькаются  сь 
двумя  непобвижными  прямыми  в*  пространства  таХЬу  что 
ангармоническ/я  отнотетя  отр^ьнновъ^  обраауемыхъ  па  этихъ 
двухъ  прямыхо,  одинаковы,  то  всякая  прямая^  опирающаяся  на  три 
изь  этихъ  четырехь  прямыхь,  необходимо  пересечется  четвертою. 

Пусть  Ьу  Ь'  будутъ  дв'Ь  иеподвижныя  пряыцд  въ  иространств'Ь 
и  пусть  прямыя  .1,  И^  С,  О  11орес'Ь|саютъ  первую  въ  точкахъ  а,  Ь, 
г,  й,  а  вторую  въ  а\  Ь\  с\  Л'  такь,  что  при  этомъ: 

са    йа     с'а     Л[а' 
сЬ  '  ЧЬ'^Т!?  '  М'  ' 

надобно  доказать,  что  эти  четыре  прямыя  таковы,  что  всякая 
прямая  Ь'\  опирающаяся  на  три  изъ  нихъ  Л,  В^  С,  необходимо 
встретится  съ  четвертою  О. 

Для  этого  черезъ  точку  й  прямой  Ь  проведемъ  прямую  />', 
опирающуюся  на  прямыя  V  и  X";  пусть  6',  8''  будутъ  точки  пере- 
С'Ьчешя  ея  съ  1\  V'.  Такъ  какъ  четыре  прямыя  А^ИуС^1У  опирают- 
ся на  три  прямыя  X,  Ь'  Ь'\  то  на  осиовавхи  теоремы  I  нм'Ьемъ: 

■ 

си    Ла    е'а     Ь'а' 

Сравнивая  это  уравненхе  съ  предыдущимъ,  видимъ,  что  точка  6\  со- 
^впадаетъ  съ  (/.  Следовательно  пряйая  /Я',  проведенная  черезъ  точ- 
ку с/ и  опирающаяся  наХ'и//'[.  есть  нпчто  иное,  какъ  прямая  О. 
Поэтому  прямая  1"^  опирающаяся  на  А,  Ву  С,  пересекается  съ 
В.  Такимъ  образомъ  теорема  доказана. 

Представимъ  себе  теперь  три  прямыя  I.  1\  и^  въ  пространстве 
и  пусть  А,  В,  С,  I)  и  т.  д  будутъ  различный  положен1Д  движу- 
щейся прямой,  опираюп1,ейся  па  эти  три  прямыя:  говорю,  что  вся- 
*  кая  прямая  М,  опирающаяся  на  А,  В,  С,  необходимо  пересечет- 
ся съ  В.  действительно,  прямыя  А  Ву  С,  О^  йаосновав1и  теоремы  I. 
образуютъ  на  X,  ^'  отрезки  ангармоиичестя  отношен1я  которыхъ 
равны,  и  потому,  вследствге  теоремы  И,  всякая  Прямая,  опираю- 
щаяся на  тр11  изъ  этихъ  прямыхъ,  необходимо  пересечется  съ 
четвертою, 
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Птавъ:  ко^да  ^виоюущалсл  прямая  опираетея  кп  три  неподеиж- 
ныл  прямыя,  то  всякая  прямая^  опирающаяся  на  три  положетя 
д9ижущейсяпрямой.  рсресгьиется со ваьмидругимиположетями ея. 

Въ  этомъ  состоигь  первая  час1ъ  предложенной  теоремы. 

Для  доказательства  второй  части  разсмотрнмъ  какую  нибудь 
скущую  плоскость,  встр-Ьнающуюсл  съ  прямыми  X,  Г  въ  точ- 
шъ  X,  X?  и  съ  прямыми  А^  В^  С,-  В  въ  точкахъ  о.  р,  у,  8.  Эти 
шесть  точекъ  лежать  на  кривой  пересФчен1я  поверхности  съ  пло- 
СК0СТ1Ю.  Надобно  доказать,  что  он^^  находятся  на  коннческомъ 
('^чен^и.  Для  этого  достаточно  обнаружить,  согласно  С1*  общимъ 
сйойствоиъ  коническихъ  с^чешй,  которое  будетъ  доказано  въ  При- 
уЪчаши  ХУ,  .что  ангармоническое  отношенте  четырехъ  прямыхъ, 
соедвняющихъ  а,  р,  7)  б*  съ  точкою  X,  равно  ангармоническому 
отношен|ю  четырехъ  прямыхъ,  соединяющихъ  гЬ  же  точки  съ  Х'« 
Но  ангармоническое  отно1иен1е  четырехъ  прямыхъ  Х»,  \р^  Х7<  Х^ 
ирииадлежитъ  также  четыремъ  плоскостямъ,  нроведенннмъ  черевъ 
I  в  иересЬвающимся  съ  секущею  плоскостью  но  этииъ  прямнмъ; 
ангармоническое  отношен1е  плоскостей  въ  свою  очередь .  прннад- 
.]ежитъ  четыремъ  точк^мъ,  въ  которыхъ  прямыя  А,  В^  С^  0^ 
^е«ащ^я  въ  этихъ  ллоскостяхъ,  встр^Ьчаются  съ  прямою  V.  По* 
добнымъ  же  образомъ  ангармоническое  отношен1е  четырехъ  пря- 
мыхъ Х'«,  Х'/5,  Х'Т,  V*  равно  ангармоническому  отношешю  четы- 
1»€1Ъ'Точекъ  пересЪчен1я  прямыхъ  А.  В,  С,  О  съ  прямою  X.  Но 
ла  два  ангармоническ1я  отвошен1я  точекъ  встречи  прямыхъ  А^  В^ 
С,  О  съ  I  и  Ь'  равны  между  собою  (теорема  I):  следовательно 
четире  прямыя  Ха,  хр,  Х^,  Х8  и  четыре  прямыя  Х'«,  Х'р,  Х'у,  Х'8 
нх-Ьютъ  равныя  ангармоничесюя  отношен1Я.  Поэтому  шесть  то- 
чекъ 3,  р,  у,  б,  X,  X'  лежать  на  коннческомъ  сЬченхи*.  Отсюда 
заключаемъ,  что  сЬченхе  поверхности  всякою  плоскост1Ю  есть  ко- 
ническое сЪчен1е.  Что  и  следовало  доказать. 

Гакннъ  образомъ  теорема  о  двоякомъ  обра8ован1и  гиперболо- 
ида съ  одною  полост1ю  движен1е11ъ  прямой  лин^и  доказана  впол- 
н1;  ц  притомъ  иомощш  совершенно  элементарныхъ  геометриче- 
''ллхъ  соображен1й. 

Въ  анализе  доказываюгь,  что  прямыя,  ороведенныя  через!^  какую- 
нибудь  точку  пространства  параллельно  образующимъ  гиперболоида, 
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образуютъ  конусъ  втораю  порядка.  Теорха  ангармоническато 
отношенш  даетъ  чрезвычайно  простое  локазательство  и  длл  этого 
предловени.  Достаточно  длл  этого  применить  къ  с'Ьчен1ю  конуса 
ПЛ0СК0СТ1Ю  т^  же  раасуждени!)  которая  мы  только  что  употребили 
для  плоскаго  (Ачешя  гиперболоида;  легко  обнаружится,  что  это  сЬ- 
чеше  есть  также  кривая  втораго  порядка. 

Сллдсшеге,  Теорема  I,  разсматриваемая  по  6тношен1ю  къ  ги- 
перболоиду,   выражаетъ    сл'Ьдующее   свойство   этой   поверхности: 

В9  гиперйолоидл  с*'  одною  полосшю  четыре  обрааующчл  одною 
рода  опредтьляютъ  на  какой  нибудь  обрааующей  втораю  рода  че- 
тыре отрлвка^  ангармоническое  отношенге  которых^  сохраняешь 
одинаковую  величину,  каково  бы  ни  было  положенге  этой  обра- 
вующей  втораю  рода. 

Если,  наприм^Ьръ,  а,  6,  с^  Л  будутъ  точки,  въ  которыхъ  четыре 
образующи  перваго  рода  А,  В^  С,  О  встр'Ьчаютъ  образующую 
втораго  рода  X  и  о',  Ь\  с\  гГ  точки  встр'Ьчи  тЪхъ  же  образую- 
щихъ  перваго  рода  съ  другою  образуюо^ею  втораго  рода  1\  то 

са  ^  Ла    с'а'    Ла' 

сЬ  *  Ш'^с'У  '  (РЬ'  '      . 

Это  уравнен1е  можно  написать  въ  такомъ  видЪ: 


са    &а! 
сЬ    ^ 


/Ла    аа'\         са     (!а'  ^ 


Это  можно  выразить  такъ:  если  им!ьемь  четыреуго^ьникь  аШа^  и 
раадтлимъ  противоположныл  стороны  ею  аЬ^  а'Ь'  въ  точкахь  с,  с 
такь^  чтобы 

са    с'а'    „ 
со     с^Ь 

то  прямая,  ее'  обраауеть  гиперболоидъ  съ  одною  полостью . 

Мы  еще  прежде  доказали  другимъ  способомъ  это  свойство  гипер- 
болоида, служившее  до  сихъ  поръ  для  доказательства  двоякаго 
образован1я  этой  поверхности.  {Согге^роп^апсе  виг  Рёсо1е  рЫу- 
(ескпгдие^  (.  II,  р.  446). 
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.  5 

ПРЙМФЧ&ШЕ  X. 

{Первая  эпоха ^  п"  94.) 
Теорш  инволющя  шесп  точекъ. 

1-  Мы  разд'Ьлимъ  это  прим'Ьчан1е  на  двЪ  части.  Въ  первой 
шожихъ  уже  изв'Ьстныл  свойства  инволюц1И  шес^Ги  точеЕъ. 
Во  второй  же  дадимъ  новыя  выражёшя  инволющи,  воторыя,  какъ 
•^^иъ  кажется,  могутъ  упростить  эту  теор1Ю  и  расширить  ея  при 
^ожеюя. 


Первая  чаеть. 

2.  Когда  шесть  точекъ,  лежацихъ  на  прямой  дин1и  и  соотв'Ьт- 
ствующихъ  другъ  другу  попарно,  напр.  Ап  А'  и  В  и  В',  С  т  С, 
^^разуютъмежду  собою  такте  отр'ЬзБи,  что  существуетъ  соотношение: 

СА.  СА'    С'А.  а  А' 
СВ.  СВ'^С'В.  СЛ' 

то  говорятъ,  что  эти  шесть  точевъ   находятся    въ  инеолюцш  и 
'^оотйтствующхя  другъ  другу  точки  называются  сопряженными, 

3.  Шесть  точекъ  въ  инволющи  обладаютъ  двояваго  рода  свой- 
^Ши,  изъ  которыхъ  одни  мы  называемъ  арпеметимескимщ  по- 
^^'Т  что  они  состоять  въ  соотношенхяхъ  между  различными  от- 
Р^ми,  заключающимися  между  этими  точками;  друпя  свойства 
1ы  назовемъ  геометрическими ,  потому  что  они  относятся  К'1> 
взв^стнымъ  фигурамъ,  которыя  можно  построить  на  этихъ  шести 
^1Шъ,  или  въ  которыхъ  обнаруживается  инволюЦ1Я  шести 
точеЕъ. 
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Овойопа  арнбМбпгаео111я: 

4.  Предыдущее  уравнен1е  приводить  къ  двумъ  сл'Ьдующимъ: 

ВА.  ВА'    В' А.  В'А' 
ВС.  ВС^'Ё^ЦГВ'С 

{к) 

АВ.  АВ'    А' В.  МВ 
АС.  АС^А'С.  А'С 


Та&имъ  образомъ  каждое  ивъ  трехъ    уравнев1й  [А,  завлючаетъ 
въ  себ^  два  друг1я. 

5.  Свойство   шести    точе1Въ  быть    въ   инволюцш  можетъ  батъ 
выражено  ураввешемъ,  содержащикъ    только  шесть  изъ  образу 
емыхъ  вмъ  отр'бзковъ,  имевно: 


ЯШ 


АВ'.  ВС.  СЛ'ш^АО.  ОЙ.  ВА\ 
АВ*.  ВС.  СА'ш^АС.  ОВ\  ВА\ 


(В) 


■ли 


АВ.  ВС  СА'^АС\  СВ.  В!А\ 


АВ.  Ь'С.  СА'^АС.  СВ.  В'А!, 


Таквмъ  образомъ  каждое  изъ  ураввен1й  (Н)  выражаетъ  ип^о, 
люцт  шести  точекъ  и  ведетъ  за  собою  три  друпя. 

6.  Ураввенгя  (В)  легко  выводятся  изъ  уравнен1й  (А)  посред- 
ствоиъ  11ереиножеи1я;  и  обратно,  посл1^дн1я  также  легко  выводят- 
ся  изъ  ^равнен1й  {В).  Но  такъ  какъ  каждое  изъ  этихъ  семи  уравнений 
само  по  ее&к  выражаетъ- ивволюцш,  то  необходимо  также,  чтобы 
изъ  каждаго  уравненхя  могли  быть  выведены  остальныя  уравнен1я 
^  той  же  группы,  т.  е.  изъ  одного  уравненгя  (А)  два  друг1я  н  изъ 
одного  уравден1Я  (В) — трв  остальныя.  И  действительно,  этого 
можно  достигнуть  вычислен  1емъ,  заменяя  надлежащимъ   обрааомъ 
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различные  отр'Ьзкп,  входящ1е  въ  составъ  разсматриваеиаго  урав- 
нены. Но  .подобное  подтвержден1е  а  ров1егш1  арпходцтсд  д'Ьлать 
ощупью;  оно  продолжительно  и  вовсе  не  изящно. 

Поэтону,  для  доказательства,  что  каждое  изъ  сени  уравнен1й 
[к)  и  {В)  заключаетъ  въ  сёб'Ь  шесть  другихъ,  пользуются  однимъ 
геокетри чески м'ь  свойствомъ  шести  точекъ  въ  инволюц1п,  именно 
гЬмъ,  что  черезъ  иихъ  можно  провести  четыре  стороны  и  дв'Ь  Д1а- 
гонали  четыреуг,(иьника.  Такъ  пос17пали  Бр1аншоцъ  и  Ионселе. 

Ми  нашли,  что  поня.Т1е  объ  атарманическомъ  отмош^м/и  четырехъ 
точекъ  ведетъ  къ  бол^^е  прямому  и  еш.е  болЪе  простому  доказа- 
тельству и  доставляетъ  много  другихъ  соотношен1й,  которыя  также 
какъ  уравнев1я  (А)  и  (/У),  будутъ  ин^ть  свою  долю  пользы.  Объ 
этомъ  предмете  мы  будеиъ  говорить  во  второй  части  настолщаго 
11рим1^>чан1Я. 

7.  Уравнен1я  (^1)  между  восемью  отрЬзками  составляются  очень 
просто.  Но  не  такъ  легко  съ  перваго  взгляда  зам'Ьтить  и  выра- 
авгь  составъ  уравнен1й  (^В),  въ  каждое  изъкоторыхъ  входятъ  толь- 
10  шесть  отр'Ьзковъ.  Вотъ  правило,  которое,  намъ  кажется,  безъ 
болъшаго  труда  можно  удержать  въ  памяти. 

Возьмемъ  три  точки  Л,  /У,  €,  *  прцнадлежа*Щ1я  къ  тремъ  па- 
рамъ;  каждая  изънихъ  въ  совокупности  съ  точками,  сопряженными 
двуиъ  другнмъ,  опред'Ьляетъ  два .  отр'Ьзка;  такихъ  отр'Ьзковъ  бу- 
деть  следовательно  шесть;  прочее  еде  п\€  треаъ  иеьэтихъ  пш}тиковг, 
нр  им1ьтщихь  общихь  коя^чпыхъ  точекъ^  равно,  произведент 
шрехь  остальных^. 

8.  Разсмотримъ  четвертую  пару  сопряженныхъ  точекъ  В  к  О' 
и  положимъ,  что  он*  составляютъ  инволющю  съ  четырьмя  точ- 
ками А,  А^  и  Ву  В'\  буДемъ  им'Ьть  уравнение 

АВ.  АВ'    А' В.  А' В' 
АО.  А1У^А'Р.  А'1У  . 

Сравипвая  это  уравнение  съ  третьимъ  ивъ  уравнеи1й  (4),  найдемъ: 

* 

кс.  кс  кг..  кс 

А1).к1У'~'к'1).к'В' 
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Эа^о  показы ваетъ,  что  тесть  точекъ  Л,  21',  С,  С  и  /),  /У  на- 
ходятся ВЪ  ИПВ0ЛЮЦ1И. 

Отсюда  проистекаетъ  сл'Ьдующее  общее  свойство  ннволюц1в 
шести  точекъ: 

Если  на  прямой  линхи  имгьемь  нгьсколько  парь  точекъ^  наг  ко- 
торыхг  де/ь  иереыл  пары  составляютъ  иньолюцш  сь  нао§сдонь 
изг  осталькыхь^  то  какгл  уюдно  три  пары  также  составляютъ 
инеолюцгю. 

Эта  теорема  ведетъ  ко   многймъ  ся'Ьдств1янъ,  весьма  важнымъ 

для   ТеОр1И   ИНВ0ЛЮД1И. 

9.  Вотъ,  наприы'Ьръ,  одно  пзъ  слЪдствей,  ведущихъ  къ  полез- 
ннмъ  приложен1ЯМЪ . 

Если  на  прямой  линги  имгьемь  четыре  пары  точекъ^  иеь  кото- 
рый^ъ  каждыятрипары  обрпзують  инволюцш^  то  ангармоническое 
отношение  четырень  точекъ,  принадлежащихь  четыремь  парамь, 
равно  ангармоническому  отношент  четырехь  остальным  точекъ. 

Это  значить,  что  для  четырехь  парь  АяА\ВшВ',Си(Т.В 
и  В'  будемъ  имФть 

АС  ,ВС    А'СГ    №С 
АО    иО^^А'^    КУ 

ДМстввтельио,  три  иервыя  пары  обравуютъ,  кавъ  сказано,  нвво- 
ДЮЦ1Ю,  а  потому  (уравнетя  В)\ 

АС    А'С    А№ 
ТС^В'С    А' В  ' 

точно  также,  всл'ЬдгтвЕе  инводющи  трехъ  ааръ  А  \1  А\  В  л  В'^  О 
и  1У^  будемъ  им'Ьть: 

АО    А^    АВ^ 
Ш^В'О^  '  А'В 

Д-Ьля  почленно  эти  уравнен1я,  получимъ  то,  которое  докаяываемъ. 

10.  Изсл'Ьдуемъ  н-Ькоторые  частные  случаи  ппватюц1и  шести 
точекъ. 
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Еын  предположвмъ,  что  дв-Ь  точки  С,  С  сливаются  въ  одну, 
мгорую  означвмъ  череаъ  Е,чо  уравнен1я  {А}  и  (й)  обратятся 
ч  с.тЬдтю|д1я  четыре: 

АВ.  А«     АЕ* 
А' в:  А'В^'ТР 

В  А.  ВА'    ВЕ* 


В'А.В'А'    В'Е* 
ЕА.ЕВ    АВ 


ЕК.ЕВ    А'В^ 

ЕА.  ЕВ'    А№ 
ЕА'.ЕВ  "А'В 

«к 

Каждое  изъ  этнхъ  четирехъ  уравнен1й  заключаетъ  въ  себ&  три 
остиьння. 

Дез^фгъ,  который  изсл'1^довалъ  этоть  случай,  наявалъ  его  инво- 
щио  пяти  точекъ. 

Ма  будемъ  называть  точку  Е — двойною  точкою. 

!!■  иредполохинъ  теперь,  что  точка  С  удалена  въ  безконеч- 
вость  п  сопряженвую  ей  точку  означиыъ,  вместо  С,  черезъ  О: 
!равнени1  (А)  и  (В)  обратятся  въ  сл^Ьдующ'м: 

О  А.  ОА'^'ОВ.  ОВ' 

ВА.ВА'     ВО 
В'А.  ВГА!'~ТО 

АВ.  АВ^     АО 
А/В.  А'^^ТО 

АВГ     ОВГ 
А!В'~Ш! 

АВ'    ОА 
А'В^ОВ 

А' в"  О  А' ; 

АВ     ОА 
'Ш^'ОВ' 
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Каждое  изъ  этихъ  семи  уравненхА  заключаетъ  въ  себ%  шесть 
лругпхъ  и  въ  отд'Ьльности  выраякаетъ  ииволющю  пяти  точекг 
^1,  А^  В^  И'  и  О.  Характеристическая  особенность  точки  О  со- 
стовтъ  въ  томъ,  что  ея  сопряженная  точка  находится  въ  безко- 
нечности. 

Мы  навовеиъ  эту  точку  центральною  точкою  двухъ  парь  А,  А' 
н  В,В\ 

11оложбН1е  центральной  точки  опред'Ьлено  каждымъ  изъ  сени 
предыдущихъ  уравненхй.  11е]^.вое  изъ  нвхъ  показываетъ,  что  про- 
иаведенге  раастолти  этой  точки  х>т%  (двух'г  первыжь  сопряжен- 
ныхъ  тоцекь  равно  п/оиаведею'ю  раастоятй  ея  оть  двухъ  другил 
сопряжеиныхъ  точекь\  изъ  этого"^  предложен1Я  мы  выведемъ  сей- 
чясъ  вам'Ьчательное  свойство  инволюши  шести  точекъ. 

12.  Пусть  Ау  А*^В^  Ь*  и  С\  С  <>уАутъ  шесть  точекъ  и  О  цен- 
тральная точка  по  отношен1Ю  къ  периымъ  четыренъ,  такъ  что 
ОЛ.ОА'^ОВ.ОВ'.  Назовемъ  на  одно  мгновен1е  через^Ё  О' сопряжен- 
ную ей  точку,  находящуюся  въ  безконечностн.  Шест^»  точекъ  Л, 
/1',  В,  В^  и  О,  О'  соста1ияютъ  инволющю.  Поэтому  изъ  теоремы 
п*  8  сл^Ьдуетъ,  что  дв*!  нарн  С,  С  и  О,  (У  образуютъ  инволющю  съ 
каждою  изъ' двухъ  другихъ  паръ,  наприи'Ьръ  съ  А,  А\  Следова- 
тельно точка  О  есть  также  центральная  для  двухъ  парь  Л,  А'  в 
С,  (7.  Такимъ  образомъ  получаемъ  ОА.  ОА^ОС.  ОС'.  Но  мы 
уже  им1ии  0^4.  ОА'^ОВ.  ОК  и  потому  можемъ  высказать  такую 
теорему: 

Бо\да  три  пары  точекъ  составляють  инволющю^  то  вселда 
сущестеуеть  такая  точка^  ^ля  которой  проияееденгя  ел  раасто- 
яшй  оть  двухъ  точекъ  каждой  пары  одинаковы. 

Обратно:  Если  на  прямой  линш  будемь  брать  пары  точекш^ 
г)АЯ  иоторыгь  проилведенге  чта.'^стояшй  оть  какой-нибудь  непо- 
движной точки  О  этой  прямой  постоянно,  то  три  пары  такихъ 
точеко  будутъ  въ  инволшцш. 

Если  первыя  точки  будутъ  при  этомъ  взяты  по  одну  сторону 
точки  о,  то  также  точно  надобно  брать  и  дв'Ь  друпя  пары,  чтобы 
произведен1Я  ихъ  разстояшй  нмЪли  одинаковый  знакъ;.тоже  нуж- 
но  заметить  и  въ  такомъ  случае,  когда  дв'Ь  первыя  точки  берут- 
ся съ  противоположныхъ  сторонъ  точки'  0. 
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М  Ьи).  Ивъ  тео^мы  п^  М  сл11дуетъ,  что,  еем  трш  вари  'гочекъ 
А,  А\  В,  В'  ж  С,  С  гармоническк  со11ршв<'ны  •Т1оо11те4ьно  двухъ 
постоянныхъ  точекъ  Е^  Р^  то  шесть  точекъ  А;  А',  Ву  В'^  С, 
С  находятся  въ  янвелюцш. 

Д'Мотвмтельво^,  пусть  О  будетъ  ередта  отр|Ьака  АРу  тогда 

ОА.  ОА'^ОЕ\  ОВ.  ОВ^ОР,  ОС   ОС'^ОЕК 
Следовательно   шест»  точекъ  А^  Д\  В\  В\  С,  С  составляютъ 

1ВВ0ЛЮЦ1Ю  (п*   12). 

13.  Предыдущая  теорема  еще  не  обратила,  кажется,  достаточнаго 
внвмани  гЬхъ,  кто  писалъ  объ  этомъ  предмете;  но  по  моему  мн-Ь- 
н1ю,  рна  выражаетъ  самое  простое  свойство  инволющи  шести  то- 
чекъ; ВЪ  большйнств'Ь  геометрическижъ  язысаан1й  инволюцш  обяа- 
руживается  посредствомъ  этого  именно  свойства.  * 

Точку  О,  равсматриваемую  относительно  шести  точекъ  въ  инво- 
•1ЮЦ11,  мы  будемъ  называть  центральною  точкою  инволющи. 

14.,  Центральная  точка  естествен н ы мъ  обраэомъ  ведетъ  къ()еой- 
«мл^  точкамъ,  о  которыхъ  М44  уже  говорили,  и  показываетъ,  что 
зтп  точки  могутъ  быть  мнимыми. 

Въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  пусть  А,  А\  В,  В'  будутъ  четыре  первцд 
точки  инволющн.  Ихъ  достаточно  для  опред'Ьлен1я  центральной 
точки  О.  Если  дв*  точки  ^4,  А'  лвжатъ  по  одну  сторону  точки  О,  то 
также  будутъ  лежать  точки  В,  В'  и  дв*  д]^у11я  точки  С,  С, 
дополн>1ЮЩ1я  ИНВ0ЛЮЦ1Ю.  Поэтому  можно  предположить,  что  ДВ'Ь 
посл'ЬднЫ  точки  сливаются  въ  одну,  которую  мы  означимъ  черезъ 
Е\  для  опред^Ьлен1я  этой  точки  получаемъ  ураввен1е 

ОА    ОА'=()В.  ОВ'^ОЕ^. 

Точка  Е  можетъ  быть  взята  и  съ  той  и  съ  другой  стороны 
относительно  О  и  сл-Ьдовательно  подобныхъ  точекъ  будетъ  двЬ. 

Итакъ,  если  даны  четыре  первыя  точки  А^  А'  и  В^  В*,  то 
инволющя  двоякимъ  образомъ  можетъ  быть  пополнена  .  пятою 
точкою,  которая  разсматриваетея  какъ  двойная. 

Но  если  предположимЪ)  что  дв'Ь  первыя  точки  А,  А!  лежатъ 
ио  разныя  стороны  точки  О,  то  будетъ  то  же  самое  для  точекъ  Ву  В" 
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и  с,  С ^  доаолняющнхъ  инволющю;  по  этому  дв'Ь  посл1^дн1Я  точ- 
ки нЯЕогда  не  могутъ  совпадать.  Такимъ  образомъ  въ  этомъ  слу" 
ча!  не  существуетъ  дпйшшал  точекъ;  анализъ  даль  ба  для  ио- 
строен1Д  нхъ  мнимое  выражев1е. 

15.  Пусть  А^  А\  В^  В?  ч  С^  С  будутъ  шесть  гочежъ  въ  инво- 
ЛЮЦ1И  И  положимъ,  что  дв^  первыя  ТОЧЕН  находятся  по  одну  сто- 
рону центральной  точки  О;  можно  найти  двЪ  точки  Е  ш  Р,  лежа- 
Щ1Я  по  ту  и  другую  сторону  отъ  точки  о  у  для  которнхъ 

ОЕ*—ОР^ОА.  ОА'. 

»  • 

Это   двойное   равенство   показ&ваетъ,    что    точки   Еу  Р  суть 
гармонически    сопряженныя    относительно    двухъ    точекъ  А^  А', 
Но  мы  имЪемъ  въ  то  же  время 

• 

поэтому  точки  Еу  Р  также  гармонически  сопряженныя  относитель- 
но В,  №у  и  такимъ  же  образомъ  сл^Ьдовательно  относительно  С, 
О.  Отсюда  провстекаетъ  следующее,  уже  изв'Ьстноеу  свойство 
инволющи  шестп  точекъ:  сухщестеуютъ  дегь  точки  гармонически 
сопряженныя  относительно  двухъ  точекь  каждой  изъ  трехъ 
парь,  составляищихъ  инволюцгю.  Эти  двЪ  точки  лежать  по  ту 
и  по  другую  сторону  отъ '  центральной  точки  и  на  одинаковомъ 
раэстоянш  отъ  нея.  Он'Ь  могутъ  впрочемъ  быть  мнимыми- 

16.  Не  трудно  вид-бть,  что  если  точки  В^  В'  лежатъ  06*6  вну- 
три отр^Ьзка  АА\  или  06*6  внЬ  этого  отр'Ьзка,  то  двойныя  точки 
ЕуР  будутъ  д'Ьйствительныя. 

Наоборотъ.  если  одна  изъ  точекъ  В,№  будетъ  лежать  на  от1гЬз- 
кЬ  АА'^  а  другая  на  его  продолжев1и,  то  двойныя  точки  будутъ 
мнимня.  , 

Въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  въ  первомъ  случа*!  точка  0^  которая  всегда 
действительна,  очевидно,  будетъ  лежать  вн'Ь  отрЪзковъ  АА\  ВВ', 
иначе  уравнен1е  ОА.ОА'^ОВ.ОВ'  не  могло  бы  иметь,  м^^та; 
поэтому  точки  АуА^  будутъ  находиться  по  одну  сторону  отъ  О 
и  сл'1довательно  дв1^  точки  Е^Р  будутъ  действительный. 
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Во  второнъ  с^уча'Ь  точка  О  будетъ,  очевидно,  лежать  на  общей 
части  4>т1гЬзков'ь  АА',  ВВ^\  точки  А,1'  будутъ  на  разныхъ  сторо- 
ронахъ  отъ  О  и  сл'Ьдовательно  точки  Е^Р  будутъ  ынимыя   ''). 

17.  Дв^  точки  Е,Р  обладаютъ    другимъ    характеристическинъ 

« 

свойсгвоиъ,  которое  боло  доказано  Аполлонтемъ  въ  его  сочинен1и 
Ае  тИопе  ЛекпгттЫа^  какъ  это  видно  изъ  предложешй  61,  62 
в  64  седьмой  книги  Математическаго  'Ообранхя  Паппа;  свойство 
ш  состоитъ  въ  томЪу  что  отношен1е 

ЕА.  ЕА'  (       РА.  РА[\ 
ЕЬ.ЕВ'\^^РЖТЕ) 

есть  тахтит,  или  тштит.  Это  зиачитъ,  что  если  возьИемъ 
ИЕую-нибудь  другую  точку  т,  то  отношен1в 


тА.  тпА' 
тВ.  тВ' 


доетигаетъ  тааптит,  или  тттит^  когда  точка  т  сливается  съ 

<  

одною  изъ  точекъ  Е,Ру  гармонически  сопряженныхъ  какъ  отно- 
свтельно  А,А\  такъ  и  относительно  В,В' . 

18.  Дв^Ь    пара  точекъ  А, А'  и  В,В^  и  ихъ  центральная    точка 
О  юАють  еще  следующее  свойство,   которое   доказано   у '  Паппа 
'предюжешя  45,  46......    и    56  седьмой  книги  Математическаго 

(Зобрангл): 

Если  на  прямом  АВ^  или  на  ел  продолжети,  воаьмемь  какую- 
пибудь  точку  т,  то  всегда  будемь  иммпь  соотно^иенге 

тА.  тА-'^В.  тВ ^{АВ -^  А' В^) .  тО. 


")  Иовседе  дм  такого  же  ■зслФдовав!!  точекъ  Б,Г  употребилъ  другой 
соособъ,  косоользовагвшись  геонетрвческинъ  построен1енъ,  служащвкъ  для 
окред1лбя|я  этяхъ  точекъ  (См.  Тгайё  Лем  РгоргкЫм  рго^ееШФЛ,  р.  <01). 
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Если  •возьмемъ  средйны  а,  р  отр1кзковъ  АЛ\  ВН'^  то  это  со- 
огноше1ие  лрвметъ  такой  нидъ: 

тА.  тА'-- тВ.  тВ' »2ар.  т О. 

19.  Предпологам,  Ч1Ч>  точка  т  слнвасгсд  последовательно  еъ  А, 
А\Н,Ь\  иолучивъ,  вакъ  частные  случаи,  соотыошенЫ  между  пятью 
точками  А,^\  В, В'  в  О,  которым  также  были  доказаны  Паппомъ 
въ  предложен1яхъ  41,  42  и  43. 

Овойопа  геометрпеопя. 

20.  Самое  древнее  геометрическое  св<1йство  инволющи  шеста 
точекъ  находимъ  у  Паипа  въ  130-мъ  предложенхи  седьмой  книги, 
изъ  котораго  водно,  что  если  четыре  стороны  и  дв-Ь  Д1а1юнади 
чотыреугольника  перескочены  какою-нибудь  сЬкущею  въ  шести 
точкахъ  АуА\  В, В'  и  С^С,  изъ  которыхъ  дв'Ь  первыя  относятся 
къ  двумъ  протпвоиоложнымъ  сторонамъ,  дв'Ь  сл'Ьдующ1я  къ  дру- 
гимъ  двумъ  нротивоиоложнымъ  стороцамъ,  наконецъ  дв'Ь 
иосл'Ьдн1Я  къ  двумъ  л1агоналямъ,  то  отр-Ьзки,  получаемый  между 
зтими  точками,  удовлетворяютъ  уравнен1ямъ  {В). 

Изъ  этого  иредложен1н  очевидно  сл^дуеть,  что  и  обратно,  есди 
одно  изъ  уравнен1й  {В)  им'Ьетъ  мЪсто,  то  черезъ  шесть  точевъ 
можно  провести  четыре  стороны  и  дв'Ь  Д1агонали  ^етыреуголь - 
ннка;  а  отсюда  заключ&емъ,  что  тогда,  на  осиоваи1И  предлож^1я 
Панна,  н  тря  оста.тьныя  уравнен1я  {В)  будетъ  удовлетворяться. 

Вотъ  вакнмъ  образомъ  при  помощи  геометрическаго  предлоакенхя 
Папиа  доказывается  аривметическос  свойство  инволюц1И  шести 
точекъ,  состояи^ео  въ  томъ,  что  каждое  изъ  уравнен1й  {В] 
заключаетъ  въ  себ'Ь  остальныя. 

Такъ  вакъ  отъ  сочетан1я  этихъ  уравнений  получаются  ирамо 
уравнен1я  (^4),  то  въ  этомъ  же  предложеи1н  Иаииа  заключается 
доказательство  того,  что  шесть  точекъ  пересЬчеиха  произвольной 
сЬкущей  съ  четырьмя  сторонами  и  двумя  дхагоналями  чстыреуголь- 
ннка  удовлетворяютъ  соотношен)ямъ,выражениымъ  уравнен1яни  (^1). 

21.  Доказательство  теоремы  Паппа  не  трудно;  по,  пользуясь 
ТЬмъ,  что  ннволющонное  отнощен1е  проективно,  можно  еще  бол'Ьс 
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упростить  ЭТО   доказательство,    прелагая    четыреугольнпкъ    такъ, 
чтобы  онъ  обратился  въ  параллелограммъ. 

Такнмъ  способомъ  доказалъ  эту  теорему  Бр1аишоцъ  въ  иемуар'Ь 
о  кривнхъ  втораго  порядка. 

22.  Соотношешя  {А)  между  восемью  отр'Ьзками  небыли,  кажет- 
ся, язв^стны  Иаапу.  Между  его  предложенхями  о  четыреугольник'Ь, 
пересйченномъ  трансверсалью,  есть  только  одно,  принадлежащее 
гь  этнмъ  соотношен1ямъ:  это  о]|.инъ  изъ  частныхъ  случаевъ.  С^^- 
кущая  проводится  черезъ  точку  встр']^чи  противоиоложныхъ  сто- 
ронъ  параллельно  одной  иэъ  д1агоналей  (предложен1е  133).  Два 
оредыдущ1я  предложен1я  можно  также  разсматривать,  какъ  част- 
ные с.1учаи  соотношенШ  (А);  но  такъ  какъ  они  слЪдуютъ  тотчасъ 
посл^  предложен  1я  130  и  составляютъ  также  его  частные  случаи, 
то  кы  должны  отнести  ихъ  къ  этому  1гредложен1ю  и  рассматри- 
вать какъ  сл1>дств1Я  соотношен1Й  (В),  ныраженныхъ  въ  этомь 
130-1ъ  предложенш. 

ЗЗ.  Уравнен1я  (^1)  стали,  кажется,  взв']^стны  неран^^е  Дезарга; 
этотъ  геометръ  ими  именно  характеризовалъ  инволюц/о  теста 
точек1  по  поводу  следующей  прекрасной  теоремы,  которая  сд'Ьла- 

лась  такъ  плодотворна  въ  нов']^йшей  геометр1И,  именно: 
Ес.ш  ч^тыре/^юльникъ  вписань  вь  коническое  аьчеюе,  7по  точки 

п^реглчтл    какой-нибудь  пькущей    сь    кривою    и   сь    ч^тырёмя 

спорона,чи  чртнреуюльника  находятся  вь  ииволюцги. 
Эту  теорону  очень  легко  доказать  посредствомъ  простыхъ  гео- 

летрическихъ  сображен1й  ").  * 

24.    Изъ  нея  последовательно  выводятся    дв%  сл'Ьдующ1я,  бо- 

л1е  общ! л,  теоремы. 
Два  коничвгтя  с!ьчен1я   описаны   около  чешыреугольника;    про 

я^0ем7>    какую-нибудь    пькущую^    встр/ьчающуюся    въ    чстыретт, 

тщкахь  сг  двумя  противоположными  сторонами  чвтыреуюльника: 

ти  шгсть  точекь  будутъ  вь  ынволюцш. 
Всякая  слкущая  переслкагтся  сь  тремя  коническими  сп^чвтя  и  // 

^писакныли   около  одного  и  тою  же  четыре  угольника,  вь  шести 

шчкахь^  составляющихь  инволюцгю. 


»;  См.  Орвм^ча^хе  ХУ. 
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Эти  дв'Ь  теоремы  представляю гь,  вакъ  мы  виднмъ,  обобщен1е 
теоремы  Дезарга,  которая  вытекаетъ  иаъ  иихъ,  какъ  сл%дств1е. 
ОиЬ  были  въ  первый  разъ  доказаны  аналитически  Штурмомъ.  »). 

25.  11осл1^дняя  теорема  можетъ  служить  для  доказательства 
многихъ  свойствъ,  Елъъвявихъ  ввмп  ариеметическимисвойстгал1\ 
инволюдш  шести  точекъ.  Для  это1Ч),  кром']^  трехъ  первыхъ  кони- 
ческихъ  с1Ьчен1й,'  можно  разсматриват1>  еще  различныя  друпл 
коническ1я  сЬченгя,  проходяп^хя  черезъ  т^  же  четыре  точки; 
каждое  изъ  нихъ  будетъ  опред^яться  пятымъ  услов1емъ.  Если 
проведемъ  коническое  сНЬчен1е,  которое  при  этомъ  касается  секу- 
щей то  найдемъ  деойныл  точки;  коническое  сЬчен^е,  имеющее 
асимптоту  параллельную  сЬкущей,  укажеты^/'К'/^ралбм^юточкуи  т.  п. 

26.  Весьма  важное  свойство  инволющи  шести  точекъ  состоить 
въ  томъ,  что,  если  и$ъ  произвольной  точки  проведемъ  прямыя  кь 
этимь  шести  точкамь^  то  ттьже  инволюцшныя  соотношен1я 
(А)  в  (,В)^  которым  имлють  М1ьсто  длл  отр^ьаковъ  между  точ- 
ками ,  будуть  существовать  между  синусами  уиовь,  абравуе- 
мыхъ  шестью  лишями,  заключающими  эти  отргьзки. 

Обыкновенно  доказываютъ  это  свойство,  выражая  отр^Ьзки  въ 
функц1й  синусовъ  соотв^Ьтственныхъ  угловъ.  Ио  теорхя  ангармо- 
ническаго  отношен1я  четырехъ  точекъ  доставляётъ  бол'Ье  простое 
доказательство.  Для  этого  достаточно  зам'Ьтить,  что  каждое  изъ 
инволющонныхъ  соотношешй  (А)  и  {В)  представляетъ  равенства 
ангармоническихъ  отношеН1й  (какъ  мы  это  покажемъ  во  второй 
части  этого  Прим^чан^я).  Но  эти  отношешя  сохраняюсь  свою 
величину,  когда  въ  нихъ  вмЬсто  отрЪзковъ  подставляются  синусы 
соотвЪственныхъ  угловъ;  сл'Ьдовательно  инволющонныя  отношешя 
существую1гь  также  между  синусами  угловъ*  образуемыхъ  шестью 
прямыми. 

Обратно,  если  подобное  соотношенхе  существуетъ  между  сину- 
сами угловъ,  образуемыхъ  шестью  прямыми,  выходящими  изъ  одной 
точки,  то  всякая  секущая  пересЬчется  .съ>  этими  шестью  прямыми 
въ  шести  точкахъ  въ  инволющи. 


М]    АппЫем  Ае  МаШтаи^^цвФ,  I    XVII,  р    180 
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Вь  такомъ  случа'Ь  говорятъ,  что  шесть  ирямыхъ  образуютъ 
П1/чеш  еь  инволюцги. 

27.  Таковы  наприм']^ръ  шесть  касателышхъ,  проведен- 
шаъ  изъ  одной  точки  къ  тремъ  коиическимъ  с!>чен1яыъ,  впи- 
саннымъ  въ  одинъ  четыреугольникъ. 

28.  Пряную,  соединяющую  дв'Ь  протывоноложвыя  вершины 
«етыреутодьника,  можно  раасматривать,  какъ  коническое  сб- 
чеше,  одна  изъ  осей  котораго  равна  нулю;  прямую  соединя- 
ющую дв4  друг1я  вершины, —  какъ  второе  коническое  сЬче- 
ше;  наконецъ  прямую,  соединяющую  точки  встречи  противо- 
положныхь  сторонъ,  какъ  третье  коническое  с^^чеше.  Тогда 
ядъ  общей,  только  что  высказанной,  теоремы  мы  получимъ 
юош  сл'Ьдств1я;  одно  изъ  нихъ  еоставляегь  следующую  те- 
орему: 

Шесть  прямыхъ,  проведенныхъ  изъ  одной  точки  къ  четы- 
ремь  вершинамъ  и  къ  двумъ  точкамъ  пересгьчеигя  противо- 
поАооюныхъ  стороиъ  четыреугольиика^  составляютъ  пучекъ 
еь  инволюцги;  такъ  что  каждая  секущая  встречается  съ  эти- 
ми шестью  прямыми  въ  шести  точкахъ^    составляющихъ  ин- 

В0ЛЮЦ1Ю. 

29.  У  Паппа  мы  нахо;{имъ  только  одно  предложен1е,  ко- 
торое можно  отнести  къ  этой  теорем'Ь,  именно  135-е  пред- 
ложеихе  седьмой  книги.  Надобно  предположить,  что  дв^  сто- 
роны четыреугольника  параллельны  между  собою  и  что  с^^- 
кущая  также  параллельна  имъ  и  проведена  черезъ  точку  пе- 
ресЬчешя  двухъ  другихъ  сторонъ. 

30.  Намъ  кажется,  что  ннболющонноо  соотношенхе  должно 
очень  часто  встр'1чаться  во  многихъ  геометрическихъ  тео- 
Р1яхъ,  преимущественно  въ  теорхи  коническихъ  сЬчешй.  Меж- 
ду гЬмъ  до  сихъ  поръ  его  разсматривали  только  въ  систем'^ 
трехъ  коническихъ  с^^чешй  вписанныхъ  или  описанныхъ  око- 
ло четыреугольника  и  въ  частныхъ  случаяхъ  такой  системы. 

Мы  пок::жемъ  въ  конц']^  второй  части  этого  Прим^&чан1Я^ 
что  соотношеше  это  можетъ  встречаться  во  многихъ  дру- 
гихъ обстоятедьствахъ. 

Вал.  И!  Отд.  п.         .  3 
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Вторая  часть. 

31.  Свойства  инволюцш  шести  точеЕъ,  изложенныя  въ  пер- 
вой части  этого  При11']&чашя,  составляютъ,  кажется,  все,  что 
до  сихъ  поръ  было  известно;  я  не  знаю  даже^  было  ли  опре- 
д'Ьлительно  высказано  существовате  центральной  точки  и 
важность  ея  роли  въ  этой  теорш. 

Но  ИНВ0ЛЮЦ1Я  шести  точекъ  обладаотъ  хногими  другими 
свойствами  и  можетъ,  кром'Ь  уравнешй  (А)  и  {В],  выражать- 
ся въ  различныхъ  другихъ  фориахъ,  который  ногутъ  оказать- 
ся полезными  при  геометрическихъ  изсл^^довашяхъ. 

Самое  важное  свойство  инволющоннаго  соотношен1Я,  слу- 
жащее по  нашему  мн-Ьнш  источникомъ  всбхъ  другихъ  свойствъ, 
основывается  на  понятш  объ  ашармоническомъ  отношеши. 
Это  основное  свойство  позволяетъ  дать  новое  опрсдЪлеше 
инволю111и  шести  точекъ,  опред'Ьлен1е^  которое  заключаетъ 
въ  себ^  въ  одно  время  оба  рода  .уравнешй  (А)  и  (В)  и 
естественнымъ  образомъ  ведетъ  къ  различнымъ  другимъ  вы- 
ражен1ямъ  инволющи  шести  точекъ. 

32.  Мы  скажемъ,  что 

Шесть  тоуекъ,  попарно  сопряоюенныхъ,  находятся  еъ  чн- 
волюцги^  когда  ангармоническое  отношенге  четырехъ  изъ 
нпхъ  равно  ангармоническому  опшошенгю  имь  сопряоюен- 
ныхъ  точекъ. 

Такъ,  шесть  точекъ  -4,  В,  С,  А',  В\  (7,  изъ  которыхъ  три 
А^  В\  С  сопряжены  тремъ  первымъ,  будутъ  въ  инволющи, 
когда  ангармоническое  отношеше  четырехъ  Ау  В,  С  VI  С 
равно  ангармоническому  отношенш  ихъ  сопряженныхъ  А', 
В\  (У  и  О;  т.  е.  когда  им'Ьемъ  одно  изъ  трехъ  уравнешВ: 
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ии 


св,св'~  ав.св' 

СА.А'В!.ВС^  (ГА\АВ.В'С 

св^з'А\вс  =  ав\АВ.А'а 

Еаждое  изъ  этихъ  трехъ  уравнен1й  ваключаетъ  въ  себЪ  два 
остальныя,  потому  что  каждое  выражаетъ,  что  четыре  точки 
А,  В,  С,  С  юсЬють  тоже  ангармоническое  отношеше,  какъ 
I  четыре  имъ  соотв4тствующ1я  точки  А\  5',  С,  С. 

Такимъ  образомъ  наше  опред'Ьлеше  инволющи  шести  то- 
чекъ  даетъ  три  уравнен1я,  ивъ  которыхъ  каждое  заключаетъ 
въ  себ*!  два  друг1я  и  достаточно  для  выражешя  инволющи. 

33.  Легко  видеть,  что  каждое  ивъ  этихъ  трехъ  уравнен1й 
ведетъ  еще  къ  четыремъ  другимъ^  которыя  вм^стЪ  съ  тремя 
первыми  составляютъ  уравнешя  (А)  и.(^). 

Действительно,  одно  изъ  уравнешй,  наприм^ръ 

СА.А'В'.ВС  =  ОА'.АВ.В'С, 

можно  написать  троякймъ  образомъ  въ  вид^Ь  равенства  ан- 
гарноннческихъ  отношснхВ;  первый  способъ  даетъ  второе 
7равнев1е  изъ  первой  группы  вышеприведенныхъ  уравнешй; 
два  друпе  приведутъ  къ  уравнешямъ: 


ел 

ВА 

а  А     В'А 

СВ' 

'  ВВ' 

~  а  в  '  В' в 

СА 

А'А 

с  А'    АА 

СВ''  А'В~СВ  '  АВ  ■ 

Первое  игъ  этихъ  уравнений  показываетъ^  что  четыре  то- 
нкв  А^  В^  С\  В'  им'Ьютъ  такое  же  ангармоническое  отноше- 
и1е,  какъ  и  четыре  имъ  соотв'Ётствуюпця  точки  А\  И^  С,  В 
поэтому  мы  вм^емъ  еще  два  уравнеихя:  • 

3* 


1 
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ев'  В'В~СВ'  ВВ^ 
СВ     АВ      ал*    А'В^ 


или 


С^'  АВ'~ОВ'  А^  • 

СА.А*ВЖО  —  ОА'ЛВ.ВС 

ВА.ВА*     В'А^А' 

вс.ва  ~~  в'св^а  * 

Подобннмъ  же  образонъ  второе  изъ  т^хъ  уравненШ  пока- 
зываетъ,  что  четыре  точки  А,  В',  С,  А*  ин^^ютъ  одинаковое 
ангармоническое  07ношев1е  съ  четырьмя  соответствующими 
имъ  точками  А',  В,  О,  А  и  потому  мы  им^емъ  два  друг1я 
уравнешя: 

СА  .  В?  А  ]_  С  А!  .  В  А* 

СА''  В?А'~(?А  '  В  А 

СВ'    АВ'      аВ    А'В 


или 


СА' '* АА'"  ОА  '  А'А  ' 

АС. АО  _  А'С.А'С 
АВ.АВ'~'  А'ВЛ'В- 

СВ'.ВА'.АО  =  СВ.В'А.А'С. 

Итакъ   семь   уравненШ   (Л)  и  (В)  сл-Ьдують   изъ  данваго 
вами  опред'Ьлен1я  инволюцш  шести  точекъ. 
34.  Мы  вид'бли,  что  уравнеше 

сА.А'В'.ва=аА\лв.в'с 

выражаетъ  въ  одно  и  то  же  время  три  равевства  ангармо* 
вическихъ  отношев1й;  именво  для  четырехъ  точекъ  Л,  В,  С, 
О  и  ихъ  соотв'Ьтствующихъ  Л\  л?',  С,  О,  для  четырехъ  то- 
чекъ Ау  Д  С,  В'  и  ихъ  соотв^тствующихъ;  ваконецъ  для 
четырехъ  точекъ  Д  В\  С^  А!  и  ихъ  соотвЪтствующихъ. 

Каждое  другое  ивъ  уравненШ  {В)  точво  также  выражаетъ 
равевство  авгармовЬческихъ  отвошевШ  въ  трехъ  различныхъ 
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грушшхь  ^етнрехъ  •точекъ  и  нетрудно  зам'Ьтить,  что  каждое 
18ъ  уравнешй  (А)  также  выражаетъ  равенство  1^нгармони- 
чесвихъ  отношетй  для  двухъ  группъ.  Отсюда  заключаешь, 
что  если  шесть  точекг  А  и  А\  В  и  В^,  С  иС  нсихюдятся 
ег  тволфоцги,  тб  четыре  какгя  нибудь  изъ  нищ  пргтадле- 
жсии!^  кь  тремъ  парсшъ,  имтьютъ  ашармоническое  отноше- 
ик  (одинаковое  съ  соотвгьтствующими  имь  точками. 

35.  Мн  говоримъ,  что  три  изъ  четырехъ  первыхъ  точекъ 
должны  принадлежать  тремъ  парамъ,  цо1'ому  что  иначе  дв% 
И8ъ  щести  точекъ  не  вошли  бы  въ  уравненхе,  выражающее 
равенство  ангармоническихъ  отношешй.  Такъ  наприм'Ьръ, 
если  бы  первый  четыре  точки  были  А^  В,  А\  В\  то  соот- 
в^тствующга  имь  точки  были  бы  А!^  Б^  А^  В;  и»  сравнивая 
ангармоническ1Я  отношешя  т^хъ  и  другихъ  четырехъ  точекъ, 
мн  не  получили  бы  соотношешя  между  шестью  данными  то- 
чками, такъ  какъ  въ  него  не  вошли  бы  точки  С  и  С*.  Но  но  - 
лученное  уравнете  было  бы  тождественно.  Поэтому  мы  мо- 
&емъ  изложить  теорему  въ  сл^дующемъ  общемъ  вид'Ь: 

Когда  шесть  точекъ,  попарно  соотвгьтствующшсь  д^и/гъ 
^РУ^У1  находятся  въ  инволюцгщ  то  ангармоническое  отно- 
шенге  какиосъ  нибудь  четырехъ  изъ  нихъ  равно  ангармониче- 
скому  отношенгю  четырехъ  имъ  соотвгьтствующихъ  т,очекъ. 
Эта  теорема,  какъ  намъ  кажется,  выражаетъ  самое  бога- 
тое сл%дств1ями  свойство  въ  теорш  инволющи  шести  точекъ; 
она  естественнымъ  образомъ  ведетъ  къ  различнымъ  выраже- 
шямъ  инволющи,  которая  до  сихъ  поръ  не  были  замечены. 
Перейдемъ  къ  изложенш  ихъ. 

36.  6ъ  предыдущемъ  Прим'Ьчашп  мы  видели,  что  равен- 
ство авгармоническихъ  отношешй  двухъ  системъ  четырехъ 
точекъ  можетъ  быть  тремя  способами  выражено  посредстпомъ 
трехчленнаго  уравненк;  поэтому  условхе  инволющи  шести 
точекъ  можетъ  быть  выражено  трехчленнымъ  уравненхемъ  въ 
двенадцати  различныхъ  видахъ.  Четыре  изъ  этихъ  двенадцати 
уравнешй  содержатъ  отрЪзокъ  АА!  между  двумя  соответ- 
ственными точками,  четыре  содержатъ  отр^зокъ  ВВ\  нако- 
нецъ  четыре — ^отрЪзокъ  С<У. 
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Вотъ  че1'ыре  первый  И8Ъ  втйхъ  дв^Ьнадцатя  уравненШ: 

АВ.АС     АВ\А'СГ  _ 
АА'.ВС'*' АЛ'.В'С  ~ 

АВ.АО     АВ'.АЮ      . 


АА\ВС     АА\В'С 

АСА' В     АС.А'В' 
АА\СВ  '*~АА\ОВ> 

'  АСА'В'     АСА'В 
АА'.СВ'^АЛ.ОВ 


(<^ 


=  1 


=  1. 


Точно  такимъ  же  обр'азомъ  составятса  четыре  ураваев1я, 
ъъ  который  войдетъ  отрЬзокь  ВВ'  в  четыре  друпя,  въ  ко- 
торых войдетъ  отр'бвокъ  СС. 

Всего  двенадцать  уравнешй,  изъ  которыхъ  каждое  заклю- 
чаетъ  въ  себ'6  одиннадцать  остадьныхъ.  Каждое  изъ  иихъ  со- 
держитъ  восемь  отр^зковъ,  изъ  которыхъ  сень  различны  меж- 
ду собою. 

37.  Ии^еиъ  еще  восемь  сл^дующихъ  уравнешй,    которых 
.  отличаются  отъ  аредндущихъ,  хотя  состоять  также  изъ  трехъ 
члевовъ  и  содержать,   каждое,  восемь  отр'&зковь,    изъ  кото- 
рыхъ семь  различны  между  собою: 

АСАа     всва  _ , 

АВ.АВ'  "*"  ВАВА*  ~ 

АВ.АВ*      СВ.  СВ*  __ 
АС.АС  ~*"  СА.СА*  "■ 

А'с.А'С    вава  _ , 

ч         А'В.АВ''^ ВА\ВА~  ^ 

А'В.А'В'      СВ. ОБ*  _ 
А'С.А'С'*' СА'.СА  ~ 
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АС.АО      В'СВ'О  _ 
АВ\ЛВ'^  &Л.В'А*~' 

ЛВ.АВ'      ЦВ.ОВ'  __ 

Аа.Ас'*'аА.сл'~' 


А*аА'0       В'С.В'С^ 
А'ВГА'В'*'В'А\В*А 


,         А'вл'В'    ов.ав'_ 

Четыре  посл'Ьдн1Я  изъ  этихъ  уравнешй,  означенный  нуме- 
рами \\  2\  Ъ\  4\  выводятся  соотв'Ьтственно  изъ  четырехъ 
первыхъ,  означенныхъ  нумерами  1,  2,  3,  4^  при  помощи  ура- 
внев1й  {А). 

Ниже  {п^  45)  мы  дадимъ  доказательство  этихъ  восьми  ура- 
внешй. 

38.  Вотъ  формула  другаго  вида^  выражающая  инволющю 
шести  точекъ  посредствомъ  четырехчленнаго  уравнешя  меж- 
ду шестью  различными  отр'Ьзками. 

Означимъ  чрезъ  а,  3,  у  средины  отрЬзковъ  АЛ\  ВВ\  СС 
иположнмъ^  что  эти  точки  расположены  въ  порядке  а,  ^^  у; 
тогда  существуетъ  соотношен1е: 

Это  уравнеше  единственно;  т.  е.  не  существуетъ  другаго 
подобной  хе  формы.    ' 

Доказательство  его  получится  (п®  46)  изъ  другаго  общаго 
соотношен1я,  которое  мы  сейчасъ  покажемъ. 

39.  Еогда  дв^  точки  Су  С  сливаются  въ  одну  точку  Д  то 
предыдущее  уравнеше  обращается  въ 

Если  точки  ^?,  В^  также  сливаются  въ  Р^  то  выходитъ 

а^«  =  аЕ.%Р. 
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Это  одна   взъ   форхулъ    варажающидъ,    что   точки   А^  А 
гармонически  сопряжены  относительно  Е  ш  Р. 

40.  Гармоническое  отиошеше  четвфехъ  точекъ  можно,  хакь 
известно,  выразить  посредствомъ  пятой  произвольной  точке, 
къ  которой  отнесены  четыре  разсяатриваемЬя  точки.  Такшгь 
же  образомъ  можно  выразить  инводющю  шести  точекъ  при 
помощи  вспомогательной  точки,  къ  которой  отнесены  эти 
шесть  точекъ;  этотъ  снособъ  ведегь  къ  безконечному  мно- 
жеству ураввешй,  пзъ  которыхъ  каждое  достаточно  для  вн- 
ражетя  инволющи. 

Пусть  Л  п  А\  В  к  В\  С  и  СГ  будугъ  шесть  точекъ  въ 
инволющи  и  т  седьмая  точка^  взятая  произвольно  на  той  же 
прямой  ЛИН1И;  пусть  а,  ^{^,  7  будутъ  средпны  отр^зковъ  ЛА% 
ВВ',  СО\  положимъ  что  он'Ь  расположены  въ  томъ  же  по- 
рядк'Ь,  какъ  мы  ихъ  написали;  тогда  будемъ  им^ть  соотно- 
шеше: 

п1А,тА\р^—9пВ.тВ\а-['^тС.шС\х{.=0.  (Р) 

Это  уравяеше  существу етъ,  каково  бы  ни  было  положеше 
точки  т. 

Предполагая,  что  эта  точка  посл']^довательно  сливается  съ 
точками  въ  иньолющв^  вли  съ  точками  а,  |^,  ^^  или  съ  ка- 
кими нибудь  другими  опред'Ьлеиными  точками,  мы  будемъ  по- 
лучать друг1Я  соотношен1я,  который  всЬ  будутъ  выраакать 
инволюцш  шести  точекъ. 

41.  Доказательство  уравнев1я  (^^')  не' трудио.  Мыпокажемъ, 
что  если  это  уравнеше  им'^стъ  мЪсто  при  одномъ  положеши 
точки  т,  то  оно  будетъ  справедливо  и  при  всякомь  другомъ 
положеши  этой  точки;  т. -е.  что,  назвавъ  черезъ  М  это  новое 
положеше  точки  т^  мы  будемъ  им'Ьть  необходимо: 

МАЖЛ\(^^>(-МВ.МВ.о^(•^  МСЖО.л^=0;  (Г) 

потомъ  мы  покажемъ,  что  урапаеые  (Р)  действительно  вшЬ- 
стъ  м']Ьсто  при  пзв'Ьстномъ  положеши  точки  т. 
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Чтобы  вывести  уравнете  (Р)  ивъ  {1Г),  напишемъ. 

тА=МЛ — Мш'у  тЛ':=МЛ'—Мт, 

тЛ.тА'=МЛ.МА'+  (МА'^МА')Мт-^Мш\ 
ил 

тА.тЛ'^МАМА'—2Ма.Мт^МшК 

ПодобнБшъже  образомъ: 

и 

тС.та=МС.М(Т—2М^[  Мт^МтК 

Уравнеше  (2^  обратится  ъъ 

МАЖА\^;-МВМВл^^Мамал^ 

Но- между  четырьмя  точками  а,  в,  у,  ЛГ  всегда  им'Ьемъ  со- 
отношен1е 

какь  мы  доказал!   это  ^ь  Примечание   IX   (стр.  48);   точно 
пкже  между  точками  а,  ]3,  у  существуетъ  всегда  соотнощеше 

^у — ау-|-а|3=0; 

следовательно  наше  уравнеше  д']^йствительно  приводится  къ 
уравяенш  (-Р). 

Остается  показать,  что  уравнеше  (^Р)  существуетъ  для  ка- 
кого нибудь  частнаго  положен1Я  точки  т.  Положимъ^  что  эта 
точка  помещена  въ  центральной  точк^  инволющи  шести  то- 
^егь;  въ  такомъ  случае  тА.тА'=тВ.тВ'=тС.тС  и  ура- 
ввеше  наше  приводится  къ  тождеству 

Такимъ  образомъ  формула  (1^)  и  подобная  ей  формула 
(Р^  -доказаны.    ' 
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42.  Въ  уравнен1и  {Р)  можнд  заи^^нить  отр'Ьзкд  а|3,  а^,  ^^у 
отр'1)дками  между  точками  А^  Л',  В,  В\  С  л  С^  потому  что 

РТ= 2 '   '^^^ 2 5  *Р= 2 • 

43.  Пологжмъ,  что  въ  ияволющи  дв'Ь  точки  С7,  С  сливают- 
ся въ  одну  ^Е7  и  двЪ  друг1я  ^В,  Б'  такжб  сливаются  въ  2^; 
уравнеше  обращается  тогда  въ 

тА.тА\ЕР—тР\аЕ'^тЖлР=0.  (б) 

Это  уравнеше  выражаетъ  соотношеше  между  четырьмя 
точками  А^  А\  Е,  Р,  изъ  которыхъ  дв']^  первый  гармоничен 
ски  сопряжены  относительно  двухъ  посл^днихъ^  и  между  пя- 
тою  произвольною  точкою  ш. 

Давая  этой  пятой  точк^^  различный  положетя,  мы  получимъ 
различныя  выражен1я  гармоническаго  отношешя  четырехъ  то* 
чекъ. 

44.  Намъ  кажется,  что  изъ  всЬхъ  изв'Ьстныхъ  до  сихъ  поръ 
выражешй  ияволющи  шести  точекъ  уравнеше  (В)  есть  са- 
мое полное  и  самое  богатое  сл^дств1ями:  изъ  него  вь1водят- 
ся  в<А  разнообразная  уравнен1я,  показавныя  нами  выше,  и 
мнопя  другк,  приводяпця  къ  простымъ  выражешямъ  различ- 
ныхъ  соотношешй  между  произведен1ями  отр']^зковъ,  разсма- 
триваемыми  въ  этой  теорш. 

Такъ  наприм^ръ,  предполагая,  что  точка  т  совпадаетъсъ 
А^  получаемъ  очень  простое  выражеше  для  отношен1я  между 
АС.  АС  и  АВ.АВ\  именно: 

ЛСАС  _  ау      АС-^Л'С 
АВ.АВ' "~  4  ~  ЛВ-*-ЛВ' 

Дза  отношен!я 

Л'С.  А'С 
АВЛ'В' 

получинъ  тоже  выражеше;  отсюда  проистека|ртъ  уравпеихв  (Л)> 
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45,  ПолагаЯд  что  точка  т  пом'1щена  въ  ^?/  найд^мъ: 

ВС.  ВС  _      ру  _      ВС^В'С 
ВА.ВЖ  |^а~      ВА-^ВА' 

Складывая  пояленно  это  уравневхе  съ  предыдущииъ  и  за*^ 
м^Ьчая,  что  ау — ^]3у=:а^,  получнмъ  аервое  изъ  восьми  урав- 
вен1Й  (2)). 

46.  Уравнеше  (^^  также  легко  выводится  изъ  уравнен1Я  {^Р) . 
Въ  самомъ  Д'Ьл^у  между  тремя  точками  а,^^у  и  какою  ни* 

будь  четвертою   точкою  ш  существуетъ  следующее  соотно- 
шен1е, '  данное  Стевартоыъ: 

Вычитая  отсюда  уравпен1е  (Р),  получнмъ:  х 

Но 

п!5с* — аА*=:{то^'9-^А)(тл—с^А)=^шА.тА'; 
откуда 

Точно  также 

Поэтому  предыдущее  уравненхе  обращается  въ 

^0  н  требовалось  доказать. 

47.  Иаъ  уравнен*^  (2^  выводится  также  свойство  цент- 
ральной точки^  которое  было  известно  Пахшу  (п*  18).  Для 
9Т0Г0  положимъ,  что  точка  С  удадева  въ  бевхонечность» 
кслфдствхе  чего  точка  С  обращается  въ  центральную  точку 
О,  и  напишемъ  уравнен1е  (Р)  въ  такомъ  внд'Ь: 

*^  Это    вторал   иаъ   Вате  дтепЛ  Ниагетв^  е1с.  (См.  четвертую 
моху  |»«  28). 
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Точка  у  находится  также  въ  безконечности  и  мы  им'Ьемъ: 


2 


но-^-ту  =  0;  -^  =  1;  сл-бдовательно  ^ —  ^=2;  уравнете  об- 
ращается въ 

Заменяя  а^  чревъ 

2 

получимъ  уравнеше  Паппа. 

48.  Если  положимъ^  что  л,в%  точки  В^В'  сливаются  въ  одну 
изъ  двойныхъ  точекъ  инволющи  Еу  то  это  уравнеше  обра- 
тится въ 

тА.шА'—тЕ^ч-2аЕ.тО=0.  (Я) 

49.  Если  дв'Ь  точки  А^А'  сольются  въ  другой  двойной  точк^  Р 
получимъ: 

Это  уравнеше  выражаетъ  соотношеше  между  какою  нибудь 
точкою  Шу  точками  Е,  Р  я  срединою  двухъ  нослФдннхь. 

50.  Первое  изъ  уравнешй  (В)  и  уравнеше  {В[)  ведутъ  къ 
доказательству  того  случая  тахгтит,  или  тШтит,  кото* 
рый  быль  доказанъ  Аподлошемъ  и  о  которомъ  мы  уже  гово- 
рили (п®  17).  Действительно,  первое  изъ  этихъ  уравнешй  по- 
называетъ,  что  отношеше 

АС.АС 
АВАВ 
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въ  которомъ  А  разсматривается  кавъ  переменная  точка,  бу- 
детъ  тамшит^  ыи  шпшит^  когда  произведете  БАМА' 
шплтит,  или  т<штит.  Но  уравнете  (Я)  даетъ 

ВА.ВА'=ВЕ'—2(1Е30. 

» 

Следовательно  произведете  ВЛ.ВА'  будетъ  тахгтит  (или 
тштит^  смотря  по  знаку),  когда  переменный  коэффищентъ 
!&  будетъ  равенъ  нулю.  Тогда  дв^  точаи  АуА  сливаются  въ 
одной  точке  Е\  это  и  составляетъ  предложете  Аполлон1я. 

51.  Инволюцш  шести  точекъ  можно  выразить  уравнетемъ, 
въ  которое  войдутъ  две  точки,  взятыя,  какъ  та,  такъ  и  дру- 
гая, совершенно  произвольно. 

Пусть  т  ж  п  будутъ  две  таюя  точки;  означимъ  черезъ  а 
точку  гармонически  сопряженную  съ  п  относительно  АиА\ 
черезъ  ^ — гармонически  сопряженную  съ  п  относительно  В 
и  ^  и  черезъ  у — гармонически  сопряженную  съ  п  относи- 
тельно С  щ  С.  Каковы  бы  ни  были  точки  т  я  п^  взятыя  на 
прямой^  на  которой  расположены  точки  инволющи,  мы  бу* 
демъ  иметь  соотношете: 

Если  положимъ,  что  точка  п  удалена  въ  безконечность,  то 
уравнеше  обратится  въ  формулу  {Р).  Этого  замечатя  доста- 
точно, чтобы  видеть  справедливость  нашего  уравнен1я. 

52.  Если  поместимъ  т  въ  центральной  точке,  то  будемъ 
юАть  тА.шА'  =  тВ.тВ'  =  тС.тС  и  соотцошеше  (/)  при- 
кегь  видъ: 

^у.па         ау.пр  ар.пу  _  ^  ,у. 

пА.пА'       пВ.пВ       пС.пС ""  ^  ' 

Это  уравнете  отличается  по  форме  отъ  уравнев1я  (Р)  и, 
подобно  ему,  выражаетъ  ннволющю  шести  точекъ  при  по- 
нощ!  седьмой,  произвольно  взятой  точки. 
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53.  Ма  скавап  выше  (п®  Ъ0\  что  инводющониое  соотно- 
шеше  можетъ  встречаться  при  многехъ  ивол'Ьдовашяхъ,  гд1 
оно  до  сихъ  доръ  не  было  хожетъ  бнть  вазгЬчено.  Мы  за- 
вончихъ  это  ПримЕчаше  указатежъ  на  некоторые  случаи,  въ 
которыхъ  это  соотношвше  ихЪетъ  нЕсто. 

1^  Три  пары  сопряженныхъ  дгаметровъ  нон4ческаго  С№* 
ченгя  состаеляютъ  пучекь  въ  инволюцги. 

2^  Когда  три  хорды  коническаго  стьченгя  проходить  че- 
реаъ  одну  точку,  то  прямыя^  проведенныя  изг  какой  ни- 
будь  точки  кривой  къ  концамъ  этихь  хордъ^  находятся  въ 
инволюцги. 

3*  Когда  три  угла,  описанные  около  коническаго  слченгя, 
имгьютъ  вершины  на  одной  прямой,  то  стороны  ихъ  пере- 
спекаются  гъ  какою  угодно  насательною  коническаго  сгьчшя 
въ  шести  точкатъ  въ  инеолтщи. 

4^  Полооюимъ,  что  четыре  хорды  коническаго  елчетя  про- 
ходятъ  черезъ  одну  точку\  если  черезъ  концы  первыхъ  двухъ 
хордъ  проведемъ  произвольное  коническое  егьченге  и  черезъ 
концы  двум  другихъ — другое  произвольное  коническое  епче- 
те,  то  четыре  точки  перестьченгя  этихь  новыхъ  кониче- 
скихъ  С1ьченгй  будутъ  лежать  попарно  на  двухь  прямыхъ, 
проходящихъ  черезъ  точку  перестьченгя  четырехъ  хордъ,  и  9ти 
деть  прямыя  вмчъстгь  съ  четырьмя  хордами  составляютъ  пу- 
чекь въ  инволюцги  '*). 

Если  дв%  первыя  хорды  совпадаюгь  и  двЕ  друг1я — также, 
то  инволющонное  соотношете  обращается  въ  гармоническое 
отношеше  и  мы  получаемъ  такую  теорему: 

Когда  два  коническгя  сп>ченгя  имгьютъ  двойное  приносно- 
венге  съ  третьимъу  то  они  пересгькаются  меоюду  собою  въ 
четырехъ  точкахъ,  расположенныхъ  попарно  на  двухь  пря- 
мыхъ,  проходящихъ  черезъ-  точку  встргьчи  двухь  хордъ  при- 
косновенгя;  эти  деть  прямыя  суть  гармонически  сопряаюен- 
ныя  относительно  двухъ  хордъ  прикосновенгя. 


")  Первую  часть  мой  теоремы  я  докавмъ  п  Ооггевротиише 
^ееНп^^ие  (Т.  Ш,  р.  339). 


/ 


•  •  ^ 
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5*  Черезъ  всякую  точку,  взятую  въ  плоскости  коническаго 
с^чешяу  можно  1фовести  дв%  такк  взаимно  перпеядикуляр- 
ння  прямая,  чтобы  полюсъ  одной»  относительно  этого  вони- 
9ескаго  с^чешя,  находился  на  другой. 

Шесть  прямыхъ,  проведенныхъ  такимг  образомъ  черезъ  три 
точки,  взятия  произвольно  въ  плоскости  коническаго  сгьче-' 
м(л,  пересп^каютъ  каждую,  изъ  двухъ  главныхъ  осей  кривой 
вь  шести  точках^,  находящихся  въ  инволющи. 

Центральная  точка  инволющи  есть  центръ  кривой,  а  дв'Ь 
двойиыя  точки  —  фокусы  ея.  Эти  дв%  двойныя  точки  будутъ 
д']^йствительными  на  большой  и  мнимыми  на  малой  оси. 

Д1я  точки^  взятой  на  самомъ  коническомъ  сбчеши,  такими 
двумя  перпедикулярными  прямыми  будутъ  касательная  и  нор- 
маль въ  этой  точк$. 

Теореиа  представляетъ,  какъ  мы  видимъ,  общее  свойство 
фщсовъ  коническаго  сЬчешя  и  показываетъ,  что  существу- 
ем четыре  фокуса^  изъ  которыхъ  два  мнимые,  но  они  им'б- 
ютъ  н^хоторыя  свойства^  обпця  съ  двумя  д'Ьйствительными 
фокусами. 

Для  поверхностей  втораго  порядка  мы  найдемъ  теорему, 
соотв'Ьтствующую  этой;  она  будвтъ  служить  намъ  для  харак- 
теристики нтмсоторыхь  кривыхъ  ляшй^  им^Ьющихъ  для  этихъ 
поверхностей  такое  же  значеше,  какъ  фокусы  для  кониче-* 
сквхъ  с^^чешй.  (См.  Прим']Ьчан1е  XXXI). 

Инволющонное  соотношевае  можетъ  также  встречаться  въ  во- 
просахъ  высшаго  порядка,  ч^Ьмъ  предыдупце.  Такъ  наприм'Ьръ: 

б*  Предсшаеимъ  себп»  три  какгя  нибудь  кривыя  поверх* 
ности,  им1ьющгя  общую  точку  прикосновенья  и  пересгькало- 
щяся  попарно  въ  этой  точкгь;  если  проведемъ  въ  этой 
точкгь  касательныя  къ  двумъ  вптвямъ  каждой  пзъ  трехг 
кривыхъ  пересгьченгя,  то  эти  шесть  касательныхъ  будутъ 
п  инволюцги. 

V  Наконецъ:  если  черезъ  образующую  линейчатой  поверх- 
ности проведемъ  три  какгя  нибудь  плоскости^  то  каждая  изъ 
них$  будетъ  касаться  поверхности  въ  одной  точкп  и  будвтъ 
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нормальна  кь  ней  въ  другой  точкгь:  шесть  подобныхъ  по- 
чекь  будутъ  въ  инволюцги. 

Каждая  изъ  предложенныхъ  теоремъ  ведетъ  ко  многимъ 
сл'1дств1ямъ,  которня  будутъ  показаны  въ  другомъ  м^ст'Ь. 

54.  Не  могемъ  окончить  это  Иршм^чате,  не  указавъ  еще 
на  одно  любопытное  свойство  круга,  состоящее  въ  томъ,  что 
шесть  точекъ,  взятыхъ  на  окружности,  могутъ  представлять 
соотношетя,  подобныя  инволющи  шести  точекъ^  расположен- 
ныхъ  на  прямой  лиши.  Это  свойство  выражается  следующей 
теоремой: 

Когда  три  прямьш,  исходящгя  изъ  одной  точкщ  встрпг 
чаются  съ  окружностью  круга: —первая  въ  точкахъ  а, а'  вто- 
рая въ  Ъ,Ь\  третья  въ  с^с\  —  ит  мы  имтьемъ  соотношенге\ 

{  \  1  1 

вгп^са.  вгп^еа'       вгп^'а.  згп-с'а' 


згпт-сЬ,  вгп^сЬ'       згп^г-с'Ъ.  вгп^Ъ' 

Ясно,  какъ  составляются  два  друг1я  подобныя  соотноше- 
Н1Я;  такимъ  образомъ  получаются  между  шестью  точками  а^; 
ЪуЬ';  с, с'  три  уравнешя,  подобныя  уравнешямъ  (А)^  относя- 
щимся къ  инволющи  шести  точекъ  на  прямой  лин1и. 

Прибавимъ,  что  подобнымъ  же  образомъ  найдутся  для 
зтихъ    шести   точекъ    соотношешя,    подобныя    уравневгяиъ 

(В),  (О  и  Щ. 


ПРИМЪЧАНГЕ    XI. 

{Первая  эпоха,  л*  38). 

О  8адач4к  впноать  въ  кругъ  треугодьнквъэ  отороян 
котораго  должки  проходить   черевъ  три  данныя 


Паппъ   оставилъ  намъ  простое   р^шев1е  этой  яадачп  для 
того  случая,  когда  три  точки  даны  на  одной  прямой. 


•    ♦ 
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Обоцй  случай,  иредставдявшШ  ввачительныя  затруднешя, 
предлоАбнъ  быль  въ  1742  году  Крамеромъ  Бастидьону,  уже 
доказавшему  свое  искуство  въ  геометрхи  древнихъ.  Бастилъ- 
онъ  нашелъ  р'Ьщенхе  этой  задачи,  основанное  на  чисто 
геометрическихъ  соображев1яхъ;  оно  явилось  въ  Мемуарахъ 
Берлинской  Академш   1776  года. 

Тотчасъ  посл'Ё  этого  Лагранжъ  далъ  другое,  чисто  анали- 
тическое и  весьма  изящное  р'Ьшеше.  (Хоть  же  томъ  Берлин- 
скихъ  Мемуаровъ).  # 

Въ  1780  году  эту  же  задачу  решили  Эйлеръ,  Фуссъ  и  Лек- 
сель  (Мемуары  Петербургской  Академхи).  По  поводу  р4ше- 
шя  Эйлера  зам'Ьтимь,  что  оно  основывается  на  одной  лемм']^, 
которая  есть  ничто  иное,  какъ  теорема  Стеварта,  упомяну- 
тая нами  по  случаю  леммъ  Паппа  къ  сочинешю  1оса  р1апа 
Аполлон1я.  (Первая  эпоха,  п^  36). 

Молодой  неаподитанецъ  Олтаяно  (ОхогАапо  сЦ  011;а1апо)  за- 
думалъ  вооросъ  въ  болЪе  общемъ  видЪ  и  р'Ьшилъ  его  для 
иногоугольника  съ  какимъ  угодно  числомъ  сторонъ,  прохо- 
дащихъ  черезъ  столько  же  точекъ,  расположенныхъ  произ- 
вольно въ  плоскости  круга.  Мальфатти  не  замедлилъ  р^пшть 
эту  задачу  въ  той  же  степени  общности.  (Мемуары  этихъ  гео- 
хетровъ  напечатаны  въ  1У  том%  Метопе  йеИа  зосгеЬа  НаНапа.) 

Люилье  (ЬЬшШег)  сд'1лалъ  н'Ькоторыя  изм'Ёнен1я  въ  рЪ- 
шешяхъ  этихъ  двухъ  геометровъ,  въ  Берлинскихъ  Мемуарахъ 
1796  года,  и  писалъ  объ  этой  же  задач']^  въ  Шетепз  сГ  апаХузе 
дтгкщие  еЬ  Л'апа1у8е  а1деЬгг2ие  1809  года. 

Еарно,  въ  ОеотеЛгге  (2^  розгИоп  возвратился  къ  р^шешю 
Лагранжа  и,  введя  въ  него  н'бкоторыя  геомегрическ1я  со- 
ображен1я,  составилъ  смешанное  р']^шен1е,  которое  приложено 
инъ  къ  общему  случаю  какаго  ннбудь  многоугольника. 

Брханшонъ  внесъ  въ  эту  задачу  новый  элёментъ  обобщен1я: 
онъ  вместо  круга  взялъ  какое  нибудь  коническое  С']^чен1е  и 
р*шилъ  эту  задачу  для  случая  треугольника  и  въ  томъ  пред- 
положеши,  что  данный  точки  лежатъ  на  одной  прямой,  ^(т^па^ 
«?е  Гёсо1е  ро1у{е€1тг2ие^  1(Г-е  саЫег). 

Внп.  Ш.  Отд.  Ц.  4 
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Жергоннъ  сд'Ьлалъ  новый  шагъ  впередъ:  онъ  так;^  взалъ 
коническое  сечете,  но  допуст^лъ  совершенную  общность  въ 
положеши  трехъ  точекъ  и  при  р'Ьшеши  задачи  пользовался 
только  линейкою.  Во  ыЛхъ  прежнихъ  р%шен1яхъ  требовалось 
употреблен1е  циркуля  {АппаХев  йез  Ма1Неша1гдие8^  I.  I,  р. 
341,  аппёев  1810—1811).  Жергоннъ  не  прямо  изсл'Ьдовалъ 
эту  задачу;  онъ  предложилъ  себ'Ь  другую,  ей  подобную,  имев- 
но:  описать  около  коническаго  с^чен1я  треугольникъ,  вер- 
шины котораго  лежали  бы  на  трехъ  данныхъ  прямыхъ.  По- 
строеше,  данное  этимъ  геометромъ,  требовало  употреблешя 
только  линейки  и  было  образцомъ  изящества  и  простоты.  Оно 
было  доказано  8егуо18  и  КосЬа!  {Лппа1е8  Лев  МаШешаИдиев^ 
(.  I,  р.  337  е(  342).  Жергоннъ  зам']^тилъ,  что  посредствокъ 
теорш  полюсовъ  коняческихъ  сЬчешй  это  р1>шен1е  тотчасъ  же 
преобразовывается  въ  подобное  же  р^шеше  задачи:  вписать 
въ  коническое  с^чеше  треугольяикъ,  стороны  котораго  про- 
ходили бы  черезъ  данныя  точки. 

Оставалось,  для  полноты  предмета^  р'^^шить  туже  задачу 
для  коническаго  с&ченхя,  вм'Ьсто  круга^  въ  общемъ  случае 
какого  нибудь  многоугольника.  Этимъ  посл']&днимъ  усил1емъ 
мы  обязаны  Понселе,  Г^шеше  этого  геометра  достойнымъ 
образомъ  в'^нчаетъ  труды  его  предшественниковъ.  Оно  во 
вс']&хъ  отношешяхъ  представляетъ  прекрасный  прим^ръ  со- 
вершенства, до  котораго  могутъ  достигать  теорш  новой  гео- 
метр1и.  (См.  ТгаИё  Лез  ргорггёШ  рщесНгез^  р.    352). 


ПРИМ'ЬЧАШЕ  ХП.*) 

{Вторая  эпохау  п^  3). 

О  геометрхи  ИндФйцевъ,  Арабовъ,  Римдяяъ  я  во^ 
сто'Фшхъ  народовъ  въ  оредвхе  вФва. 

Пред']&лы  нашего  сочинен1а  дали  намъ  возможность    гово- 
рить только  о  самыхъ  важныхъ  0ткрыт1яхъ   въ  геометрш    и 

♦)  Въ  оригинал*  и  въ  н^мецкомъ  перевод*  ВоЬпске    (1839)    Прим*- 
•1ан1е  это  помещено  поел*  вс*хъ  остальннхъ.  Пр.   пер. 
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древмущественво  о  т-Ьхъ,    которыя  послужили   началомъ  ка- 
кой-нибудь теор1н  или  какого-нибудь  способа  нов-Ьйшей  гео- 
«етрм.  Вотъ  почему  мы  начали  нашу  вторую  эпоху  съ  тру- 
довъ  Вьета.  Но  уже  за  ц'Ьлое  стол'Ьтхе  до  этого  времени  гео- 
ометрзя  разработывалась  тщательно;  и  если  она  не  обогати- 
лясь  открыт1Ями  первостепенной  важности,  подобно  анализу, 
который  въ  течеши  этого  в'&ка  расширилъ  свои  пред'Ьлы  до 
р^шешя   уравнешй  третьей  и  четвертой   степени,    т4мъ    не 
хенЪе  труды  писателей  занимавшихся  геометр1ею  подготови- 
ли велиыя  работы  геометровъ  ХУП  в-Ька  и  преимущественно 
въ  томъ  отношеши,  что  ввели  въ  эту  науку  новый  элементъ, 
служивши  зародышемъ  посл'бдующихъ  усп'Ьховъ.  Этотъ  эле- 
ментъ быль  —  алгебраическое  исчисленге,   которое   не  было 
известно   Грекамъ,   или  которое   они  устраняли,   всл'1дств1е 
рЬкаго  различ1я,  которое  они  полагали  между  ариеметикой  и 
геометр1ей.  Такъ  наприм^ръ,    они  доказывали  на  чертеже  и 
посредствомъ  чисто  геометрическихъ  соображешй  десять  пер- 
внхъ  предложен1й  второй  книги  Евклида,  которыя  въ  сущно- 
сти суть  не  бол'бе  какъ  правила  исчислен1я.  Этоть  элементъ 
составляётъ  отличительный  характеръ  геометрхи  Вьета,  Фер- 
пщ  Декарта;   поэтому,   восходя  до  источника   столь  вели- 
каго  и  полезнаго  нововводен1я  и  сл'&дя  за  его  развит1емъ,  мы 
должны  были  бросить  взглядъ  на  первые  труды   геометровъ 
эпохи  возрождешя. 

Для  этой  ц'блн  назначено  было  это  Прим4^чан1е.  Но,  посл^^ 
того  какъ  оно  уже  было  написано,  появился  первый  томъ 
ЛкШге  Лев  зсгепсез  таПгётаЩиез  еп  ПаНе^  гд'Ь  Либри,  въ 
краснор'Ьчивомъ  предисловш,  излагаетъ  развитхе  наукъ  у  раз- 
ли^ныхъ  иародовъ,  начиная  съ  самой  глубокой  древности.  Въ 
сочинен1и  этомъ,  каждая  страница  котораго  носитъ  отпеча- 
токъ  самаго  глубокаго,  удивительнаго  образовашя,  приписы- 
ваетсА  Арабамъ  и  Инд'^Бйцамъ  гораздо  большая  доля  участ1я 
въ  развитш  наукъ,  ч-Ьмъ  это  предполагалось  до  сихъ  поръ. 
Поэтому  мы  сочли  долгоыъ  бросить  беглый  взглядъ  на  гео- 
хетричес1^й  отдфлъ  арабскию  и  инд'!^йскихъ  сочиненШ,  пе- 
реводы которыхъ  изданы  несколько  л^тъ  тому  назадъ  учены- 
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мж  ангд1вскими  ор!енталистам11.  И,  чтобы  пополнить  этоть 
обворъ  равлЕчныхъ  элементовъ,  способствовавшигь  возрох* 
детю  наукъ  въ  Европе,  мы  распространнди  его  также  на 
геонетрт  Римлянъ  и  геометр1ю  среднихъ  вЪковъ. 

«Челов11ческ1й  умъ  сд'Ьдуетъ  повидимону  по  пути  необхо- 
димости: ВСЯК1Й  усп^хъ  его  каакется  опред^ленъ  заранее  на- 
столько, что  мы  напрасно  пытались  бы  писать  истор1Ю  од- 
ного народа,  или  одной  науки,  начиная  съ  ивв'Ьстнаго  вре- 
мени, не  бросивъ  Взгляда  на  времена  и  событ1я  предшество- 
вавшая '*)»• 

Эта  справедливая  мысль  послужить  намъ  извинешемъ  въ 
томъ,  что  по  необходимости,  ею-же  вызванной,  ато  Прим^ча- 
ше  будетъ  слишкомъ  длинно. 

ГеокеФр1я  Ивд4кйцбвъ. 

Мы  получили  нашу  систему  счислешя  отъ  Арабовъ,  съ  ко- 
торыми им'^Ьли  частыя  сношешя^  и  потому  сначала  припн- 
сывалв  имъ  честь  этой  гешальной  и  полезной  идеи,  оказав- 
шей много  услугъ  наукамъ  и  преимущественно  астроном1и. 
Но  потомъ,  изъ  различныхъ  документовъ,  доставленныхъ  са- 
мими Арабами,  дознано,  что  честь  эта  привадлежитъ  ШкМ- 
цамъ.  Это  прекрасное  и  полезное  изобр^^тенае  дало  возмож- 
ность выражать  всевозможный  числа  при  помощи  только  де- 
вяти знаковъ  съ  изм'1нен1емъ  по  очень  простому  закону  ихъ 
значешя,  смотря  по  занимаемому  м^сту,  ц  удивительно  со- 
кратило ВСЯК1Я  исчислешя,  столь  затруднявпия  Римлянъ;  оно 
было  способно  возбудить  въ  ЕвропЬ,  гд'Ё  оно  было  призна- 
но повсем^^стно,  уважеше  къ  своимъ  изобр'Ьтателямъ  и  за- 
ставляло думать,  что  Инд'ЬйскШ  народъ  быль  способенъикь 
другимъ  открыт1ямъ  въ  математическихъ  наукахъ. 

Действительно,  вскоре  найдены  были  н^которыя  увавашя, 
свидФтельствовавппя,  что  этотъ  народъ  разработывалъ  также 


*•)  НгаМге  Лев  всХепсев  та^кета^^^т$  еп  ВаИе,  раг  М.  ЫЪп;  1Ив- 
СООГ8  ргёит111а1ге,  Ь.  1ф  р.  3. 
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высшую  ариеметяку,  отъ  которой  проивошла  наука  перене- 
сенная къ  намъ  Фибонаккн  (РШопасс!)  отъ  Арабовъ  подъ 
назвашемъ  А1деЬга  еЬ  АЫисаЬсйа  и  составляющая  теперь 
нашу  алгебру. 

Истор1я  науки  была  въ  высшей  степени  заинтересована 
равъяснетемъ  атихъ  первыхъ  7каван1й. 

Л'Ьтъ  двадцать  тому  навадъ  они  получили  полное  подтвер- 

Въ  начал'Ь  настоящаго  стол'Ьт1я  Тейлоръ,  Стракей  и  Коль- 
брукъ  ")  ознакомили  насъ  съ  математическими  сочинетями 
двухъ  индЪйскихъ  писателей  Брамегупты  и  Баскары  Ачар1я, 
считающихся  самыми  знаменитыми  въ  своемъ  народ'Ь;  первый 
язь  нихъ  жиль  въ  У1у  а  второй  въ  ХП  вФк'Ь  нашего  дФто- 
счнслев1я.  Въ  этихъ  сочинешяхъ  излагаются  ариеметика, 
алгебра  и  геометргя.  Ариеметика  и  алгебра  занимаютъ  бо- 
д-Ье  значительную  часть  и  вполн'Ь  подтверждаютъ  мнФте  въ 
оо1ьзу  Инд^йцевЪ;  вакъ  изобретателей  отихъ  двухъ  отраслей 
всчислешя  въ  томъ  вид^,  какъ  мы  получили  ихъ  отъ  Ара- 
бовъ, и  даже  въ  состоян1и  большаго  развит1я  и  совершенства. 

Комментарии  различныхъ  индМсвихъ  авторовъ,  сопрово- 
мдаюице  текстъ  отихъ  двухъ  сочинешй,  приписываютъ  уче- 
ному, еще  болЪе  древнему,  ч^мъ  Брамегупта  и  называвше- 
муся Архабгатта  (АгуаЪЬа1;(а)у  р-Ьшеше  въ  ц^лыхъ  числахъ 
уравнешя  первой  степени  съ  двумя  неизвестными  по  спо- 
собу, похожему  на  способъ  Мезир1ака  (ВасЬе!  с1е  Мё^тас), 
П0ЯВВВШ1ЙСЯ  въ  первый  разъ  въ  Европе  въ  1624  году.  «Со- 
танешя  Брамегупты  и  Баскары  содержатъ  въ  себе  изыска- 
В1Я  гораздо  высшего  порядка.  Кроме  общаго  решетя  урав- 
нен1й  второй  степени  съ  однимъ  неизвестнымъ  и  некоторыхъ 


*0  В4^а  СквпИа  от  Ме  А1дЛга  о(  1%е  ЯулЛмл,  Ьр  Шр.  81гоЛеу. 
ЬяЛ(щ  1818,  ш— 4.  1Л1аюаИ  от  а  гкеаОве  оп  Агикте^%е  апйвеатек^ 
Ьу  Вкавеага  Лскаг^а^  ^^ФнвШеЛ  (гйт  1Ье  оггдниЛ  ша/тсги  Ъу  I.  Та- 
вот. ВотЬау;  1816,  ш— 4«  А1деЪга,  $рин  ЛНШлеЫе  ап^  МемшгаНап, 
9гт  (ке  шатеги  о(  Вгактедир^а  апЛ  Вкаяеагл;  1гам1аШ  5у  Я.  Т. 
0(Л^ооке.  Ьопёоп;  1817,  т— 4. 
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приводимыхъ  уравнен1й  высшихъ  степеней^  мы  находимъ  зд'Ьсь 
способъ  получать  нзъ  одного  р']^шев1я  вс"^  остальння  ц^ня 
Р'Ьщен1я  неопред'Ьленнаго  уравнешя  второй  степени  съ  дву- 
мя неизв']&стными;  этотъ  анализъ^  которыыъ  мы  обязаны  Эйле- 
ру, былъ  азв']}стенъ  Инд^йцамъ  уже  бол^^е  десяти  стол']^т1в. 
Исчислеше,  ин'Ьющее  сходство  съ  нашими  логариемаии,  осо- 
бый и  весьма  остроумныя  обозначешя  и  въ  особенности 
большая  общность  въ  изложенш  задачъ  свид'&тельствуютъ  о 
степени  развитхя  Инд'Ьйскаго  анализа.  Эта  наука,  которую 
Индусы  прилагали  къ  геометрхи  и  астроБОИ1и^  была  для  нвхъ 
могущественнымъ  оруд1емъ  изсл'1дован1я,  и  мы  должны  съ 
похвалою  указать  на  н1^которыя  геометрическ1я  задачи,  для 
которыхъ  имц  найдены  изящныя  р'Ёшешя". 

Ограничимся  только  этими  краткими  указашями  на  авали- 
тическ1я  сочинешя  Индусовъ,  которыя  мы  заимствовали  изъ 
НгзШге  Лез  зсгепсез  1па^Нёта^г^иез  Либри.  Но  намъ  нужно 
будетъ  войти  въ  больш1Я  подробности,  чтобы  познакомиться  съ 
ихъ  гсометрхей,  которая  составляетъ  вашъ  главный  предметъ. 

Въ  извлечешяхъ  и  разборахъ  этпхъ  сочиненхй  ограничива- 
лись обыкновенно  т'Ьмъ,  что  указывали  только  н^оторыя  пред- 
ложешя,  именно:  квадратъ  гипотенузы;  пропорщональность 
сторонъ  въ  равноугольныхъ  треугольникахъ;  отр'^Ьзки,  обра- 
зуемые перпенд11ку:эяромъ  на  основаши  треугольника;  площадь 
треугольника  въ  функщи  трёхъ  сторонъ;  приблизительное  от- 
ношеше  окружности  къ  дхаметру;  величина  сторонъ  первыхъ 
семи  правильныхъ  многоугольниковъ,  вписанныхъ  въ  кругъ; 
отношеше  между  хордою^  синусомъ  -  версусомъ  дуги  и  д1а- 
метромъ;  наконецъ  н'Ькоторыа  предложешя  о  вычйслети  раз- 
СТ0ЯН1Й  посредствомъ  г^ни  гномона  ''). 

'*)  См.  Согге$ропЛапсе  ро1у%есЬтдрле,  Ь.  Ш.  ^апу^е^  1816;  отрввохъ  пере- 
веденный Теркемомъ  изъ  сочинев1я  Тгаси  о«  Ма&ьетаНеаХ^  е1с.  Ъу  На11оп, 
Ш  Уо1,  1п  8*^,  Лондонъ  1812.  Гуттонъ  получи1ъ  эти  вовне  и  храгоц'Ьвняе  до- 
кумевтв  о  алгебра  и  геоиетрл  Инд'Ьйцевъ  отъ  Стракея,  прежде  нежели  бы- 
1я  в^лнкованн  ивсл^довагая  этого  ученаго  орхевталиста.  Ейх'пЬигд  Ветею, 
1617,  в®  ЬТП.  Ве1атЪге,  Н%вШге  йе  V  А»Ьгопот%е  ашЛеппе,  %.  I.  и  Яй- 
ХЫ/ге  Ле  V  Аз^гопопме  4и  тоуеп  йде,  Р18Соиг8  ргёИт1]1а1Гд.  1йита1  йы  Ва- 
9ап8,  8ер1етЪге.  1817. 
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Эти  различныя  предложешя  и  следовательно  весь  геомет- 
рическШ  отд^лъ  сочиненШ  Брамегупты  и  Баскары  вообще 
считала  за  элементы  геометргщ  или,  по  крайней  мФрЪ,  ва 
адементарнкхя  и  первоначальЕыя  оредложешя,  сл7живш1я  ос- 
новою для  всей  науки  Индусовъ.  Поэтому  думали,  что  ихъ 
геохетричесюя  знавля  стоять  несравневво  ниже  ихъ  позна* 
в1й  въ  алгебре   ^*). 

Но,  изучая  глубже  геометрически  отдЬлъ  инд'Ьйскихъ  со- 
чинешй  и  стараясь  дать  себЬ  отчетъ  въ  трмъ^  какое, значе- 
н1е  им'Ьютъ  различныя  предложен1Яу  о  которыкъ  до  сихъ  поръ 
еще  не  упоминалось^  и  какую  роль  играютъ  въ  этихъ  сочи- 
нен]яхъ  разнообразныя  истины,  который  кажутся  на  первый 
взглядъ  ляшеиными  всякой  связи  и  набросанными  случай- 
но, мы  пришли  къ  убЪждешю,  что,  вопервыхъ,  предло- 
женк^  на  который  еще  не  было  указано,  имЪютъ  именно 
самое  большое  значеше;  и,  во  вторыхъ,  что  сочивеше  Бра- 
мегупты, преимущественно,  вовсе  не  представляетъ  элемен- 
шовъ  геометргщ  или  собранк  предложен1й,  наибол'Ье  упо- 
требите^ьныxъ  у  Индусовъ,  но  относится  ц'Ьликомъ  къ  одной 
особой  геометрической  теорш. 

Оно  относится  иценно  къ  теорш  четыреугольника,  вписан- 
наго  въ  кругъ.  Брамегупта  рЪшаеть  зд'Ьсь  сл'Ьдующ1й  вопросъ, 
заслуживаюицй  внимашя:  построить  такой  четыреуюльникъ, 
способный  вписываться  въ  кругъ^  копюраю  'п.ющадь,  дгаго- 
нали^  перпендикуляры  и  разныя  друггя  линги,  а  такоюе 
дгаметръ  круга,  выражались  бы  рацгональными  числами, 

Таковъ  предметъ  сочинен1я  Брамегупты,  если  только  мы 
не  ошибаемся  въ  истолковаши  большей  части  его  предложе- 
н1в,  смвслъ  которыхъ  необходимо  угадывать  по  причин'^  край- 
ней сжатости  изложешя,  при  чемъ,  большею  частш  недос- 
таетъ  необходимыхъ  услов1й  для  опрсд'Ьленности  этихъ  пред- 
ложенш. 


**)  Ткеу  (Ни  ктёмв)  еиШ^аМ  АХдеЬга  тисН  тоге,  апЛ  ю»^  дгеаиг 
ммсе»,  ёмп  €^еоте^^у;  ав  %ё  еШеЫ  {гот  Ш  сотра^аНV^'^у  Хою  вЬаи  о( 
А^  ЪпокИеЛде  т  1Ье  опе,  апЛ  Ш  ЫдН  рИеН  о(  ИНегг  а^Ьаи^тепЛв  т  (Не 
<^Аег.  Со1еЪгооке  В^актедир^а  апЛ  ВНааесига  Л1дЛга;  Р108ег1а11оп, р.  ХУ 
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Мнопе  безъ  сомнЪшя  будутъ  удивлены,  узнав'ь,  что  къ 
таваго  рода  вопросамъ  приводится  сочинете,  на  которое 
прежде,  при  недостаточно  внимательномъ  чтеши,  можно  би- 
ло смотр']^ть,  какъ  на  элементы  геометрги.  Вопросы  этк 
обнаруживаютъ,  если  не  весьма  обширный  познан)я,  то  по 
крайней  м']^р'Ь  известное  искуство  въ  геометр1и  и  навыкъ  въ 
вычислен1яхъ.  Въ  посл'Ьднемъ  отношеши  вопросы  эти  соот- 
в^тствуютъ  наклонности  Индусовъ  къ  алгебр'Ё.  Они  доказы- 
ваютъ,  что  мы  еще  совершенно  незнакомы  съ  элементами 
индийской  геометрш,  и  застав ляютъ  желать,  чтобы  найдены 
были  еще  друпе  подобные  же  отрывки  времени  Брамегупты, 
или  еще  бол'Ье  древней  эпохи,  такъ  какъ  изъ  нихъ  видно, 
что  геометр1я  въ  то  время  уже  разработывалась  съ  успбхомъ. 

Сочинеше  Баскары  есть  только  весьма  несовершенное  под- 
ражан1е  сочинешю  Брамегупты;  въ  немъ  посл'Ьднее  сочинеше 
комментировано  и  искажено.  Мы  находимъ  въ  немъ  только 
немнопе  новые  вопросы:  н^^сколько  предложешй  о  прямо- 
угольномъ  треугольник'^  (который  были  чужды  вопросу,  из- 
следованному  Брамегуптой);  зам'&чательное  приблизительное 
выражеше  площади  круга  въ  функщи  дааметра;  величину  сто- 
ронъ  первыхъ  семи  вписанныхъ  правильных^  многоугольна- 
ковъ  въ  функщи  радхуса  и  формулу  для  приблизительнаго  вы- 
числешя  хорды  въ  функщи  дуги  и  наоборотъ. 

Но  важн'Ьйш1я  предложен1Я  Брамегупты,  относяпцяся  кь 
его  тёорш  вписаннаго  въ  кругъ  четыреугольника,  тутъ  опу- 
щены, или  признаны  нетачными.  Это  показываетъ,  что  Бас- 
кара  ихъ  не  понималъ. 

Последнее  обстоятельство,  вм^ст*!!  съ  комментар1Ями  раз- 
личныхъ  толкователей,  доказываетъ,  какъ  намъ  кажется,  что 
посл'Ь  Брамегупты  науки  въ  Инд1й  клонились  къ  упадку  н 
что  сочинеше  этого  геометра  переставало  быть  понятнимъ. 
Известно,  что  въ  настоящее  время  индМскхе  ученые  отли- 
чаются глубокимъ  нев'Ьд']^тенъ  въ  математике  ^*). 


*0  Въ  Пув^  (Роопа),  павномъ  учреждеши  Брашшовъ,  ва&дется  не  бе- 
Ле  десяти  иди  двенадцати  чеюв^къ,  понжкающихъ  ЬНатай  ххи  ВЦа-Сга- 
пка',  а  хотя    въ  Бомбее   есть  нного   астрононовъ   по  ^одшости»   однако 
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Теперь  мы  предложинъ  краткШ  обзоръ  сочпненш  Браме- 
гуптн.  ПослЪ  дтого  разберемъ  подобнымъ  же  образомъ  со- 
танеше  БасЕары  и  покажемъ  значительная  ра8лич1я,  найден- 
Н12Я  нами  между  этими  двумя  сочинешями,  нанисанньши  че- 
резъ  шесть  стол%т1й  одно  посл%  другаго. 

О  гбокетр1и  Брамегтпты. 

Сочинешя  БрамегунтЫу  которыми  Европа  обязана  знамени- 
тому Кольбруку^  извлечены  изъ  трактата  объ  астрономхи,  въ 
которомъ  они  составляюгь  дв'Ьнадцатую  и  восемнадцатую 
павы.  Двенадцатая  глава  есть  трактатъ  ариеметикн  (подъ 
назвавхемъ  Оаш1а)^  восемнадцатая — трактатъ  алгебры  (подъ 
назвашемъ  С1]1;(аса).  Геометр1я  составляетъ  часть  трактата 
арвеметики  и  занимаетъ  въ  немъ  отделы  1У,  V,...  ГК  подъ 
следующими  заглав1ями  въ  англ1йскомъ  тексте:  Р1апе  /гдгиге^ 
ЕxсаVа^г(т8^  ЗЬаскз^  8тОу  Моипв  о/*  Оталп  и  Меавиге  Ьу 
ЗкаЛаго. 

Отд^леше  ГУ,  подъ  заглав1емъ:  плоснгя  фигуры:  треуголь^ 
нщсъ  и  четыреугольнинг^  состоитъ  изъ  двадцати  трехъ  пред- 
ложешйу  заключающихся  въ  §§  21—43. 

Изложенхе  вс^гь  этихь  предложешй  дано  въ  сокращенной 
форн^,  въ  высшей  степени  сжато,  и  не  сопровождается  ни- 
какими доказательствами.  Предложетя  представлены  въ  об- 
щемъ  вид^у  безъ  помощи  всякаго  чертежа  и  безъ  всякаго  чис- 
ловаго  приложен1я  въ  тексте.  Но  въ  прим^чашяхъ  одного 
ивд^Вскаго  автора,  по  имени  Шатурведа,  находятся  относя - 
пцеся  сюда  чертежи  и  приложен1я. 

Н'Ькоторыя  изъ  предложешй,  но  очень  немног1я^  понятны 
в  въ  изложеши  ихъ  находятся  вс^  части,  необходимый  для 
охъ  цолваго  состава.  Но  друг1я  изложены  крайне  недоста- 
точно и  въ  нихъ  нЪтъ  никакого  указашя  на  значительную 
тасть  необходимыхъ  услов1й  вопроса.  Наприм^Ьръ,  если  гово- 


Тйюръ  яе  вашвлъ  вн  одного,  кто  ■овимап  бн  хоть  стрлявцу  взъ  ЬПауви. 
(1)е]йт1»ге,  НгаМге  04  VЛ8^^<тот%е,  X.  I.  р.  546;. 
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рктся  о  четыреугольник'Ь.  то  въ  предложешн  даются  только 
внражен1я  длины  четырехъ  его  сторонъ  и  совс^мъ  не  ука- 
вываются  друг1Я  услов1я,  необходимыя  для  построен1я,  тавге 
какъ  не  упоминаются  и  т'Ь  свойства  фигуры,  которыа  въ  на- 
и'Ьрети  автора  должны  были  сост1авлять  предметъ  предло- 
жен1я.  Всё  эти  предложешя  Бранегупты  нужно  было,  следо- 
вательно, отгадывать. 

По  смыслу,  который  мы  имъ  придали,  оказалось,  что  сочн- 
неше  им'Ьетъ  ц'Ьл1ю  р'Ьшенхе  сл'Ьдующихъ  четырехъ  вопро- 
совъ,  относящихся  къ  треугольнику  и  четыреугольнику. 

Р  Найти  площадь  треугольника  и  рад'ьусь  описапнта 
около  него  круга  въ  фупкцги  трессъ  его  сторонъ. 

2^  Построить  шреуюльникъ,  котораго  пмщадь  иэттъ 
радгусъ  выражались  бы  рацгоиальными  числами ^  предпола- 
гая, что  стороны  треугольника  суть  также  числа  рацго- 
нальныя^ 

3^  Для  четыреугольника  вписаннаго  въ  кругъ  о^гредтьлить 
въ  функцги  сторонъ:  площадь^  дгагонали,  перпендикуляры, 
отрп>зки^  образуемые  при  взаимномъ  переспченги  9тить  ли- 
нгй  и  дгаметръ  круга. 

4^  Наконецъ,  построить  четыреугольникъ  вписанный  еъ 
круггь,  въ  которомъ  все  это—плои^адь,  дгагонали,  перпенди- 
куляры^ ихъ  отргьзки  и  дгаметръ  круга  —  выражалось  бы 
рацгоиальными  числами. 

Къ  этимъ  четыремъ  вопросамъ  относятся  восемнадцать  пер- 
выхъ  предложен1й  сочинен1я  Брамегупты,  они  совершенно 
достаточны  для  ихъ  р^шенхя  и  ни  одно  нзъ  нихъ  нельзя  счи- 
тать лишнймъ;  можно  поэтому  сказать,  что  сочинеше  изло- 
жено умно  и  точно.  Некоторый  послЬдуюпця  предложен1Я 
относятся  къ  другимъ  предметамъ. 

Можно  даже  сказать,  что  сочинен1е  Брамегупты  им'Ьетъ 
предметомъ  одинъ  только  изъ  вышеприведенныхъ  вопросовъ, 
именно  посл-ЬдвШ,  относящ1йся  къ  вписанному  четыреугольни- 
ку. Три  друг1е  являются  тогда  неизбежными  подготовлеюями 
къ  его  р-Ьшешю;  и  действительно,  всЬ  они  им^ють  приложе- 
те  при  полпомъ  решении  вопроса  о  четыреугольниве. 
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Прежде  нежели  перейдемъ  къ  разбору  сочйнеи1я  Браме- 
гупты,  мы  ^должны  познакомить  читателе  съ  н'Ькоторыми  вы- 
рахеньами  математической  номенклатуры  Индусовъ;  эти  вы- 
ра»ен1я  ими  употреблялись  съ  чрезвычабнымъ  удобствомъ  при 
нзложеши  теоремъ  въ  сжатомъ  вид%  и  безъ  помощи  чер- 
тежей, что  придавало  изложен1ю  характеръ  общности,  ко- 
тораго  часто  недоставало  въ  геометрш  Грековъ.  Бпосл'Ьд- 
ствш  мы  саки  будемъ  пользоваться  этими  выражешями:  они 
облегчать  намъ  изложеше  и  позволять  въ  н'&которыхъ  слу- 
чаахъ  сохранить  стиль  инд']^йсбихь  геометровъ. 

Въ  треугольник'^  одна  сторона  называется  основангемЪу  дв^ 
друпя  сторонами,  или  бедрами;  перпендикуляръ  есть  лишя, 
проведенная  подъ  прямымъ  угломъ  къ  оеновашю  изъ  точки 
пересФчешя  сторонъ.  Отртьзки  суть  части  заключающхяся 
хехду  подошвою  перпендикуляра  и  двумя  концами  основан1я. 
,Въ  прямоугольномъ  треугольник'6  одна  сторона  прямаго 
угла  называется  стороною^  другая  прямою  (ирггдЫ);  третья 
сторона  треугольника  называется  гипотенузой.  Слово  прямой^ 
которое  въ  нашей  математической  номенклатур']^,  прилагается 
только  къ  угламъ,  мы  зам^^нимъ  словомъ  катетг^  которое 
употреблялось  Греками  и  Римлянами.  Многоугольникъ  о  че- 
тырсгь  сторонахъ  называется  шетрагономъ  (за  исключен1емъ 
заглав1я  сочипешн:  треугольникъ  и  четыреуюльникъ)]  одна 
язь  четырехъ  сторонъ  есть  основанге;  противоположная  ей  на- 
завается  вершиною  (зиттИ)  и  дв'6  остальвыя — боками. 

Мы  не  можемъ  употреблять  слово  вергиина,  потому  что 
оно  въ  нашемъ  языкЬ  никогда  не  прилагается  къ  либ1и,  яо 
всегда  къ  точк*6,  и  потому  мы  зам'Ьнимъ  его  словомъ  верхъ 
{согаиШ),  въ  подражате  Римлянамъ,  которые  давали  также 
особое  имя  сторон'Ь  противолежащей  оеновашю  четыреуголь- 
Н1ка  м  называли  ее  согаивШз.  Это  слово  встречается  въ  яЬ- 
которыхъ  древнихъ  рукописяхъ  и  употреблено  было  въ  1486 
Щу  въ  МагдагНа  Р%Ио8оркгса. 

Перпендикуляры  четыреугольника  —  это  перпендикуляры, 
опущенные  на  основате  изъ  двухъ  верхнихъ  концевъ  боковъ> 
такъ  что  каждый  изъ  нихъ  соотв4тствуетъ  своему  боку.  Кяж- 
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дый  изъ  перпендикушров^  образуетъ  на  осповати  два  от- 
резка. Первый  изъ  отр^Ьзковъ,  находяпцйся  между  перпевди- 
куляромъ  и  соотв^тствующимъ  бокомъ^  назнвается  отр1Ь9- 
помъу  другой  есть  его  дополненге.  Индейцы  употребляли  сло- 
во дгагональ  въ  томъ  же  значеши,  какъ  и  мн. 

Для  прямоугольника  существуютъ  особый  назван1я.  Пря- 
моугольникъ  называется  продолговатимъ  (сЫопд)]  дв1  при- 
лежапця  стороны  называются,  какъ  и  въ  прямоугольнонъ 
треугольнике,  стороною  и  прямою;  мы  же  будемъ  говотить 
сторона  и  катетъ. 

Слово  трапецгя  ((гарееггип)  употреблено  н'Ьсколько  разъ, 
но  значеше  его  не  определено.  Изъ  заметки  Еольбрука,  по- 
мещенной въ  начале  геометрическаго  отдела  Баскары  и  за- 
имствованной у  толкователя  Ганезы,  видно,  что  это  слово 
соотвествующее  санскритскому  назвашю  твката  -  скаШг- 
ЪНща,  относится  кь  четыреугольнику  съ  четырьмя  неравный! 
сторонами.  Это  же  самое  значеше  имело  оно  у  Грековъ  (см. 
34-е  определен1е  въ  I  книге  Евклида)  н  до  сихъ  поръ  сохра- 
нило его  у  англ1йскихъ  геометровъ.  *')    То  же  значевае  мы 


^')  Вь  ваетоящее  врекя  во  #ранц1н  ежово  шрапвтн  лриагается  ксвлюча- 
тедьно  жъ  четнреугоинику,  у  жотораго  хг1  сторош  параиепнн,  а  хруг1я 
жЛ  не  параиельнн.  9то  новое  вначеше  оно  получию  около  середнлш  нро- 
шехшаго  стол^т1я;  до  т^хъ  же  поръ  употребшось  въ  томъ  же  смнел;^  жавъ 
у  Евкднха. 

Ворочемъ  и  прежде  въ  равочиня,  а  даже  весьма  отдаленвня,  еоохя  оно 
получало  по  временамъ  это  же  особое  вначеше;  тажъ  въ  174  предложешж 
7-й  жннтп  Математмчесжаго  Собрани  Паппа  слово  ето  отвоснтсж  веобходяно 
жъ  четнреутольиижу  съ  двумя  параллельншп  я  съ  двумя  другими  жажммж  нн- 
будь  сторонами;  въ  жомментарВ  Евтощя  на  49-е  иредложеше  Ьй  жнмгм  нонп- 
чеежихъ  с^ченШ  Аполлошя  оно  хмФетъ  тоже  еначеше.  Въ  новяе  вйжа  мм  на* 
ходимъ  это  же  8начев1е,  формально  внраженное  въ  сочинен1н  Репсегг  ^51е• 
теп^а  ЛоеМлае  Ле  Ы/гсиШ  еоеШНЬив,  !п — б*.  1560,  т^  мн  читаехъ:  Оыае 
99Г0  пап  пароХХпХбтрацма  мм!,  ам<  ^и«8  каЬеп^  Ипеав  аедыаНШ'  Дм1о»Ш 
Ы  тра1гё21а  т4П8и1ае;  аи^  пМаа  ртотли»  ратаНиЬи  Утеав  ЬаЬеМ^    ^  тра* 

Римляне  называли  четнреугольннжъ  съ  двумя  параллельншп  сторовамж 
штяа,  или  тепви1а.  Стевинъ  наэнвалъ  его  Ьтске^  потому  что  эта  фигура,  по 
его  словамъ,  спорте  похожа  на  топоръ,  ч^мъ  на  столъ.  (Оешге»  тюМт^ 
Н^ез  де  81еу1п,  р.  873). 


даемъ  ему  и  въ  предложешяхъ  Брамегупты.  Но  чтобы  эти 
предложепая  яжЬлл  смыслъ,  необходимо  допустить,  что  въ 
трапецги  дхагонали  перес1(каются  подъ  прямымъ  угдомъ. 
Только  въ  двухъ  предложешяхъ  такое  ограничевхе  не  пред- 
ставляется необходимнмъ;  но  и  тутъ  есть  иоводъ  предпо- 
лагать, что  оно  11одра8у:^гЬвалось  Брамегуптой.  Это  первое 
услов1е  при  построеши  трапещи  не  одно  должно  было  соб- 
людаться инд'Ьйскпмъ  авторомъ.  Мы  увнали  кром'6  того,  что 
трапещя  эта  должна  вписываться  въ  кругъ.  Ни  одно  ивъ 
этихъ  требован1й  не  указано  ни  въ  тексте  Брамегупты,  ни 
въ  прим'Ьчатяхъ  толкователя  ДПатурведы.  Слово  трапещя 
употреблено  у  Баскары  только  два  раза  и  мы  зам'Ьтили,  что 
авторъ  оба  раза  прилагаетъ  его  къ  четыреугольникамъ,  по- 
етроеннымъ  особымъ  образомъ  и  им^ющихъ  д1агонали  подъ 
пршнмъ  угломъ. 

Мы  будемъ,  за  недостаткомъ  другаго  слова,  употреблять 
слово  трапефя  въ  сказанномъ  смысл^^  съ  тою  ц'Ьл1ю;  чтобы 
сохранить  краткость  выраженья,  которая  поможетъ  намъ  вы- 
кааать  отличительный  характеръ  предложен^  геометра  Ин- 
дуса. 


V' 


Ве1  навваяи  раганхъ  вкдовъ  четяреугохьннка  очень  часто  Лпяжяеы 

Пряноугооаннжъ  на8нвавш1Йся  ^  Грековъ  ^тсроц^^Л^  лолучнжъ  у  Ряиияъ 
пяваше  Шг€^д<ти$  рагН  аНега  итдюг  (см.  Бовци  и  Касс10дора).  Въ  сред- 
|1е  в1жа  Кампанъ  н  Вянцентъ  де-Бове  дали  ему  назваше  и^гадопе  1опд,  ко- 
торое оп  сохраняжъ  н  во  время  во8рождев1л  въ  сочжнетяхъ  Замберш,  Тар- 
шм  ж  др.  ВвослФдств1М  н^жоторне  авторы  вавивиш  его  оЫопд  (см.  А81еД1ш1 
9ле^^е^орше4^а  тймегаа,  ИЪ.  ХУ).  Наконецъ  во  Фр&нщя  онъ  получнжъ  ямя 
пОапди  (Мегвеппе,  ее  1а  юбгШ  Леш  веьепсеё^  р.  816),  которое  остаюсь  до 
сахь  воръ.  Въ  Аяглш  онъ  все  еще  навивается  оЫанд, 

Вввцентъ  де-Бове,  лисатехь  ХШ  вФка,  авторъ  энцивдопеднЕ  Врее^^ыт 
мвмЦ  въ  которой  съ  громаднямн  свйд^тями  со(^ано  множество  драгоц^н- 
■нхъ  д1д  мстор1И  дожументовъ,  назнвадъ  с1|тм1 -^  ромбъ  Грежовъ;  етЯе 
Нта  ромбомдъ,  ил  параххеюграммъ;  и  еИт^па^^а—ье^  неправижьнвя  че- 
тяреугоАиикм,  т.  е.  трапещи  Грежовъ. 

1инванъ,  пиеатеп  того  же  времени,  жоторому  Европа  обязана  первнмъ 
креводомъ  Евклда,  сд^яанннмъ  имъ  съ  арабсжато  тежста^  навмважъ  ромбъ — 
^1тш1^ш;  иараллелограммъ  —  штШа  ЪеТтиауп;  ш  трапецио  Евжхида  —  М- 
^^'епрке.  Эти  назватя  употребяялссь  въ  ввожу  возрождешя;  ихъ  можно  най- 
п  п  вражтнчесжой  геометр]и  Брадвардива  в  въ  со1Ввев1яхъ  Лужв  Бурго  и 
Т»ртиеа. 
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Значен1е,  данное  нами  слову  трапещя,  съ  услов1еш>,  что 
эта  фигура  должна  быть  способна  вяиснваться  въ  кру?  ъ,  узе 
продаетъ  смыслъ  многимъ  предложешамъ,  но  еще  не  вс'1мъ; 
во  мпогихъ  другихъ,  хотя  и  не  относящихся  къ  транещи, 
необходимо  также  допустить,  что  р4чь  идетъ  о  четнреуголь- 
ник'Ь,  вписываемомъ  въ  кругъ.  Въ  нихъ  говорится  о  четн- 
реугольникЬ  съ  двумя  равными  противоположными  сторона- 
ми, или  даже  съ  тремя  равными  сторонами. 

Этихъ  первыхъ  предположен^  достаточно,  чтобы  выпол- 
нить построеше  фигуръ,  къ  которымъ  относятся  предполо- 
жешя  Брамегупты;  но  этого  еще  недостаточно;  нужно  еще 
пополнить  то,  о  чемъ  авторъ  умалчиваетъ,  и  открыть  г1 
свойства,  которыми  должны  были  обладать  построенныя  та- 
кимъ  образомъ  фигуры,  свойства,  который  и  составляли  на- 
стрящ1й  предметъ  сочинен1я.  Тотъ  же  вопросъ  представляется 
и  относительно  предложешй  о  треугольнике,  въ  которыхъ 
услов1я  построен1Я  означены  вполн'Ь^  но  также  ничего  не 
говорится  о  свойствахъ,  которыя  должна  им^ть  эта  фигура. 

Представимъ  теперь  сводъ  предложен^,  найденныхъ  нанв 
въ  сочиненш  Брамегупты.  Т^мъ  изъ  нихъ,  изложен1е  кото- 
рыхъ неполно  и  непонятно^  дадимъ  тотъ  смыслъ  и  толкова- 
те,  о  которыхъ  мы  только  что  говорили.  Мы  распред^имъ 
веб  предположешя  по  группамъ,  не  соблюдая  того  порядка, 
въ  которомъ  они  расположены  въ  индМскомъ  сочивенш; 
этотъ  порядокъ  можно  возстаиоввть  при  помощи  указанннхъ 
нами  нумеровъ  параграфовъ. 

1^  Четыре  предложен1Я  о  треугодьник'6: 
Первое:  квадратъ  гипотенузы  въ  прямоугольномъ  треуголь- 
ник']^; §  24. 

Второе:  епособъ  вычисден1я  перпендикуляра  въ  функщи 
сторонъ;   §  22. 

Третье:  площадь  треугольника  въ  функщи  трехъ  сторонъ 
§21. 

Четвертое:  выражен1е  дааметра  круга,  описаннаго  около 
треугольника;  §  27. 
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Изъ  этихъ  предложошй  два  первыя,  по  крайней  ы^р'Ь,  сл4* 
дуеть  разсматривать^  какъ  леммы,  полезных  виосл^дствш. 

2*  Три  предлояен1я  о  иостроеши  треугольника,  въ  кото- 
ромъ  стороны  и  перпендикуляръ,  а  сл'^^довательно  также  пло-* 
щадь  и  Д1аметръ  описаннаго  круга,  суть  числа  рац10нальныя: 

Первое:  прямоугольный  треугольникъ;  §  35. 

Второе:  равнобедренный  треугольникъ;  §  33. 

Третье:  косоугольный  треугольникъ;  §  34. 

3*  Девять  предложешй  о  тетрагон'Ь,  вписываемомъ  въ 
кру1'Ъ: 

Первое:  площадь  четыреугольнпка  въ  функщи  четырехъ 
сторовъ;  §  21. 

Второе:  выражеше  его  Д1агоналей;  §  28. 

Третье:  способъ  вычислять  Д1аметръ  описаннаго  круга  въ 
функщи  сторонъ;  особое  выражеше  этого  дхаметра  для  тра- 
птт  (тетрагона  съ  дхагоналями  подъ  прямымъ  угломъ);  §  26. 

Четвертое:  особое  выраженхе  дхагоналн  и  перпендикуля- 
ра для  вписаннаго  тетрагона,  им'бющаго  равные  бока;  «§  23. 

Пятое:  способъ  вычислять  отр'Ьзки^  образуемые  другъ  на 
другЬ  даагоналями  и  перпендикулярами  вписаннаго  тетрагона 
съ  равными  боками;  §  25. 

Шестое:  способъ  вычислять  перпендикуляры  и  отрезви, 
образуемые  ими  на  основаши,  для  вписанной  трапещи;  §  29. 

Седьмое:  способъ  вычислять  для  того  же  четиреугольника 
отрезки  на  даагоналяхъ,  образуемые  ихъ  точкою  перес^чешя; 
§§  30  и  31. 

Восьмое:  способъ  вепислять  перпендикуляръ,  проведенный 
в^  точки  пересЪчен1я  дхагоналей  на  сторону^  и  продолже- 
пе  его  до  другой  стороны;  §§  30  и  31. 

Х^мтое:  способъ  вычислять  отр'бзки^  образуемые  перпен* 
шулярами  на  даагоналяхъ  и  сторонахъ  и  противоположными 
сторонами  одна  на  другой;  §  32. 

4*  Четыре  нредложендя  ,о  построети  четыреугольяика, 
кпвсиваемаго  въ  кругъ,  котораго  стороны,  д1агонали,  пер- 
^вдикуляры,  отрезки,   образуемые  этими   литями  другъ  ни 
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друг'Ь,  площадь  и  радаусъ  опасанйаго  круга,  были  бы  чпаа- 
ки  ращональными: 
Первое:  построеше  прямоугольника;  §  35. 

Второе:  построеше  четыреугольнвка,  въ  которонъ  дв*! 
противоположныя  стороны  равны;  §  36. 

Третье:  построеше  четыреугольника,  им'Ьющаго  три  рав- 
ныя  стороны;  §  37. 

Четвертое:  построеше  четыреугольника  съ  четырьмя  не- 
равными сторонами;  §  38.  Построенный  четыреугольникъ  есть 
трапещя,  т.-е.  дхагоиали  его  наклонены  подъ  прямымъ  у- 
гломъ. 

Таковы,  согласно  съ  принатымъ  нами  толковашемъ,  пред- 
ложен1я,  8аключающ1яся  въ  восемнадцати  параграфахъ  сочи- 
вешя  Брамегупты  и  относящ1яся,  какъ  намъ  казалось,  къ 
теорш  четыреугольника  вписываемаго  въ  кругъ  и  разр']^шаю- 
пця  вопросъ  о  построен1и  такого  четыреугольника,  въ  ко- 
торомъ  всЬ  части  были  бы  ращональны. 

Слово  кругъ  встр^Ьчается  только  въ  двухъ  предложен1яхЪу 
въ  §  26  и  27,  гд-к  требуется  найти  рад1усъ  круга  описан- 
наго  около  треугольника  и  четыреугольника;  слово  же  />а- 
щональиыи  не  произнесено  нвгд'Ё.  Четыреугольникъ  опре- 
д&[яется  выражешемъ  длины  его  сторонъ  и  при  этомъ  не- 
чего не  говорится  ни  о  другнхъ  услов1яхъ  построенк,  кото- 
рыя  по  нашему  предполошешю  состоять  въ  требованхи  впи- 
снван1я  въ  кругъ,  ни  о  свойствахъ»  которыми  долженъ  отли- 
чаться построенный  четыреугольникъ  и  которые  должны  со- 
стоять въ  томъ,  что  вс'Ь  части  его  должны  выражаться  чи- 
слами ращональными. 

5^  Пять  предложенШ,  сл']^дующихъ  посл'Ь  этихъ  восемнад- 
цати параграфовъ,  не  относятся  къ  теорш  вписаннаго  че- 
тыреугольника. 

Первое  относится  къ  прямоугольному  треугольнику.  При 
совершенно  иномъ  нзложеши  предложеше  это  приводЕтся  къ 
сл-Ьдующему;  Найти  на  продолженги  обгьихь  сторонъ  пря- 
маго  угла  въ  прямоугомиомъ   треугольнингь   точку,    сумма 
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разстоянгй  которой  отъ  двухъ  копцовъ    гипотенузи  ровня- 
лось  бы  сумм$ь  сшороиъ  прямаго  угла;  §  39. 
Четыре  сл'Ьдуюпця  предложенхя  относятся  къ  кругу; 

Первое:  Вараясеше  окружности  н  площади  круга  въ  фун- 
кцш  дааметра.  Пусть  будетъ  В  дааметръ  и  Л— рад1усъ. 

«Въ  практик*  берутъ  окружность=32),  площадь  =:ЗВ*. 

«Чтобы  им'Ёть  настояпця  величины  (Ше  пеаЬ  ьаЫез)  надобно 

взять   окружность  =  у/ 101)*   и  площадь   =\/105*));  §  40. 

Второе:  «Въ  круг4  1®  полухорда  равна  квадратному  кор- 

ф  нюизъ  произведешя  отр'1зковъ  перпендикулярнаго  Д1аметра; 

2^  квадратъ  хорды,  деленный  научетверенный  любой  отр^вокъ, 

сложенный  съ  этинъ  же  отр']&зкомъ,  равняется  Д1аметру.1>  §  41 . 

Мсньппй  изъ  отр^зковъ  Брамегупта  называетъ  стр1ьлкой 
{[ИсЬе^  агтого). 

Еогда  два  круга  пересекаются,  то  они  им^ютъ  общую 
хорду;  прямая,  состоящая  изъ  двухъ  стр']&локъ,  соотв']^тству- 
ющихъ  въ  двухъ  кругахъ  этой  хорд*,  называется  виргьзкомъ 
(Рёготпу 

Третье:  «Стрелка  равна  полуразности  дааметра  и  квадрат- 
наго  корня  изъ  разности  квадратовъ  Д1аметра  и  хорды. 

Вычитая  выр'бзокъ  изъ  двухъ  д1аметровъ,  умножая  остатки 
на  выр^вокъ  и  д'Ьля  на  сумму  этихъ  остатковъ,  получимъ  дв'Ь 
стрелки.»  §  42. 

Четвертое:  Это  предложеше  то  же  что  вторая  часЧ'ь  §  41. 

Вс^  эти  двадцать  три  предложенхя  составляютъ  отд-Ьлъ  IV. 

Отд&гь  V  носитъ  названхе  ЕхсаьаЫопз.  Зд-Ьсь  дается  .из- 
хЁреше  призмы  и  пирамиды  и  способъ  для  приблизительна- 
го  изм^решя  на  практик^^  неправильныхъ  т'^^лъ. 

Въ  отд^лахъ  VI,  VП  и  VШ,  подъ  заглав1ями  8{аск$у  8аго 
I  МаипЛз  о(  дгагп,  авторъ  даетъ  правила  для  приблизитель- 
наго  изм^ренк  груды  кирпичещ  кусковъ  дерева  и  кучи  зе- 
речи 

Отд'Ьль  IX  носитъ  заглав1е:  Измгьренге  посредствомъ  то- 
мена. 

Вши  Ш.  Отд.  II.  5 
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Авторъ  разсматриваетъ  свечку,  пок'Ьщенную  на  вертикал- 
ной  подставк'Ь,  и  гномонъ,  располагаемый  также  вертика»* 
но,  и  р'^^шаетъ  два  сд^дуюпце  вопроса: 

Р  Зная  высоту  свтьчкщ  высоту  гномона  и  ра^стотк 
меоюду  ихъ  основангями^  найти  длину  т1ьни,  бросаемой  гмо- 
мономъ;  §  53. 

2^  Найти  высоту  свгьчки,  зная  ттьни,  бросаемый  гномо- 
н&мъ  въ  двухъ  различныхъ  полооюенгяхг;  §  54. 

Вотъ  всЬ  преддогешЯу  составляющ1я  геометрическую  часть 
сочинешя  Брамегупты. 

'  Прежде  нежели  перейдемъ  къ  разбору  сочияен1Я  Баскары» 
сд^лаемъ  по  нескольку  занЪчан1й  на  маог1я  изъ  этихъ  пред- 
ложешй. 

Правило  для  построен1я  прямоугольнаго  треугольника  въ 
ращональныхъ  числахъ  алгебраически  вырази1'ся  такъ: 

Пусть  а  будетъ  сторона  треугольника  и  Ъ  какое-нибудь 
количество;  другая  сторона  будетъ: 

к\гг  —  ^  )>  ^  гипотенуза  л" ( ^г  -*-  о  )  • 
Это  правило  основывается  на  тождестве: 

Въ  изложеши  Брамегупты  не  произнесено  слово  раг^гональ- 
ный,  но  мы  встр^чаемъ  его  въ  этомъ  же  самомъ  правиле  въ 
§  38  его  алгебры,  гд*!  правило  названо  такъ:  Правило  для 
построенгя  прямоуюльнаго  треугольника  въ  числахъ  рацг- 
ональныхъ. 

Баскара  въ  геометрическомъ  отд'блЪ  Лилавати^  §  140,  да- 
етъ  тоже  самое  предложеше  и  прибавляетъ,  что  стороны  бу- 
дуть  раг^юнальны. 

Это  правило,  какъ  мы  видимъ^  есть  обобщеше  двухъ  пра- 
вилъ  построен1я  прямоугольнаго  треугольника  въ  ц^Ыххь  чн- 
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шхъ  по  данной  стороне,  вцраженной  четнымъ  или  нечет- 
нню  числои^з  правилъ,  которыя  Проклъ^  въ  комментарт  къ 
оорот  седьмому  предложенгю  первой  книги  Евклида^  прййи- 
свваетъ  Пиеагору  й  Платону. 

Эти  два  правила  греческнхъ  геометровъ  выражаются  фор- 
худдми: 

Еоторня  получаются   изъ  форв1улы  Брамегупты  при  Ь=:  1  я 
6=2. 

Формуле  Брамегупты  можно  дать  такой  видъ: 

{а'  н-  &*)*  =  (а»  —  Ъ'У  -н  4а  V. 

Въ  этомъ  вид^  формула  очень  часто  употреблялась  новы- 
ми геометрами  и  служила  основанхемъ  ихъ  способовъ  для  р4- 
шешя  неопред§ленныхъ  уравненШ  второй  степени.  Браме- 
мегупта  пользовался  ею  Для  построетя  равнобедреннаго  тре- 
утольняЕа,  въ  которомъ  с1*ороны  й  перпендикуляръ  должны 
бить  числами  ращональными.  Вотъ  правило: 

Пусть  а  и  Ь  будутъ  два  камя-нибудь  числа\  тогда  (а*-нЬ') 
будетъ  еыраженге  двухъ  равныхъ  сторонъ  треугольника^ 
2(а* — 6*)  будетъ  основапге  и  2аЬ --перпендикуляръ;  §  33. 

Изъ  алгебраическаго  правила  .  Брамегупты  въ  §  34  видно, 
что  для  составлен1я  косоугольнаго  треугольника,  котораго 
стороны  м  перпендикуляръ  выражаются  ращональными  числа- 
т,  овъ  строитъ  въ  ращональныхъ  числахъ  два  прямоуголь- 
вне  треугольника,  им^юпце  общую  сторону.  Общая  сторона 


**)  Во8]^у  яо1Ь8ужсь  1>акхе  .этхмв  двумя  фо^улаяи  во  2*Д  \т^  своей 
Геоветрш,  лрнаявн^тъ'  вторую  Жгъ  шА±ъ  Арштаёу* 

5* 
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служить  перпендик7ляро]гь  косоугольноку  треугольнику,  со- 
ставленному изъ  другихъ  сторонъ. 

Мног1е  новые   геометры   решали   этотъ   вопросъ    такинъ 
же  образомъ  (см.  комментархн  Баше-де-Мезирхака  къ  У1  бни- 
г^   ОцезИопев.  агИкшеНсае  Д1офанта   и   ЗесОопез    ЬггдШа 
'    тгзсеИапеае  Шутена,  стр.  429). 

Мы  зам'Ьтили,  что  два  предложешя  о  равнобедренномъ  и 
косоугольномъ  треугольнике  прилагаются  къ  построенш  впи- 
саннаго  въ  кругъ  тетрагона  съ  двума  и  тремя  равными  сто- 
ронами^ которое  дано  Брамегуптой  въ  §§  36  и  37. 

Формула 

(а*  -«-  Ъ'У  —  {а*  —  ЪУ-^  4а^Ь^ 

служившая  у  Брамегупты  для  построетя  въ  ращональныхъ 
чисоГахъ  прямоугольнаго  треугольника  по  данной  стороне, 
можетъ  служить  также  и  въ  томъ  случа'6^  когда  дана  гипо- 
тенуза; въ  самомъ  дЪл^  пусть  гипотенуза  будетъ  с;  сд^лаемг 

с* 
въ  формул*  6  =  1  и  помножимъ  об4  части  на  ^-5 — 74*5^0- 

(а'-»-1)* 

лучимъ 

1__А^'^    _с*(а*— 1)*. 


(а*-н1)«        {а'-^1) 


<    у 


откуда  видно,   что  дв-Ь  стороны  треугольника  будутъ   пред- 
ставляться формами 

2ас        с(а*-^  1) 
и  -  ^ 


а*ч-1        а*-|-1     ' 

гд4  а  —  число  произвольное. 

Э^у  формулу  далъ  Баскара.  Бя  н^тъ  въ  сочинеши  Браме- 
гупты^ потому  что  она  безполезна  при  р^пхети  вопроса  о 
вйисанномъ  четыреугольник*!,  къ  которому  относятся  вс^ 
предложен1я  его. 

Только  "въ  §§  26  и  27  Брамегупта  упоминаетъ  о  круг^, 
описанномъ  около  фигуры.  Подобное  услов1е.  не  овначено  ня 
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п  одномъ  изъ  остальньтхъ  предложешй,  относящихся  по  на- 
шему мн^нш  къ  четьфеугольнику,  вписанному  въ  кругь. 

Въ  §  27,  гд-Ь  дается  способъ  вычислять  дхаметръ  круга, 
описаннаго  около  треугольника,  выражено  изв^^стное  пред- 
южеше:  «произведете  двухъ  сторонъ  треугольника,  д']&лен- 
ное  на  перпендикуляръ,  опущенный  на  третью  сторону,  ра- 
вно Д1аметру  описаннаго  круга.»- 

Способъ  вычислять  д1аметръ  круга,  описаннаго  около  те- 
трагона, тотъже  самый;  для  этого  разсматривается  треуголь- 
никъ,  составленный  изъ  двухъ  прилежащихъ  сторонъ  и  Д1- 
агонали.  Выражеше  даагонадей  дано  въ  §  28. 

Въ  тетрагон']^  съ  прямоугольными  д1агоналдмн  дгаметръ 
равенъ  квадратному  корню  изъ  суммы  квадратовъ  двухъ 
противоположныхъ  сторонъ. 

Предложеше  это  основывается  на  извЪстномъ  свойств']^ 
хордъ,  перес^кащихся  въ  круг^  подъ  прямымъ  угломъ:  сум- 
ма квадратовъ  четырехъ  отргьзковъ,  образуемыхъ  на  двухъ 
хордахъ  точкою  ихъ  пересгьченгЯу  равна  квадрату  дгаметра 
Щьа.  Это  есть  XI  предложеше  въ  книг^  Архимеда,  назы- 
вающейся аЛеммы». 

§  21,  въ  которомъ  даются  площади  треугольника  и  четы- 
реугольника  въ  функщи  сторонъ,  заслуживаетъ  по  нашему 
хн^^нш  особеннаго  вниман1Я»  преимущественно  со  стороны 
тЪхъ  лицъ,  который  интересуются  открыт1емъ  историчесгшхъ 
документовъ,  представляющихъ  собою  летописи  науки. 

Этотъ  параграфъ  состоитъ  изъ  двухъ  частей,  изъ  которыхъ 
первая,  какъ  намъ  кажется,  допускаетъ  два  различный  истол- 
кован1я.  Бели  ее  перевести  буквально,  то  она  представляетъ 
въ  н^которомъ  род*  отрицательное  предложеше;  въ  ней  го- 
ворится, что  н'Ёкоторое  правило  для  вычислешя  площадей 
треугольника  и  тетрагона^  не  в'Ьрно.  Но,  сд'Ьлавъ  небольшое 
изм4нен1е  въ  текст-Ь,  ыы  получасиъ  точное  правило  для  вы- 
чнслешя  шрапецги,  играющей  въ  сочинеши  Брамегупты  глав- 
ную роль. 

Вотъ  первое  толкован1е: 


1 
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1^  Произведете  полусуммъ  прошивоположныхъ  сторонъ 
даетъ  не  точную  площадь  треугольника  и  тетрагона. 

2^  Полусумма  сторонъ  написана  четыре  раза;  ип  нея 
послтьдоват^льно  вычитаемъ  стороны;  составляемъ  прог^зве- 
денге  остатковъ;  квадратный  корень  изъ  этого  произведе- 
нгя  есть  точная  площадь  фигуры  *'). 

Хотя   зд{{сь   вовсе   не  упоминается  о  условш^  что  тетра- 
гонъ  долакенъ  вписываться  въ  кругь,  но  нельзя  сомневаться, 
что  во  второй  части  предложев1я  говорится  именно  о  такой 
фигуре;  и  д'Ьйствительво,  это   есть  ни  что  иное  кавъ  изящ- 
ное правило,  служащее  для  вычпслен1я  площади  вписаннаго 
тетрагона  въ  функщи  четнрехъ  сторонъ.   Въ  этомъ  правиле 
заключается  также  и  правидо  для  треугольника.  Достаточно 
предположить,  что  одна   изъ  сторонъ  тетрагона  обращается 
въ  нуль.  Также  понималъ  это  и  Шатурведа,  который  въ  очень 
короткой  зам'Ьтк^  говоритъ,  что  въ  случа*!  треугольника  изъ 
трехъ  написанныхъ  полусуммъ  надобно  вычесть  соотвЪтсвен- 
но  три  стороны,  а  четвертую  полусумму  оставить  такъ,  какъ 
она  есть. 

Эта  формула  площади  треугольника  въ  функщи  сторонъ 
была  замечена  геометрами,  писавшими  о  сочиненш  Браме- 
гупты^  и  считалась  въ  немъ  предложешемъ  самымъ  э&м^ча- 
тельнымъ;  но  никто  еще,  сколько  мн'Ь  известно,  не  упомн- 
налъ  о  формуле  площади  четыреугольника.  Между  тбжь  вта 
формула  во  вс^хъ  отношен1яхъ  важнее  предыдущей:  она  н« 
только  общ^е  ея,  труднее  доказывается^  предполагаетъ  бо- 
л^е  познанШ  въ  геометр1и  и,  однимъ  словом'Ь^  не  только  им^- 
етъ  бол']&е  научнаго  значешя,  но  даже,  какъ  кажется^  вполне 
принадлежитъ  автору  Индусу;  ея  н^тъ  ни  въ  одномъ  взъ  гре- 


*')  Вотъ  текстъ  Кольбрука,  аоторнй  необходимо  нм^ть  передъ  пазаШу  чтобъ 
судить  о  двухъ  то1хован1яхъ,  которая  втотъ  техстъу  по  нашему  мн^яио,  до- 
пускаетъ:  ТНе  ртойиег  о(  Ы1(  Пье  Шее  апЛ  €€ип1^Мез  %8  Иле  дгозв  тг€л 
о^  а  %г%апд1е  апЛ  иЬгадопе.  На1(  ^  зиш  о(  1Ке  Ме8  вН  Лоит  ^оыг  Нте$, 
апЛ  8еVе^а^у  Шиепей  Ъу  ИНе  вьЛев,  Ъечпд  1мИНрИе4  Ьоде1Кег^  1Ле  8^и<же  —  гоо1 
0^  ЬНе  р^О€^ис^  й  ЬКе  ехас1  агеа. 
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^ескнхъ  сотанешй,  чего  нельзя  сказать  о  формул'Ь  треуголь- 
ника, какъ  мы  увидимъ  дто  ниже. 

Перейдемъ  къ  первой  части  занинающаго  насъ  предло- 
жены, въ  которой  признается  несправедливымъ,  д'Ьйствнтель- 
но  неверное,  правило  для  вычислен1Я  площади  треугольника 
н  какого  нибудь  тетрагона  въ  функц1и  сторонъ. 

Шатурведа,  въ  примЪчашв,  дЬлаетъ  восемь  числоьыхъ  при-* 
ложенИк  этого  правила^  именно;  къ  тремъ  треугольникамъ, — 
равностороннему,  равнобедренному  и  косоугольному;  потомъ 
къ  квадрату^  прямоугольнику,  къ  тетрагону  съ  двумя  парал- 
дельннми  основащями  и  двумя  равными  боками,  къ  тетраго- 
ну съ.  двумя  параллельными  оснобан1ями  и  тремя  равными 
сторонами  и  наконецъ  къ  трапещи. 

Для  треугольника   онъ   составляетъ  полусумму  двухъ  сто- 
ровъ  и  помножаетъ  ее  на  половину  основан1я.  Онъ  находитъ, 
«о  олощадь  всегда  получается  не  точно.  Это  такъ  и  должно 
бнть^  потому  что   полусумма  двухъ  сторонъ  никогда  не  мо^ 
жетъ  быть  равна  перпендикуляру. 

Для  тетрагона  онъ  помножаетъ  полусумму  двухъ  боковъ 
иа  полусумму  двухъ  основашй  и  говорить^  что  произведенхе 
есть  точная  площадь  въ  случай  квадрата  и  прямоугольника, 
но  неточная  въ  трехъ  другихъ  случаягь. 

Этотъ  способъ  вычислен1я  площади  тетрагона  употреблял- 
ся в  считался  точнымъ  у  римскихъ  землем^ровъ.  М?^^.^^- 
Дпъ  его  въ  сборнике  подъ  заглавгемъ;  Мег  адгаггае  аитЬгез 
Щщие  ьаггае  **),  и  даже  въ  геометрхи  Боэщя  (книга  П;  Ле 
г}т11ШЛе  тиЬггса). 

Правило  для  треугольника,  по  крайней  м^Р'б  равнобедрен^ 
наго,  встречается  также  у  ОгошаИсг  Вотстг.  И  то  и  дру- 
гое правило  употреблялись  также,  какъ  вФрныя,  у  насъ  въ 
средше  в-^^ка.  Мы  находимъ  ихъ  въ  сочинен1яхъ  Беда  между 
его  арвеметическими  вопросами  аЛ  асиепЛов  зиюепев  *';,  ко- 

"*)  Ста  И^йеЫг  Осени  Дпм«.  1674,  ^п—4:'';  сх.  стр.  313. 

^  Увн$гаЫИ$  ВфЯае  ор9га;  4  тоха  ш  Го1.  Со1о^е,  1612;  1  I,  столбхда  104 
>  100.  Ве  еатро  дгиикгапдшТо;  четнреукшнхЕъ  юсйеть  "мцовавхв,  раввое  34, 
^отпоооюхная  сторона  равна  32  н  два  бона  равны  30  х  32;  мощадь  его 


<■-■  - 
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торыя  разсматривались  какъ  зачатокъ  известной  книги  Весте- 
аИопз  тЫкётаИдиез  ^'),  и  который  аббатъ  8(.  Етегап  при- 
пвсывалъ  знаменитому  Алкуину,  учителю  и  другу  Барла  Ве- 
лякаго- 

Не  проникли  ли  эти  два  правила,  свид']^тельствуюаця, 
что  и  для  насъ  существова^по  время  нев^^хества,  въ  Индш, 
ТА^  геометры,  д'^^йствительно  достойные  этого  имени,  при- 
знали ихъ  ложными?  и  не  назначалось  ли  предложете  Бра- 
мегупты  для  того,  чтобы  зам'Ьнить  этотъ  невежественный 
практически  пр1емъ  правиломъ  вполне  точннмъ  и  геоме- 
трическимъ? 

По  ирвйяЫ  м'Ьр'Ь  совершенное  тождество  этихъ  правилъ 
у  западныхъ  народовъ  съ  т'Ёми^  который  признаны  ложными 
авторомъ  Индусомъ,  подтверждаетъ,  кажется,  ихъ  общее  про* 
исхождеше.  Потому  что  заблужденхе  не  то,  что  истина. 
Истина  въ  геометр1и  есть  законъ  общ]й,  она  единственна, 
она  принадлежитъ  всЬмъ  временамъ,  вс'Ьыъ  умамъ,  способ- 
нымъ  ее  понять;  и  присутств1е  ея  во  многихъ  м'Ёстахъ,  у 
многихъ  народовъ,  не  есть  доказательство  сообщешй  между 
ними.  Другое  д'Ьло  — заблуждеше;  его  формы  не  им4ютъ  за- 
коновъ;  оп'Ь  различны,  неисчислимы;  и  совпадете  въ  этомъ 
случа*  указываетъ  на  общее  происхождеше. 

Это  обстоятельство  представляетъ,*можетъ  быть,  некото- 
рый интересъ,  какъ  исторпчесйй  фактъ,  свидетельств ующй 
о  научныхъ  сообщен1яхъ  въ  отдаленныя  огь  насъ  времена  и 


ф^Х^у 


31  X  33  =  1023. 


^е  сатро  ^ггапдиТо;  треугольникъ  их^етъ  бедра  равный  30  н  основяше  рав- 
ное 18;  площадь  его  будетъ 

?0±10Х^|-.30Х9       270. 

Эти  ложння  правила  прилагаются  еще  разъ    въ  вопросахъ  подъ  заглав1емъ 
Х)в  сгЫаЬе  диаЛгапдиЫ;  Ве  с^V^^а^€  ЬгьапдиЫ, 

*•)  Моп1ис1а;  Н%в1о1ге  Лев  та^Нёта^гдиез,  Ь.  I,  р.  40в 
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притомъ  доказивающ1й  великое  превосходство  Индусовъ  того 
времени  передъ  ихъ  современниками  на  западе. 

Воть  теперь  второе  истолковаше  предложетя. 

Въ  вашемъ  второмъ  способ'6  изъяснен1я  предложешя  мы 
изм^няемъ  н'Ькоторыя  слова  текста  и  переводимъ  ихъ  сл%- 
дующинъ  образомъ: 

Р  Въ  трапецги  площадь  равна  полусуммгь  произведенгй 
противоположныосъ  сшоронъ. 

2"  Для  треугольника  и  тетрагона  пишемъ  полусумму 
сшорочб  четыре  раза^  вычитаемъ  послгьдовательно  стороны; 
составляемъ  произведете  остатковъ;  квадратный  корень 
|ш  дтою  произведенгя  будетъ  площадь  фигуры  *'). 

Зд-Ьсъ  опять,  конечно,  р'Ьчь  идетъ  о  трапещи  и  о  тетра- 
гон-Ь  вписнваемомъ  въ  кругъ. 

Чтобы  получить  это  изложен1е,  достаточно  уничтожить  сло- 
во неточная  (дтозз),  заменить  слово  тетрагонъ  словомъ 
трапег^гя  и  перенести  слово  треугольникъ  во  вторую  фра- 
зу, прибавляя  тамъ  еще  слово  тетрагонъ.  Вторая  фраза  со- 
храняетъ  прежнее  значеше^  первая  же  получаетъ  ясный  смыслъ 
и  становится  довольно  красивыиъ  предложешемъ,  которое, 
иожетъ  быть,  не  было  еще  замечено.  Доказательство  его  лег- 
ко, потому  что  Д1агонали  наклонены  подъ  прямыш.  угломъ 
и  потому  очевидно,  что  площадь  трапещи  равна  половин* 
дроизведешя  ихъ  одной  на  другую.  Но  произведете  это,  на 
основанш  теоремы  Итоломея  о  вписанномъ  четыреугольник*, 
теоремы,  которою  Брат^егуптп  очевидтто  пользовался  въ  П1)ед- 
ложетии  §  28*''),    расио    сумм'Ь  проп^зссдеиШ  противополож- 


*')  Вотъ  каково  иогло  бы  быть  изложен1е,  соответствующее  этому  толкова- 
Н1ю;  чятателк  увидятъ,  как1я  легия  измЬненхя  достаточно  сделать  въ  аигл1&- 
«омъ  тексгЬ,  чтобы  его  получить:  На1^  {Не  зиш  о(  1Ы  ргос1ис^8  о(  1Не  зШз 
«*<?  соиЫегМез  ьз  ИНе  агеа  о(  а  1гарег%ит,  1п  а  1Напд1е  апЛ  ЬеЬгад<те 
^(  Ле  вит  о/*  Ше  Мез  зеЬ  йоит  (опт  НтеЗу  апд.  зепегаНу  Хеззепей  Ьу  {Не 
^Иез,  Ъегпд  тиШриес^  ^оде^Не^  {Не  здиаге — ^оо^  о(  {Не  ргойис%  гз  ^Не  агеа. 

*•)  Мн  не  хотннъ  сказать  этимъ,  что  Брамегупта  заимствовалъ  эту  теоре- 
*Т  язь  Альмагеста  Птоломея;  но  только,  что  онъ  зналъ  се  и  пользовался  ею 
^'  лолучешя  вырахен1я  д1асоналей  вписаннаго  четнреугольника,  которое  да- 
иа  имъ  въ  §  28. 
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выхъ  сторонъ.    Следовательно   половина   этой  суммы   есть 
площадь  трапещи. 

До  сихъ  поръ  изъ  §  21  была  замечена  только  та  часть, 
которая  относится  къ  площади  треугольника  въ  функщи  трехъ 
сторонъ,  но  не  было  обращено  внимашя  ни  на  формулу  пло- 
щади четыреугольника,  вписаннаго  въ  кругъ,  которая  во  ъс^тл 
отношешяхъ  заслуживаетъ  предпочтете  передъ  предыдущей, 
ни  на  предложен1е,  въ  которомъ  объявляются  неточными  пра- 
вила, одинаковый  съ  употреблявшимися  у  Римлянъ  и  у  за- 
падныхъ  народовъ  въ  средте  в^ка. 

Формула  площади  треугольника   въ  сочинеши  Брамегупты 
обратила  на  себя^т^мъ  бол^е  внимашя,  что  вообще   не  по- 
лагали, чтобы  она  была  известна  въ  древности,  въ  особен- 
ности у  Грековъ.  Монтукла,   который  сначала  приписывалъ 
ее  Тарталеа,  возвелъ  въ  посл^дствш  ея  происхождеше  не 
далЪе   Герона  младшаго,   писателя   УП-го   стол^тгя.  Точно 
также  Деламбръ  въ  предисловш  къ  ШаШге  Ле  Газбгопошге 
аи  тоуеп  Аде^  говоря  о  сочинеши  Брамегупты,  нашелъвоз- 
можнымъ  сделать,  въ  интересе  Грековъ,   только    одно   воз- 
ражеше  противъ  этой  формулы  инд^йскаго  геометра;  имен- 
но! ^^  ^^^  весьма  любопытная  теорема  только  въ  незна- 
чительной степени  'полезна  для  астрономги.  Но  мы  должны 
заметить  зд']^сь,  что  теорема  эта  была  известна  въА^1ексаи- 
дрШской  школФ,  хотя  это  и  не  было  зам^Ьчено.  Она  доказана 
въ  сочинеши  ло  геодезш  Герона   старшаго    (за  два  в'Ька  до 
христ1анскаго   л^тосчислешя)  подъ  заглав1емъ  Диттръ^  или 
Уровень;  сочинеше  это  л'Ьтъ  двадцать   тому  назадъ   переве- 
дено въ  истор1и  оптики  **)  Вентури  изъ  Болоньи  подъ  загла- 
В1емъ   и  ТгадиагЛо.   Эту  же  теорему,   безъ   доказательства^ 
Вентури  нашелъ  еще   въ  одномъ  отрывке  по  геометрш   да- 
тинскаго  автора,  который,  по  его  мн'Ьтю,  существовалъ  рань- 
ше Боэщя.  Мы  вид^^ли  ее  также   въ  рукописи  XI  стол%т1Я, 


**)  Сйттепбап  шорга  1а  в^опа  е  1е  Н&пе  А€1ГоШеаш  Ве1овпа}    1814, 
р.  77—147. 
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вринаддежащей  библотек'Ь  города  Шартра.  Тамъ  она  вхо- 
дить въ  трактата  о  изм^ретв  фигуръ^  который^  какъ  мы  ду- 
маемъ,  есть  тотъ  самый,  о  которомъ  упоминаетъ  Вентури;  по 
нашему  мн^шю  его  можно  бы  приписать  Фронтину.  Такимъ 
образомъ  первенство  въ  открыли  формулы  площади  тре- 
угольника не  можетъ  принадлежать  БрамегуптЬ.  Но  этоть 
геометръ  можетъ  уступить  его^  нисколько  не  теряя  уважешя^ 
заслуженнаго,  благодаря  этому  обстоятельству,  его  сочине- 
шеиъ;  потому  что  у  него  мы  находимъ  гораздо  бол^е  важ- 
ную формулу  площади  вписаннаго  четыреугольннка  въ  фун- 
хщи  сторонъ,  которая  принадлежнтъ  ему  неоспоримо,  такъ 
какъ  она  не  была  найдена  ни  въ  одномъ  изъ  бол^е  древнихъ 
соч]шен1й. 

До  сихъ  поръ  думали,  что  она  принадлежнтъ  новымъ  гео- 
нетрамъ.  Снеллхй,  въ  комментар!^  на  первое  предложеше 
книги  Ве  ргоЫетаИЬиз  шгзсеиапегз  Лудольфа  Фонъ-Цейле- 
на/*)  приводить  ее,  какъ  свою  собственную.  Но  мы  им^емъ 
причины  думать,  что  она  была  найдена  несколькими  годами 
ран^е  ").  Геометрическое  доказательство  ея  не  лишено  труд- 
ности, даже  по  мн^шю  самого  Эйлера,  который  предложилъ 
свое  доказательство  въ  Петербургскихъ  мемуарахъ  ^%  нахо- 
дя слишкомъ  запутанными  два  доказательства,  данный  Фи- 
дшпомъ  Ноде  прежде  этого  въ  Берлинскихъ  мемуарахъ  *') 


">  Ожававъ,  что  прежде  вячнсжаютъ  шощадн  двухъ  треугольннковъ,  жвъ  ко- 
торвж»  состонтъ  четнреугожьнжхъ,  Снеддй  прибавяяетъ:  0%мпи>  орего9%ог 
^  Наее  Vи^да^а  ай  ^ям>е9Нд<тЛст  агеат  9»а,  <а«^  дгаНм  попит  Ъое  ио- 
'^пт  ИкюгешикЫоп  ЬеттЛо  1ееит  /иШгит  8р$гашт. 

**)  ПреторШ,  въ  оочннешж  о  четнреуго^ьник^  впнсаннохъ  въ  хруп,  кото- 
рое относктся  жъ  1598  ^оду  к  о  которомъ  мн  скажемъ  ниже,  говорить,  что 
еце  прежде  жскадн  уже  даакетръ  круга^  опнсаннаго  окодо  четнреугод&нжка 
п  фушщ|ж  сторонъ  н  площ(лдь  четнреугодьннка. 

")  ШЫ  сомтеп^гм,  %.  I,  1747  и  1748.  Уапав  Летопв^аНапез  деотеЬпае 
еАкалжппеекое  докаватедьство  етой  формудн  не  трудно;  во  т^;  которые  нска- 
л  геонетрнческато  докаватедьства  ея,  встр^тндн  весьма  бодьопя  затруднешяЛ 

Въ  Петербургскпхъ  NоVа  аеЬа^  1.  X,  1792,  находится  другое  ^  дохазатедь- 
стю  Фусса.  ^ 

*')  МллсМ^ша  Вфгои9ШЛ9%а  1.  Ш,  1723. 
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Предложеше  это  встречается  въ  немвогихъ  еочинен1яхБ,  хо* 
тя  въ  ХУ1  вЪк^  и  позднее  занимадись  нер1(дко  вписаннымъ 
четыреугольниконъ,  какъ  мы  это  увидимъ  ниже. 

Что  касается  до  формулы  площади  треугольника,  то  ин 
встр'Ьчаемъ  ее  вездЪ,  у  вс^хъ  народовъ  и  во  вс^  времена. 
Она  была  изв'Ьстна  Арабамъ  и  отъ  нихъ  то  перешло  первое 
доказательство  ея,  изв-Ьстное  въ  Европе.  Ее  находимъ  мы  въ 
сочинеьш  по  геометрхи  трехъ  сыновей  Муза  Бенъ-Шакера,  пе- 
ревод енномъсъ  арабскаго  на  латинск1й2подъ  заглавхемъ:  УегЫ 
Щшит  Моузг  /Шг  ВсЫкег,  МаЫтеИ,  ДатеИ^  На^еп  '*). 
ЗдЪсь  она  доказана  геометрическимъ  способомъ  и  иначс^  ч%мъ 
у  Герона  Александргйскаго;  это  заётавляетъ  насъ  предпола- 
гать, что  Арабы  получили  ее  отъ  Инд'Ьйцевъ;  т4мъ  бол^е,  что 
три  сына  Муза-Бенъ-Шакера  въ  своемъ  сочинеши  говорятъ, 
что  эта  формула  употреблялась  безъ  доказательства  многими 
писателями;  кром'Ь  того  изв'бстно,  что  эти  три  знаменитые 
геометра  заимствовали  часть  своихъ  математическихъ  знашй 
изъ  йнд']^йскихъ  сочинен1й.  '')  Либри  зам^тилъ  туже  форму- 
лу въ  геометрическомъ  трактат*]^  Еврея  Савосарды,  написан* 
номъ  около  ХП  в-Ька.  ")  Дал'Ье  она  встр-Ьчается  въ  Цракти- 
ческой  Геомешрт  Леонарда  изъ  Пизы  и  доказана  зд^сь  по 
способу  трехъ  братьевъ  Арабовъ .  Кажется,  что  ее  же  нашли, 
съ  такимъ  же  доказательствомъ,  въ  сочинеши  Хордана  Немо- 
рар1я,  жившаго  несколько  лЬтъ  позднее  Леонарда.  Въ  эпоху 
возрожден1я    эта   формула  является  почти  во  всЬхъ  сочине- 


**)  Сочинете  это  существуетъ  только  въ  рукописи.  Въ  иарижскоЙ  коро- 
жевскьй  биба1отеБ']^  есть  одянъ  экземпляръ  его,  присоехивенвнй  къ  больше- 
му числу  другихъ  иатересвыхъ  ученыхъ  сочинев1й  переведенинхъ  съ  араб- 
скаго и  собранныхъ  цодъ  заглавхеиъ  МаЬЬетаЫса*  (&арр1ётеп1  1а111ц  в®  49, 
]П — {(Л,  См.  КиШге  йез  8е%епсе$  ^плЫгётаИдие»  еп  ИаНе^  (1е  М.  ЫЬп^  1.  I,  р. 
2в6).  Въ  Базельской  аЕадем1и  есть  еще  рукопись  подъ  8аглав1енъ:  ЫЬет 
1ггиш  (таЬгит  Ле  ОеотеЬпа. 

'*)  Сааггг,  В%Ы%о1Неса  Лг  аЫсо 'Нгврапа  Е8сиг%а1еп8%9^  е1с. 
„МоНсттеЛ  Ьт  Миза  1п€1огит  гп  ргаес1ап88%т*8  ^пVепН$  тдетиш  е^  оси- 
теп  08^епЛ^^".  (Т.  I,  р.  427).  Бъ  оглавленш  сочивешя  чнтаеиъ  еще:  ХЛЬгчт 
агИз   ХодЫгсае  а  ЮьаЬа  1пйо  еЛНит  ехоташЬ.  (МоНаттеЛ  Ьеп  Миза). 

**;  Н.Ыо1ге  д,С8  зЫепсез  таЬкстаЫдиез  еп  1Шге,  р.  160. 
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Н1ягь  ПО  геоиетр1?«  Рейшъ  даль  её  въ  1486  году  въ  Магдог 
вил,  $кг1а8орЫса    Есть  много  причинъ    думать^  что  онъ  за- 
Еметвовалъ   ее   у   латинскаго  писателя,  о  которомъ  мы  го- 
ворили выше.    Потомъ  находимъ   ее,  съ   доказате^ьствомъ 
Леонарда,  въ   сочинеши   Луки   Бурго:  8итта   АгШшеИса^ 
в9оте1гга,  е<с.  {ВЫтсНо  рггта,  саргШит  осЬтит.  Г.  12)  и 
въ  третьей  части  сочиненк  Тарталеа:  Ве  питеггз  е(  шепзиггз. 
Еардакь   напечаталъ    ее    безъ  доказательства    въ:    РгасЫса 
агИктеИса  ")^  и  Орошцй   Фине   въ  своей  геометр1и,  кн.  П/ 
гл.  4.  Рамусъ,  въ  8сЬо1ае  таЬЪетаЫсае  приводитъ  доказа- 
тельство  Хордана  и   Тарталеа^  критикуя  ихъ  способъ  изло- 
хен1я  формулы   и   упрекая  ихъ  за  выражеше,  что  площадь 
треугольника  есть  квадратный  корень   пзъ  произведешя  че- 
тнрехъ.  лиши,  —  влфажеше,  неупотребительное  въ  геометрш 
Грековъ,  потому  что  геометрическое  значеше  им^етъ  произ- 
ведете  двухъ   и  трехъ,  но  не  четырёхъ,  ллшй.    Снелл1й  въ 
]1рим%чан1яхъ  къ   сочиненкмъ  Лудольфа   Фанъ-Цейлена  '^), 
воспроизводя  эту  критику  Рамуса,  излагаетъ  правило  соглас- 
но съ   способомъ  выражен1я  Грековъ  и  говорить,  что  пло- 
щадь треугольника  равна  площади  прямоугольника>  одна  сто- 
рона котораго  есть  средняя   пропорщональная  между  двумя 
И8ъ  четырегь  множителей,  входйцихъ  въ  алгебраическое  вы- 
ражешОу  а  другая  —  средняя  пропорщональная  между  двумя 
другими  множителями.    Деталь  (ШШе!  ОесЬа1е8)  слЪдовалъ 
также  строго  геометрическому  стилю  Грековъ  *'). 

Формула,  о  которой  мы  говоримъ,  встречается  во  множе- 
стве другихъ  сочинетй,  который  было  бы  безполезно  при- 
водить зд^сь.  Почти  во  вс^хъ  употребляется  доказательство 
Луки  Бурго,  которое  есть  ничто  иное,  какъ  доказатель- 
ство Арабовъ,  перенесенное  къ  намъ  Фибонаки.  Впрочемъ 
въ  некоторыхъ   доказазательства  иныя;  какъ  наприм^ръ   у 


**)  Сар..  03.  Х)в  тетлшНш  вирег^^лЫвпт;  аН.  ГУ. 
*^  Ве  /^д%^^а^ит  ^^ап8тШтЫоле  ей  еееНопе;  РгдЫета  35,  р.  78. 
**)  Сшпм  таИНётаЫсие,  1690,   ш~161.   1.  I,  2Нд<тотеМа€   ПЬег  йегНыв, 
ргор.  X. 
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Ньютона  *^),  Эйлера  *'),  Босковиш  *')•  Простота,  отличаю- 
щая эти  послфднк  доказательства,  яжЬеть  причиною  знав1е 
а  рггагг  той  формулы,  геохетрнчесвое  внражеше  которой 
требуется  найти.  Доказательства  же  Герона  и  Арабовъ  им^- 
ютъ  то  преимущество,  что  они  естественны  и  носятъ  на  себ& 
печать  изобр^тешя.  Но,  по  всей  вероятности,  открыпеэтой 
формулы  первоначально  сд'Ьлаио  было  путемъ  алгебраичес- 
химъ,  при  помощи  выражен1Я  перпендикуляра;  это  должно 
быть  въ  особенности  справедливо  относительно  ИндЪйцевъ, 
потому  что  такой  родъ  доказательства  совершенно  въ  дух1 
ихъ  математическигь  изсл'Ьдован1й,  основывавшихся  на  сое* 
динен1и  алгебры  съ  геометрхею* 

'  Оканчивая  наши  8амФчаа1Я  по  поводу  этой  формулы,  ска- 
жемъ  еще  несколько  словъ  о  трегь  числахъ  13,  14  и.  15, 
который  употреблепы  были  Инд-Ьйцами  для  числоваго  при- 
мера. Числа  эти  весьма  замечательны  т^мъ^  что  они  какъ 
бы  неразрывно  связаны  съ  формулой.  Это  числа  встр^чаю- 
Щ1ЯСЯ  не  только  у  Инд^йцезъ  въ  разныя  эпохи,  отдаленння 
одна  отъ  другой  на  несколько  стол^пй,  но  также  у  Герона 
Алекеандр1йскаго,  у  Герона  младшаго  *^),  у  трегь  братьевъ 
Арабовъ:  Мохамнеда,  Гамета  и  Газена;  у  Леонарда  изгь  Пи- 
зы, у  Хордана,  Луки  Бурго,  Георпя  Валла  *%  у  Тарталеа  и 
почти  у  всЬхъ  писателей,  употреблявшигь  эту  формулу.  От- 
рывокъ  латинской  геометр1и, ,  о  котором^  мы  горорйлм  выше, 


*^)  ЛпОтШдил  итеегвеИе;  I,  I,  ргоЫёше  11. 

*<)  ПетербургбК1е  N0^%  Сдптт^а^и;  Ь.  I,  1747  ж  1748. 

**)  Орфга  еЬс.  ^.  У,  орте.  14. 

*^  Сх.  его  Трактатъ  о  ГеодеНи,  рукопись  находящаяся  въ  ворояевсжой 
бнблохек^  подъ  п®  2013. 

Баро11кн  яздалъ  переводъ  (съ  комяентар1яю1)  Трактата  е  Геоде811Г  Героях 
ялирвмо  я  б'о  княгя  о  воеаяихъ  хашяяахъ  яодъ  8аг1ав1ехъ}  Лаптй  «е- 
сНатЫ  1(Ьег  Ле  МаеШлв  ЪеШЫа,  паепап  ЫЬег  <гв6^во<2аета;т-4%Уе11е(ш, 
1572.  Но  рукопись,  которою  онъ  пояьзоваяся,  не  полна  и  форхужя  шпщадя 
треугольника  въ  ней  н^тъ. 

•*)  ОшагдН  УаПае  ПаИтШл  1ЛН  (ЯйНзё.  1)€  ез/^рёНпЛи  И  ^Ц%Ылл 
гёЫи  ориа,  в1с.  2  то!.  Уепбе.  1661,  ИЬ.  МТ,  аОетОггйё  %  <Яф.  ТЙ,  !>•• 
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и  МагдагИа  ркИозорЫса  суть,  можетъ  быть,  едянственныя 
сочинешя,  въ  которыхъ  не  входятъ  эти  числа,  потому  что  для 
числоваго  вриложетя  формулы  въ  влть  взять  прямоугольный 
треугольникъ;  но  и  въ  этихъ  сочинешяхъ  т&ке  три  числа 
употребляются  въ  другомъ  м'Ь€п4,  именно  при  вычвслен1я. пло- 
щади треугольника  посредствомъ  длины  перпендикуляра.  Въ 
той  же  задаче  опять  встр'бчаемъ  эти  три  числа  въ  алгебр'Ь 
Могахмеда  Бенъ  Муза  *')  (одного  изъ  трехъ  братьевъ  Ара- 
бовъ). 

Для  историка  интересно  то  обстоятельство,  что  повсюду 
встречается  употреблеше  формулы,  о  которой  идетъ  р:1&чь,  и 
въ  особенности  т'Ьхъ  же  трехъ  чиселъ  13^  14  и  15^  которые 
находимъ  въ  самыхъ  древнихъ  сочинев1яхъ  и  у  вс^хъ  наро** 
довъ:  у  Грековъ,  почти  отъ  самаго  начала  до  упадка  АлеХ"* 
савдр1йской  школы;  у  Инд'Ьйцевъ,  Римлянъ,  Арабовъ,  и^  со- 
вреиени  возрожденья,  во  вс^^хъ  стран|^хъ  Европы,  гд4Ь  толь- 
ко  распространялись  науки. 

Повсеместное  употребленхе  этихъ  трехъ  чиселъ  повидимо- 
му  укаанваетъ  на  ихъ  общее  происхожден!^.  Такова  била 
сначала  м  наша  мысль,  и  вш  смотр-бли  на  эти  три  числа» 
какъ  на  счастливое  обстоятельство,  которое  могло  бы  бро- 
сить свЪтъ  на  характеръ  и  равм']&ры  научныхъ  сношешй  меж- 
ду Иидаею  и  Грещею  въ  отдаленный  отъ  насъ  времена.  Но 
мы  скоро  уб'Ьдились,  что,  по  всей  вероятности,  числа  эти 
не  представляютъ^  какъ  мы  надеялись  прежде,  такого  исто- 
ричеекаго  носаб1Я.  Действительно,  длячисловаго  прияожешя 
при  внчислеши  площади  треугольника  посредствомъ  выше-^ 
упомянутой  формулы,  или  посредствомъ  перпендикуляра^  есте^ 
ственнее  всего  искать  так1я  три  числа,,  при  которыхъ  пло- 
щадь, а  следовательно  и  перпендикуляръ,  выражались  бк  въ 
ращональныхъ  числахъ,  Решеше  подобнаго  вопроса  не  пред- 
ставляетъ  затрудненШ.  Оно  приводится  къ  построешю  въ 
ращональншсъ   числахъ  двухъ   прямоугольныхъ   треугольни. 
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ковъ^  их^юпщхъ  общую  сторону.  Именно  такъ  поступадъ  и 
Брамегупта,  каЕъ  мы  сказали  это  по  поводу"  его  §  34.  Сл^Б- 
дуетъ  также  аамАтнть,  что  способъ  построеяк  прямоуго^а>- 
наго  треугольника  въ  числахъ  ращональныхъ  и  ц'ЬлБаъ  быль 
изв^стенъ  Грекамъ  и  Римлянамъ,  которые  пользовались  для 
этого  двумя  формулами,  изъ  которыгь  одна  найдена  была 
Пиеагоромъ,  а  другая  Архитасомъ,  или  Платономъ. 

Изъ  всЬхъ  паръ  прямоугольныхъ  треугольниковъ,  выражен- 
ныхъ  въ  ц^лыхъ  ращональныхъ  таслахъ  и  им^ющихъ  общую 
сторону,  сл'&дуетъ  конечно  щ^едночесть  ту,  для  которой  эти 
числа  самыя  малыя;  таковы  именно  два  треугольника,  им^ю- 
пц^  стороны  5,  12^  13  и  9,  12,  1^. 

Помещая  эти  треугольники  такъ^  чтобы  равный  стороны 
совпадали,  а  дв§  друг1я  стороры  прямаго  угла  лежали  одна 
на  продолжеши  другой,,  мы  и  получимъ  косоугольный  тре- 
угольникъ,  основаше  котораго  есть  14,  а  дв%  друг1Я  сто- 
роны 13  и  15.  Такимъ  образомъ  различные  геометры,  каж- 
дый съ  своей  стороны^  могли  придти  кь  треугольнику,  вы- 
ражаемому числами  13,  14  и  15.  Впрочемъ  мы  должны  ска- 
зать^ что  изъ  т^хъ  же  двухъ  прямоугольныхъ  треугольник 
ковъ  можно  составить  треугольникъ  болЫ  простой.  Для  это- 
го надобно  стороны  9  и  5  наложить  одна  на  другую,  тогда 
получимъ  треугольникъ,  основаше  котораго  будетъ  4  и  сто- 
роны 13  и  15;  онъ  будетъ  им-бть,  какъ  и  первый^  высоту 
равную  12.  Но  это  треугольникъ  тупоугольный;  перпенди- 
куляръ  его  падаетъ  вн'Ь  основан1я;  и,  хотя  такой  случай  мо- 
жетъ  представляться  столь-же  часто  какъ  случай  остроуголь- 
наго  треугольника,  но  его  обыкновенно  считаютъ  мея^е 
удобнымъ  для  прим']^а.  Поэтому  естественно  внбираютъ  тре- 
угольникъ со  сторонами   13^  14  и  15. 

Эти  соображен1я  показываютъ,  что,  если  Инд']^йцы  употре- 
бляли Д.1Я  приложен1Я  формулы  площади  треугольника  тЬже 
три  числа  13,  14  и  15,  какъ  и  Геронъ  старшхй,  то  изъ  это- 
го еще  не  сл'Ьдуетъ  заключать,  что  они  3|р1имствовали  эту 
формулу  у  АлександрШскаго  геометра.  Но  ^если  бы  они  и 
получили  ее  оттуда,  права  Брамегупты  на  зваше  искуснаго 
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геометра  нисколько  бы  отъ  этого  не  пострадали,  такъ  какъ 
въ  его  сочинен!»  встр^чаемъ  гораздо  бол^е  важную  форму- 
лу ц  бол^е  трудные  вопросы,  которыхъ  не  находимъ  и  сл*- 
да  у  Греков  [»« 

Въ  §  28  сочинешя  Брамегупты  даются  выражен1я  д1аго- 
налей  четыре;  тельника,  вписаннаго  въ  кругъ,  въ  функщи' 
сторонъ.  Это  формулы  изв^стныя.  Съ  помопцю  пхъ  р^Бшает- 
ся  задача  о  построент  уешыреугольника^  епособнаго  впи- 
сываться въ  круп,  по  даниымъ  четыремь  сторонамъ.  Та- 
Бимъ  образомъ  инд^йскШ  геометръ  зналъ  р'Ьптсн1е  этой  ва- 
дачи.  Обстоятельство  это  не  лишено  значен1я,  потому  что, 
когда  этЪВ  задачей  начали  заниматься  новые  геометры,  то 
она  некоторое  время  считалась  знаменитой  и  не  всЬмъ  уда- 
лось р'Ьшить  ее. 

Въ  прим'Ьчашяхъ  нашихъ  къ  §  38,  составляющему  продол- 
геше  этой  же  задачи,  мы  предложимъ  кратк1й  перечень  гео- 
хетровъ,  занимавшихся  ею. 

Чтобы  не  слшпЕОмъ  увеличивать  разм']Ьры  настоящаго  Прц- 
]гЬчашя,  мы  опустимъ  гвжктка,,  къ  которымъ  могли  бы  дать 
поводъ  пред.10жетя  §§  23,  25,  29^  30^  31  и  32.  Скажемъ 
только,  что  вторая  часть  §§  30,  31,  представляетъ  довольно 
замечательное  предложете.  Брамегупта  показы ваетъ,  какъ 
жожно  вычислить  перпендикуларъ,  опущенный  изъ  точки  пе- 
ресЬчешя  двухъ  дхагоналей  шр<тецт  на  ея  основанхе,  и  да- 
еть  (не  указывая  способа  вычислен1я)  выражеше  продолжен  1я 
этого  перпендикуляра  до  верхняго  основашя.  Изъ  этого  вы- 
раген1я  мы  непосредственно  заключаемъ,  что* перпендику- 
ляръ  проходишь  чрезъ  средину  верхняго  основангя.  Предло- 
хеше  это  доказать  не  трудно,  но  на  него  сл-Ьдуотъ  обратить 
вннмаше  въ  сочинеши  Брамегупты.  Оно  обнаруживаетЪ;  что 
•^д^сь  рфчь  идетъ  о  четыреугольник'Ь^  удовлетворяющемъ  двумъ 
условилмъ:  опъ  долженъ  именно  вписываться  въ  кругъ  и  им'Ьть 
Шгонали  подъ  прямымъ  угломъ. 

Приведемъ  теперь  четыре  предложешя,  заключающ1яся  въ 
^  35,  36,  37  и  38,  съ  помопцю  которыхъ,  по  нашему  мн*- 
Вез.  ^  Отд.  п.  1 
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тю,  р'Ьтаается  вопросъ  о  построети  четыреугольника,  впп- 
сываемаго  въ  кругъ  и  ин'Ьющаго  вс^  части  ращопальныя. 

§  35.  Сторона  берется  произвольное  квадрашъ  ея  Ыьлит- 
ся  на  какое  нибудь  количество;  изъ  частнаго  вичитаетпся 
это  же  количество;  половина  остатка  есть  катетъ  пря- 
моугольника; если  къ  этому  прибавимъ  то  же  количество^ 
то  получим7>  дгагоиаль. 

Такъ,  если  а  будетъ  сторона  прямоугольника  и  Ъ  коли- 
ч  ество '  произвольное,  то 


Щ  -) 


будетъ  катетъ,  а 


Кг-')*Ч(г'-0 


—  д1агональ.  Действительно 

На  основанхи  того,  что  мн  уже  сказали  объ  этой  формул^^ 
въ  прим'Ьнети  ея  къ  построешю  прямоугольнаго  треуголь- 
ника, нельзя  сомневаться,  что  зд^сь  р-Ьчь  идетъ  о  повтрое- 
Н1И  прямоугольника,  котораго  д1агонали,  также  какъ  и  сто- 
роны, выражались  бы  въ  числахъ  рацхональныхъ. 

Площадь  прямоугольника  будетъ  также  рацхональна,  точ- 
но также  какъ  и  Д1аметръ  круга,  описаннаго  около  пряноу- 
гольниш,  потому  что  зд^сь  дхаметръ  равенъ  дхагоналякгь. 

§  36.  Пусть  д'шгонали  прямоугольника  будутъ  боками 
тетрагона;  квадратъ  стороны  прямоугольника  дгьлимъ  на 
произвольное  количество  и  частное  вычитаемъ  изъ  этохо 
количества;  половгта  остатка,  увеличенная  катетомъ  71ря' 
моугольникоу  будетъ  основанге,  а,  уменьшенная  катетомъ, 
будетъ  верхнее  основанге  (сога  и81ия,  верхъ)  тетрагона. 

Означимъ  черезъ  а  т  Ъ  сторону  и  катетъ  прямоугольни- 
ка и  черезъ   с  произвольное  количество.  Если  бока  тетра- 
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гона  равны   дхагоналамъ  прямоугольника,   то  основанхе  его 

будетъ 

К'~0"^'   а  верхъ1(с-^)~Ь. 

§  37.  Въ  шетртонгь^  им1ьющемъ  три  равныя  стороны^ 
каждая  изъ  трехъ  равныхъ  сшоронъ  равна  квадрату  дгаго- 
нали  прямоугольника.  Четвертую  сторону  найдемъ,  вычи^ 
тая  квадратъ  катета  изъ  утроеннаго  квадрата  стороны 
прямоугольника. 

Если  эта  четвертая  сторона  есть  наибольшая,  то  она 
будетъ  оснооанге  тетрагона^  если  же  наименьшая^  то  бу- 
детъ верхнее  основанге 

Положнмъ,  что  а  есть  сторона  и  Ъ  катетъ  прямоуголь- 
ника; а^ч-Ь^  будетъ  квадратъ  его  д1агонали.  Мы  предпола- 
гаемъ,  что  прямоугольникъ  составленъ  по  правилу  §  35, 
такъ  что  его  дтгональ.  у^-^5*  есть  число  ращональное. 

Для  величины  трехъ  равныхъ  сторонъ  тетрагона  надобно 
взять  (а*-1-6*)  и  тогда  (За* — 6')  будетъ  выражете  четвер- 
той стороны. 

§  38.  Стороны   и  катеты    двухъ  прямоугольныхъ  треу-  , 
гольниковЪу  помноженные  въ  обратномъ  порядкгь  на  гипоте- 
ну^м,  суть  четыре  неравныя  стороны  трапецги.  Наиболь- 
шая сторона  есть  ея  основанге^  наименьшая — верхъ^  а  двгь 
остальныя — бока. 

Пусть  а,  й,  с  будутъ  сторона,  катетъ  и  гипотенуза  пер- 
ваго  треугольника;  а',  Ь',  с' —  сторона,  катетъ  и  гипотенуза 
втораго  треугольника  *•).  Четыре  стороны  трапецш  будутъ 
ас*,  Ь&у  а'Су  Ъ'с. 

Порядокъ,  въ  которомъ  будутъ  расположены  эти  сторо- 
ны, укаванъ  авторомъ,  такъ  какъ  наибольшая  и  наимень- 
шая изъ  нихъ  должны  быть  основан1ями^  а  ць^  средшя  бо- 
ками трапец1и. 


{ 


**)  Дал'Ье   хв  будемъ  называть  эти  два  треугольника  образующими 
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Предложен1Я,  заключающ1яся  въ  этихъ  четырехъ  парагра- 
фахъ,  очевидно  неполны,  потону  что  въ  нихъ  даются  тодь- 
ко  особыя  построешя  четырехъ  сторонъ  тетрагона.  Но,  съ 
одной  стороны,  этихъ  сторонъ  недостаточно  для  построе- 
шя тетрагона,  за  исключешемъ  перваго  параграфа,  гд']^  го- 
ворится о  прямоуголъник'Ь;  съ  другой  стороны,  еслибн  те- 
трагонъ  и  былъ  построенъ,  то  ничего  не  сказано  о  его 
свойствахъ,  Боторыя  и  должны  составлять  главный  пред- 
метъ  этихъ  предложешй.  Поэтому  должно  думать,  что  дан- 
ное Брамегуптой  построете  сторонъ  относится  къ  вопро- 
су, который  первоначально  указанъ  былъ  въ  заглав1и  сочи- 
нешя,  но  потомъ  исчезъ  въ  н^которыхъ  рукописныхъ  спи- 
скахъ.  Необходимо  было  догадаться,  въ  чемъ  заключался 
этотъ  вопросъ;  безъ  этого  нельзя  было  ни  понять,  ни  оц^Ь- 
нить  сочинен1я  Брамегупты.  Толкователь  Шатурведа,  пред- 
Л0ЖИВШ1Й  числовое  приложеше  этихъ  четырехъ  предложе- 
шй, кажется,  совершенно  не  зналъ  назначешя  ихъ;  онъ  не 
сообщаетъ  намъ  никакихъ  данныхъ,  никакихъ  указашй  по 
этому  предмету. 

Но,  зам'Ьтивъ,  что  въ  большинстве  предложешй,  о  кото- 
рыхъ  мы  говорили,  р'Ьчь  идетъ  о  тетрагон*]^,  вписанноиъ 
въ  кругъ,  мы  прежде  всего  подумали,  что  тоже  должно  ска- 
зать и  о  посл'Ьднихъ  четырехъ  предложетяхъ.  Зат^мъ,  такъ 
какъ  первое  изъ  этихъ  предложешй,  будучи  выражено  ал- 
гебраически, представляетъ  формулу  построешя  прямоу- 
гольника съ  рац1ональными  сторонами  и  дхагоналями  и 
такъ  какъ  оно  въ  сочинеши  сл'Ьдуетъ  за  двумя  теоремамн 
несомн'Ьнно  относящимися  къ  подобному  же  вопросу,  имен- 
но къ  постросшю  треугольника,  котораго  перпендикуляры, 
а  сл'Ьдовательно  площадь  и  Д1аметръ  описаннаго  круга,  выра- 
жались бы  въ  числахъ  ращональныхъ,— то  мы  естественно 
пришли  къ  предположешю,  что  Брамегупта  р^шаетъ  подоб- 
ный же  вопросъ  для  вписаннаго  тетрагона. 

И  дМствительно,  составляя  тетрагонъ,  вписанный  въ  кругь, 
изъ  четырехъ  сторонъ,  выражен1я  воторыхъ  даны  въ  ках- 
домъ  изъ  четырехъ  предложешй,   и  прилагая  къ  этой  фигу 
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р%  разлрчння  находащ1яся  въ  другихъ  параграфахъ  фор- 
му:ш  для  вычислешя  площади  тетрагона,  его  дхагоналей, 
перпендикуляровъ,  д1анетра  описаннаго  круга  и  •отр'Ьзковъ 
мехду  различными  лишями, — мы  заметили,  что  веб  эти 
формулы  даютъ  выраженая  радцональныя.  Отсюда  должно 
было  заключить,  что  это  и  составляетъ  предметъ  четырехъ 
предложешй  Брамегудты. 

Предложеы1е  §  38  даетъ  поводъ    ко  многнмъ  зам'бчашямъ. 

Четыре  стороны  тетрагона  выражены  произведешями  ас\ 
Ьс',  а'с  и  Ь'с.  У  автора  предписанъ  порядокъ,  въ  которомъ 
он^  должны  быть  разм'Ьщены:  дв'Ь  первыя  должны  быть 
сторонами  противолежащими.  Изъ  этого  правила  узнаемъ 
безъ  труда,  что  он'Ь  должны  происходить  отъ  умножен1я 
двухъ  катетовъ  одного  треугольника  на  гипотенузу  другаго; 
а  дв4  остальныя  отъ  умножешя  катетовъ  втораго  треуголь- 
ника на  гипотенузу  перваго.  Въ  самомъ  ^^лЬ,  сумма  ква- 
дратовъ  сторонъ  ас%  Ьс  равна  сумм*]^  квадратовъ  сторонъ 
«'с,  //с,  потому  что  и  та  и  другая  сумма  равна  с'с^.  Изъ 
этого  сл^дуетъ,  что,  если  ас'  есть  сторона  наибольшая,  то 
У  будетъ  наименьшая;  а  потому  ас'  и  Ъс\  происходящ1я 
отъ  умножешя  сторонъ  одного  треугольника  на  гипотенузу 
другаго,  будутъ  при  построеши  тетрагона  противоположны- 
хя  сторонами. 

Отсюда  заключаемъ,  что  сумма  квадратовъ  двухъ  проти- 
юположныхъ  сторонъ  равна  сумм*]^  квадратовъ  двухъ  ос- 
тальныхъ.  Если  четыреугольникъ  предполагается  вписан- 
янмъ  въ  кругъ,  то  изъ  этого  равенства  сл-Ьдуетъ,  что  дга- 
10на.ш  этого  четыре  у  юльника  наклонены  подъ  прямымъ 
гиомг.  Такимъ  образомъ  геометрически  доказано,  что  въ 
!5  38  слово  пьрапецЫ  прилагается  исключительно  къ  четы- 
реугольнику  съ  д1агоналями  подъ  прямымъ  угломъ. 

Пусть  ЛВСВ  будетъ  трапецхя;  им-Ьемъ 

АВ=ас',  ВС=а'с,  СВ^Ьо'  и  АВ=Ъ'с. 
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Формулы  §  28  даютъ  для  Д1агоналей  сл^дующхя  выраженхя: 

АС=аЬ'ч^Ъа',  ВП^аа'-^ЬЬ'. 

Площадь  трапец1ц  можно  бы 
вычислить  по  формуле  §  21; 
но  еще  проще  заметить,  что, 
такъ  какъ  д1агонали  наклоне- 
ны подъ  прямымъ  угломъ,  то 
^   площадь  равна  половине  про- 

изведешя  ихъ,  т.  е.  -  {аЬ'ч-Ьа){аа''^ЬЬ'). 

На  основанш  второй  части  §  36,  дааметръ  описаннаго 
круга  равенъ  квадратному  корню  изъ  суммы  квадратовъ 
противоположныхъ  сторонъ,  т.  е. 

Перпендикуляры  2?Д  С^",  опущенные  изъ  вершинъ  ВуС 
на  основан1е  АЛ^  вычисляются  по  правилу  §  22  изъ  треу- 
гольниковъ  АВВуАСВу  какъ  говоритъ  это  Брамегупта  вь 
§  29;  они  будутъ: 

ВЕ=-{аа-^ЬЬ%  СР=\аЬ'ч^а'). 

Отр']&зки,  образуемые  этими  перпендикулярами  на  осно- 
ванш АВ,  будутъ: 

АБ=^  {аЬ'-Ьа'),  ВЕ=-{аа'^ЬЬ'), 

С  с 

С/  с 

Отр'Ьзки,  образуемые  на  двухъ  д1агоналяхъ  точкою  иъ 
перес^чешя,  вычисляются  по  правилу  §§  30,31;  они  будутъ: 


АО=аЬ',  СО=а'Ъ,  ВО=т\  ВО=ЬЬ\ 
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Перпендикуляръ  0^  ъъ  треугольнике  АОВ^  вычисленный, 
какъ  сказано  ъъ  §§  30,  31  ,  (или  изъ  подоб1я  треугольни- 
ке въ  ЕВВ^  ^0^\  будетъ  0/= ;  его   продолженхе    0^ 

о 

до  верхняго  основан1я,  но  правилу  г^хъ  же  параграфовъ, 
равно  полусумм*  перпендикуляровъ  ВЕу  СЕ  безъ  01\  от- 
куда ОЬ=^-^'с. 

Н^тъ  надобвостн  показывать  выражешя  отр']^зковъ,  обра- 
зуемыхъ  перес*чен1емъ  дхагоналей  съ  периендикулярами  и 
съ  противоположными  сторонами;  потому  что  вс*  эти  от- 
резки въ  какомъ  угодно  четыреугольник']^  выражаются  рац1о- 
нально  въ  функц1и  сторонъ,  дгагоналей  и  перпендикуляровъ. 

Такимъ  образомъ  ъ(А  части  фигуры  будутъ  ращональны. 

Поэтому  можно  сказать^  что  предметъ  предложешя  §  38 
еостоитъ  въ  построеши  тетрагона,  вписываемаго  въ  кругъ, 
вм^ющаго  четыре  неравныя  стороны  и  въ  которомъ  ращо- 
нальны вс'Ь  выражешя,  вычисляемыя  по  правиламъ,  дан- 
нымъ  Брамегуптою  въ  его  другихъ  предложешяхъ. 

Въ  индМскомъ  сочинеши  выражешя  эти  не  вычислены. 
Этому  не  надобно  удивляться,  потому  что  Брамегупта  всегда 
ограничивается  простымъ,  по  возмозможности  краткимъ, 
нзложешемъ  своихъ  предложен1й  и  не  даетъ  ни  дока^а- 
тельствъ,  ни  подтверждешй  а  розЬеггоп. 

Мы  д^лаемъ  это  зам'1чан1е,  потому  что  Баскара  даетъ 
выражешя  д1агоналей  АС,  ВВ^  какъ  новое  предложен1е,  ко- 
торое онъ  приписываетъ  себ'Ь;  и  упрекаетъ  предшествовав- 
шихъ  ему  писателей,  въ  особенности .  Брамегупту,  за  то, 
что  они»  опустили  это  правило,  гораздо  бол^е  краткое,  по 
его  словамъ,  чЪмъ  формула  §  28. 

Величины  сторонъ  четыреугольника,  получаемый  при  по- 
нощи  предложешя  §  38,  и  величины,  найденныя  нами  для 
отр^зковъ  ОЛ,  ОВ^  ОС^  ОВу  показываготъ,  что  стороны  че- 
тнрехъ  треугольниковъ  АОВ^  ВОС^  СОВ,  ВОА,  им-Ьющихъ 
ври  О  прямой  уголъ  и  составляющихъ  четыреугольникъ, 
получаются  последовательно  отъ  умножешя  трехъ  сторонъ 
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каакдаго  изъ  образующихъ  треугольниковъ  на  стороны  дру- 
гаго.  Напрнм']^ръ,  три  стороны  треугольника  ЛОБ  суть  ас\ 
аЬ\  аа':  онЬ  происходятъ  отъ  укножешя  сторонъ  с',  Ь\  а 
втораго  образующаго  треугольника  на  сторону  а  перваго. 

И  такъ,  при  помощи  двухъ  образующихъ  треугольниковъ 
можно  не  только  определить  четыре  стороны  четыреуголь- 
никъ,  но  и  выполнить  его  построеше.  Для  этого  достаточ- 
но, какъ  мы  говорили,  построить  четыре  прямоугольные 
треугольника  ЛОВ^  ВОС,  СОВ,  ВОЛ  и  сложить  ихъ  вм*- 
ст'Ё.  Такъ  было  понято  построеше  четыреугольника  раз- 
личными толкователями,  въ  особенности  Ганезой,  въ  его 
прим'Ьчашяхъ  къ  сочинешю  Баскары;  этимъ  зам'Ьнялось  у 
нихъ  услов1е  вписываемости  въ  кругъ,  которое,  по  нашеиу 
предположенш,  должно  подразум-Ьваться  въ  сочиневш  Бра- 
мегупты.  Отсюда  понятно,,  какимъ  бразомъ  Шатурведа  могъ 
д']^лать  числовыя  приложешя  правилъ  Брамегупты,  не  знаа 
совсЬмъ  о  услов1и  вписываемости. 

Изъ  четырехъ  сторонъ  вписаннаго  въ  кругъ  четыреуголь- 
ника можно  составить  два  друпе  четыреугольника,  вписан- 
ные въ  тотъ  же  кругъ.  Такъ,  посл']&довательныя  стороны 
а,  ^,  у,  ($  четыреугольника  могутъ  быть  расположены  въ  по- 
рядке а,  р,  ^,  у  и  еще  въ  порядке  а,  у,  ^,  о.  Каждые  два  изъ 
этихъ  трехъ  четыреугольниковъ  им'Ьютъ  одну  общую  дгаго- 
наль;  такъ  что^  изъ  шести  д1агоналей,  только  три  различны 
между  собою;  остальныя  же  три  соответственно  равны 
тремъ  первымъ  *^), 

Если  прим^нинъ  это  зам^чаше  къ  фигуре  Брамегупты, 
то  два  новые  четыреугольника  не  будутъ  бол^е  мрапетя- 


*^  Эти  три  четыреугольника  ии^ютъ  одинаковую  площадь.  Ихъ  три 
неравныя  д1агонали  ии'Ьютъ  съ  идощадью  и  съ  д1аметромъ  описаанаго 
круга  сд'Ьдущее  соотношен1е:  Лрризведенге  трехъ  д%а%он(1лейу  р(1здпаен-' 
ное  на  удвоенный  дгаметръ  описаннаго  круга^  равно  1г.юшадичеты1)С' 
угомннка, 

Т1редложен1е  это  иривадлсжитъ  кажется  Альберту  Жирару,  которыб 
изложилъ  его  въ  сво8  Тригонометрьи,  Мы  не  зан'Ьтиш,  чтобы  оно  бы* 
до  воспроизведено  гд*!}  ннбудь  посл^  этого. 
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мЫу  т.  е.  д1агоналв  ихъ  не  будутъ  бол^е  подъ  прямымъ 
угломъ.  Но  он-Ь  будутъ  все  хаки  рац1ональны,  также  какъ 
веб  друпя  части  четыреугольника,  вычисленныя  нами  для 
случая  трапец1и.  Такимъ  образомъ  два  новые  четыреуголь- 
ника удовлетворяютъ  общему  вопросу,  который,  по  нашему 
1Ш'Ьн1ю,  предложенъ  былъ  авторомъ  Индусомъ;  такъ  что 
онъ  могъ  бы  включить  эти  два  четыреугольника  въ  свое 
р^шен1е. 

Существоваше  этихъ  двухъ  новыхъ  четыреугольниковъ  бы- 
ло известно  Баскар']^,  который  далъ  выражеше  для  третьей 
д1агонади;  но  онъ  совсЬпъ  не  замЪтилъ,  въ  чемъ  состоялъ 
предметъ  предложешя  Брамегупты,  т.  е.,  не  зам-^^тилъ  ни 
услов1я  вписываемости  въ  кругъ,  не  требовашя  рацюналь- 
ности  различныхъ  частей  фигуры. 

Третья  д1агональ  равна  ее.  Это  есть  ничто  иное,  какъ 
даметръ  круга,  описаннаго  около  четыреугольника.  Поэтому, 
два  противоположные  угла  четыреугольника  въ  этомъ  случа']^ 
будутъ  прямые.  Эта  особая  форма  четыреугольника  не  была 
зам'Ьчена  Баскарой  ^^),  хотя  она  и  заслуживаетъ  внимашя. 

Возьмемъ  опять  выражешя  перпендикуляра  СР  и  отр'Ьзка 


**)  Это  свойство  четнреугольни&а,  т.  е.  ]1рисутств1е  въ  немъ  двухъ 
врамнгь  угловъ,  показываетъ,  что  для  вопроса  о  построен1и  четыреу- 
гольншиц  вднсывасиаго .  въ  кругъ  п  ии'1ющаго  стороны,  площадь,  пер- 
кевдикуляры  и  Д1аметръ  круга,  выраженные  въ  ращональныхъ  числахъ, 
стществуеть  весьма  простое  р'Ьшеше,  состоящее  въ  тоиъ,  что  за  Д1аметръ 
круга  берется  какое  ннбудь  ращональное  число  и  квадратъ  этого  числа 
разлагается  двумя  различными  способами  на  два  квадрата.  Корни  этихъ 
ква^фатовъ  будутъ  сторонами  четыреугольника.  Образуемые  такимъ  об- 
разовгь  четыреугольники  будутъ  т']§же,  какъ  и  въ  способ'^  Брамегупты. 

Очевидно,  что  можно  еще  поступать  такъ:  взять  какой  нибудь  косо- 
подьный  треугольннкъ  ЛВС,  котораго  стороны  н  перпендпкуллръ  были 
^  рацдональныя  числа,  и  черезъ  дв'1^  его  вершины  Б,0возставить  пер- 
пендикуляры соответственно  къ  сторонамъ  АВ^АС.  Прямыя  эти  пере- 
с11утся  въ  точк*  2)  п  четыреугольпикъ  АВГЮ  будетъ  удовлетворять 
вопросу.  Изменяя  порадокъ  сторонъ,  получимъ  трапецт  Брамегупты. 
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СР—^иаЬ'-^аЛ ,  РВ=^-(ьЬ'-аа\ 

Дв*  лиши  СР^  РВ  суть  катеты  прямоугольнаго  треуголь- 
ника, котораго  гипотенуза  есть  С1Ь=Л)с'.  Въ  этихъ  выраже- 
шяхъ  не  входитъ  явно  количество  с\  сл'^довательно  и  сто- 
рона СД  а  только  количества  а  и  Ъ\  сумма  квадратовъ 
которыхъ  равна  квадрату  с\  или  только  лин1и  СО  =  аЬ  и 
ВО=Ь'Ьу  сумма  квадратовъ  которыхъ  равна  квадрату  СВ. 
Выражешя  эти  будутъ^  сл'Ъдовательно,  рацюнальпыми  и  тог- 
да, когда  с%  или  сторона  СВ  не  будутъ  рац10нальны.  По- 
этому, лиши  СРу  РВ  даютъ  геометрическое  р']^шеше  сле- 
дующей задачи:  разложить  данное  чгссло  (квадрать^  или 
шьть)  на  два  квадрата^  зная  одно  р^ьшенге  вопроса. 

Чтобы  рп>шить  уравненге  ж'  н-  у'  =  -4  въ  рацюнальныхь 
числахъ,  когда  извгьстна  одна  система  ргьшенгй  х\  у\  на- 
добно взять  произвольно  три  такгя  числа  а,  Ь,  с,  чтобы 
было  а'-ч-6'=с';  т^гда  искомыя  ртьшенгя  будутъ 


ау'-%-Ьх'         Ьу'- 
— :: — ?  2/= — 


ах 

XI 


Эти  формулы,  къ  которымъ  естественно  приводить  гео- 
метрическая задача  Брамегупты,  содержать  вь  себ'Ь  въ  не- 
явномъ   вид'Ь    общ1я    формулы   для   р'Ьшешя   уравнешя  '*) 


*')  Д'Ь&ствительцо,  заменяя  въ  вредложенноиъ  уравнеиш  х^-^у^-А  и 
въ  двухъ  усювныхъ  уравнен1яхъ  х'^-^у^  ^  Л,  а'+6'»-с%  переменное  а; 

черезъ  жу/С,  х'  черезъ  х'^С^я  а  черезъ  ау/С,  подучимъ: 

Сх'^^У'^А, 

отъ  т^хъ  же  подставовокъ  решен1я  хну  обратятся  въ 

ау'-^Ьх' 


х-= 


У  = 


с 
Сах'—Ьу' 
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Са?*±^=^/*,— формулы,  который  къ  великому  удивленио  евро^ 
пейскихъ  геометровъ  найдены  были  въ  алгебр'б  индЪйскаго 
автора,  между  т'1мъ  какъ  честь  открыт1я  ихъ  въ  посл^днемъ 
стол'Ьпн  принадлежитъ  великому  Эйлеру,  который  первый 
дзъ  нов']&йшихъ  геометровъ  долучилъ  ихъ. 

Инд^кйцы,  въ  своихъ  математическихъ  изслЪдовашяхъ,  поль- 
зовались совм'Ьстно  алгеброю  и  геометрхею;  алгеброю — для 
боЛе  краткаго  и  простаго  доказательства  геометрическихъ 
предло&енШ,  и  геометр1ею— для  доказательства  правилъ  ал- 


Это  и  будуть  р^шен1д  уравнев1Я 

Зам1!1имъ  теперь,  что  р1шев1Я  эти  удовютворяютъ  уравновхю,  како- 
ш  бы  ни  бьии  два  числа  С  и  Л,  которня  следовательно  можно  пред- 
ао1агать  отрицательными.  Такнмъ  образомъ  уравнен1ю  можно  дать  видъ 


I  рЬаетл  его  будуть 


Ся?Л:Л  -^« 


Я/  — 


с 


^_1^ах^  (1) 

Мы  беремъ  величину  у  съ  положительнымъ  анакомь,  потому  что  она 
подйтъ  въ  уравнен1е  только  въ  квадрате  и  сл'^&довательно  зна&ъ  ея  не 
и^еть  значешя. 

Условння  уравнен1я  между  х\  р  и  между  а,  Ь,  с 

ю&азываютЪу  что  х\у'  есть  система  р'Ьшен1&  нредложеннаго  ураввешя,  а 

-  и система  р^ешй  уравнешя 

(7ая1-ь1=у9. 
Формулы  (1),  служаиця  для  р^шешя  уравнешя 

^щлеажо  одинаковы  съ  находящимися  въ  алгебре  Брамегуитн  (отд^^ 
Ш;  стр.  364  и  п*  68  перевода  Кольбрука). 

Итажъ  ати  общ1л  формулы  легко  выводятся  изъ  простаго  геометриче- 
скаго  вопроса,  изсл^дованнаго  индМсвимъ  авторомъ. 
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гебры  и  для  иагладнаго  представлешя  результат  овъ  анализа 
посредствомъ  чертежей.  Мы  увидимъ  много  прим^ровъ  это- 
му въ  разныхъ  м'Ьстахъ  сочинешй  Баскары  и  въ  сочинешхъ 
Арабовъ,  которые   приняли   отъ  Иид'Ьйцевъ  это  сл1ян1е  ал- 
гебры съ  геометр1ею.  Весьма  возможно,  что  Индейцы  приш- 
ли къ  р'Ьшенш  неопред'Ьленныхъ  уравнешй  второй  степени 
путемъ  геометрическихъ  соображешй,  почерпнутыхъ  изъ  во- 
проса §  38,  и  что  въ  этомъ'  заключается  причина  того,  что 
въ  Трактат^ь  ариеметики  и  алгебры  Брамегупты  вставленъ 
отрывокъ,  относящШся  къ  геометрш.  Такое  мн^ше  подтверж- 
дается т'Ьмъ,  что  Арабы,  кажется,  также  занимались  неопре- 
деленными уравнен1ями  второй  степени  и  р^тык  ихъ  по- 
средствомъ геометрическихъ  соображешй;  въ  этомъ  они  бы- 
ли, по  всей   вероятности,   подражателями  индейцевъ.  Это 
кажется   можно  заключить  изъ  одного  м^ста  у  Луки  Бурго, 
который  въ  Зитша  с1е  ЛгИкшеИсау  ОеотеЫа^  е1с.  (сИзНп- 
сНо  рНша,   ЬгасЫиз  ^иа^^и8)   упоминаетъ   о  сочинешй  о 
квадратныхъ  числахъ   Леонарда  изъ  Пизы,  гд^  находилось 
р^шеше  уравнешя  х*-^1/=^А  посредствомъ  соображент  и 
фигуръ   геометрическихъ.   Формулы  Леонарда,  приводимый 
Лукою  Бурго  '°),  одинаковы  съ  т^ми,    который  мы  вывели 
изъ  геометрической  задачи  Брамегупты.  Но  Леонардъ  вынесъ 


'®)  Карданъ  говорить  также,  что  оиъ  заииствовалъ  у  Леонарда  эти  хе 
форму^ы,  пон^^щенныя  въ  его  РгасИса  АгиЬтеЫеа  (гл.  16,  вопр.  44). 
Вьетъ  первый  доказадъ  ихъ  въ  начале  1У  книги  своего  сочинев1д  ^пт^ша. 
Его  доказательство  было  аналитическое.  Спустя  венного  времени,  этавгь 
же  вопросомъ  неопред^^левнаго  анализа  занимался  Александръ  Андер- 
сонъ,  который  посредствомъ  геометрическихъ  соображешй  доказалъ  Фор- 
мулы Д1офацта,  отлнчаюпцяся  отъ  формулъ  Леонарда  изъ  Пизы  (см. 
ЕхегсИаНопит  таИНетаЫсагит  Весал  рпша.  Раг18,  1619,  1п — 4"). 

Въ  историческихъ  зам'Ьткахъ  о  неопред^^ленныхъ  уравнсн1яхъ  второй 
стеиеии  возводятъ  начало  трудовъ  новыхъ  геометровъ  только  до  Фер- 
мата. Но  прежде  Фермата,  следовало  бы  упомянуть  о  Леонарде  изъ 
Пизы,  Лук'Ь  Бурго,  Кардав'Ь  и  Вьет'6,  потому  что  они  пользовались  так- 
же чЫи  самыми  формулами,  на  которыхъ  основывается  м  изъ  цоторыхъ 
можетъ  быть  выведено  общее  р1шеше  Эйлера. 
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свои  математическ1Я  св^д'Ьтя  изъ  Аравш.  Поэтому  нго* долж- 
ны приписать  его  формулы  для  р^Ьшенхя  неопред^ленныхъ 
уравнеши  второй  степени  Арабамъ,  которые  сами  должны 
бы.1и  получить  ихъ  отъ  Инд'Ёйцевъ. 

Составивъ  опрсд']&ленное  мн'Ьше  о  воаросахъ,  составляв- 
шихъ  предметъ  §§  21 — 38  въ  сочиневйи  Брамегупты,  мы 
заинтересовались  узнать,  были  ли  т^  же  вопросы  изсл'Ьдо- 
ваны  у  новыхъ  геометровъ  и  въ  какую  эпоху;  и  нельзя  ли 
сделать  какого  нибудь  сравнешя  между  работами  инд'Ьйскихъ 
и  европейскихъ  геометровъ. 

Ботъ  что  намъ  удалось  разыскать  по  этому  предмету. 

Бенедиктъ  (^. — В.  Бепейхскиз)  р-Ьгаилъ  вопросъ  о  пост- 
роенги  четыреугольиика  вписапнаго  въ  кругъ  по  четиремъ 
'Шннымъ  сторонамъ  (см.  его  сборникъ  подъ  заглав1емъ:  Вг- 
г^гзагиш  зрееиШгопит  та^кешаИсагиш  еЬрЬутсагит  1гЬег. 
Таапш,  1585;  ш  Го!.)  •  Задача  эта  была  ему  предложена  прин- 
цемъ  Карломъ  Эмануиломъ  Савойскимъ. 

Въ  1584  году  знаменитый  1осифъ  Скалигеръ  пом'Ьстилъ 
неверное  рЪшенге  этой  задачи  въ  своемъ  сочинен1и  СусХо- 
шМса  е1етрп1а  в,ио  (Ьеуйеп,  ш  Го1.).  Если  черезъ  а,  6,  с, 
(Гозначимъ  четыре  данный  стороны,  то  изъ  его  р'Ьшешя 
впходило  бы,  что  дхаметръ  круга,  въ  которомъ  вписанъ  че- 
тыреугольникъ  съ  такими  четырьмя  сторонами,  долженъ  вы- 
ражаться черезъ  \/а'-*-й'"1-у^с*-+ч?*.  Изъ  этого  следовало  бы, 
тго  задача  допускаетъ  два  друг1я  р']&шен1Я,  въ  которыхъ  дха- 

неграми  круга  были  бы  \^а*-1-г'-»-\/'6*-+-(?*иу^а'-н(?»-ь\/Ь'-^с'. 
Такимъ  образомъ  Скалигеръ  р-Ьшадъ  бы  зд'Ьсь  посредствомъ 
прямой  лиши  и  круга  задачу,  которая  въ  анализе  должна 
^внеЬть  отъ  уравненгя  третьей  степени.  Правда,  что  такое 
зазгЬчаше,  еслибы  онъ  его  и  сдЪлалъ,  не  могло  бы  остано- 
вггъ  его;  потому  что,  увлекшись  своею  литературною  изв4- 
СТВ0СТ1Ю  и  им^я  притязан1е  занять  первое  м'Ьсто  также  и 
хегду  математиками,  онъ  р'Ь^шилъ  нетолько  задачу  о  квад- 
Р»тур4  круга,  которая  составляла  предметъ  его  Сус1оте(ггса 
^ктеп1а,  но  даже  задачу   о   вписыванш   въ    кругъ  всякаго 
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правйльнаго  многоугольника    съ   яечеттпгь    числомъ   сто- 
ронъ  'О- 

Сочнненхе  это  тотчасъ  по  появлен1и  было  опровергнуто 
Еггагй'омъ,  Ваг-1е-Вис'омъ,  королевскимъ  инженеромъ  ") 
и  впосл'Ьдств1и  Вьетомъ  ^'),  Адрханомъ  Романомъ  ^^)  и 
Клав1емъ  '*\ 

По  этому  же  поводу  Вьетъ  р'Ьшилъ  вопросъ  о  четнреу- 
гольни1сЬ  и  обнаружнлъ  ложныя  суждешя,  которыя  ввели 
Скалигера  въ  ошибку.  Р^шеше  Вьета  появилось  въ  1596  г. 
въ  Р8еис[о^Ме8о1аЪит. 

Загбмъ  встр'1чаемъ  Преторхя,  котортай  посвятилъ  этоку 
вопросу  книгу  подъ  заглав1емъ:  РгоЫета^  ^VоЛ  ]иЬе1  ех 
диа{гюг  гесНв  Ыпегз  ЛаШ  диас[гг1а1егит  /|вгг\  дгюс^  8г1  к 
сггсиХОу  аЩио1  тоЛгз  ехрЫсаШт;  а  Лкаппе  РгаеЬогго  Ла- 
еЫтгсо.  КоппЬег^ае,  1598,  ш-4^  (36  страницъ). 

Это  сочинен1е  драгоц']^нно  во  многихъ  отношен1яхъ;  во 
первыхъ  потому,  что  въ  немъ  содержится  несколько  укава- 
шй  па  исторш  задачи;  во  вторыхъ  потому,  что  р-Ьшая  топ 
же  вопросъ,  какъ  и  Брамегупта,  относительно  услов1я  ра- 
цюнальности  н'^^которыхъ  частей  фигуры,  оно  даетъ  возног- 
ность  сравнешя  между    Индейцами  и  нами  по  поводу  во- 


'*)  Ыетеп1иш  ргги8\  ргор.  XV. 

")  КёСпШИоп  де  ^ае1^ае8  ргоровШопв  (1п  Иуге  де  М.  Бе  ГЁ8са1е,  ее 
1а  диа(1га1;аге  с1а  сегс1е,  раг  1ш  шиШё:  Срс1оте1гка  е1етеп1а  Лио.  ЬеКге 
а<1ге88ёе  аа  го!.  Рапе,  зер^ешЪге,  1594;  сЪег  Аигау,  те  81.  1еап-^е- 
Веапуа18,  ап  ВеЦёгорЪоп  соогоппё. 

Нсмногихъ  словъ  достаточно  Эррару,  чтобъ  доказать  южность  &-го 
п  6-го  предложепШ  Скалигера,  изъ  которыхъ  выходить:  1*  ^ие  1е  пг- 
сиИ  йи  вод^садопе  гпзсги  аи  сегсХе  реиЬ  р1ив  ^ие  и  тгсиИ  Ли  сетей: 
и  2*  ^ие  и  еаггё  йи  сьгсии  е?ад  сег(Ле  е81  ^сир1е  аи  саггё  йи  ЛгатИге, 

")  Опровержен1е  8то  составляетъ  предметъ  со«гииен1Я  РзенАо-Мево- 
ЫЬит  еЬ  аНа  ^иаеЛат  аЛ^ипЫа  сарии1а,  появпвшягося  въ  1596  году. 

'^)  Аро1одга  рго  АгсЫтеЛе,  аЛ  с1лг%в8,  ЫгитЛзеркит  веаНдегит 
ЕхегсИаОопез  срсШае  сопЬга  Л  ЗсаЫдегит,  ОгапИит  1^гпаеит,  €(  Вау- 
тагит  ТТгзит,  т  йесет  д%а1одо8  (ЛзНпе^ае.  ЖптсеЬит^^  1597,  ^п  Го1. 

")  См.  его  &еоте1х1а  ргасИса. 
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проса,  поставлениаго  отдельно  и  оригинально  какъ  у  инд'Ьй- 
скаго^  такъ  и  у  европейскаго  писателя. 

ПреторШ  говорить,  что  уже  съ  давняго  времени  занима* 
лись  этой  задачей  и  отыскивали  Д1аметръ  описаннаго  круга 
и  площадь  четыреугольника;  дал^Ье,-  что  Репомонтанъ  так- 
же предлагалъ  себ-Ь  эти  вопросы  и  посл4  того  Симонъ 
Якобъ  вычислилъ  дхагонали  четыреугольника  и  дхаметръ 
круга.  Наконецъ  онъ  приводить  р^шеше  Вьета  и  приба- 
вляетъ,  что  въ  самое  последнее  время  даны  были  еще  дру- 
пя  р'Ьшетя,  которыя  впрочемъ  ему  неизвестны. 

ПослЬ  этого  историческаго  вступлешя  ПретарШ  р-Ьшаеть 
самую  задачу,  т.  с.  находитъ  выраженхя  дхагоналей  и  пока- 
зываетъ  какъ  вычисляется  дхаметръ. 

Зат^мъ  онъ  предлагаетъ  себ']Ь  найти  так1я  четыре  числа, 
которыя,  будучи  приняты  за  стороны  четыреугольника,  при- 
водили бы  къ  рац1ональнымъ  выражен1ямъ  какъ  д1агоналей, 
такъ  и  Д1аметра  круга.  Этотъ  вопросъ  онъ  р'Ьшаетъ  различ- 
ными способами.  Съ  помощш  одного  онъ  находитъ  для 
сторонъ  четыреугольника  т-Ьже  четыре  числа  60,  52,  25  и 
39^  которыя  употреблялъ  Брамегупта.  Но  онъ  размЪщаетъ 
ихъ  въ  другомъ  порядке  и  получаетъ  такимъ  образомъ  не 
тотъ  четыреугольникъ,  какъ  у  индМскаго  геометра  ^*). 


'*)  Претор1Й  беретъ  какой  нибудь  треугольннкъ  ЛВС,  въ  котороиъ 
стороны  и  периеыдикухяръ  рацшнажьны.  Оно  строитъ  его  при  помощи 
двухъ  лряхоугольвнхъ  треугольниковъ,  какъ  мн  говорили  объ  этоиъ 
по  поводу  §  34  Брамегупты*  Дв*!  стороны  этого  треугольника  ЛВ,  АС 
берутся  за  дв1}  посл^дователышя  стороны  искомаго  четыреугольника; 
а  третья  сторона  БО— яа  стягивающую  ихъ  дхагональ.  Остается  по- 
<^троить  дв'Ь  друг1я  стороны  четыреугольника;  ПреторШ  опред'Ьляетъ 
длину  ихъ,  проводя  н']&которыя  ЛИН1П  и  составляя  дв^&  проиорц1п. 

Р^шеше  это  можетъ  быть  значительно  упрощено;  мы  зам']Ьтили  именно, 
тго  достаточно  провестп  въ  точкахъ  В  я  С  перпендикуляры  соотв'Ьт' 
ственно  къ  сторонамъ  АВ  и  АС.  Эти  прямыя  п  будутъ  искомый  стороны. 

Это  построеи1е  показываетъ,  что  четыреутольиикъ  ЦреторГя  им'Ьетъ 
Д1а  прямые  угла  и  что  вторая  д1агоиаль  его  есть  ничто  иное,  какъ 
11аметръ  описаннаго  круга;  Преторхй   моэкетъ  быть,  этого  не  зам^тилъ. 
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Въ  ел^дующем'ь  пряъЛрЪ  онъ  зан^чаетъ,  что  нохно 
перем'бнить  м^сто  двухъ  сторонъ  и  подучаетъ  другой  впи- 
санный четыреуголъникъ,  составленный  изъ  другнхъ  чисе^ГБ, 
именно:  52,  56,  39  и  33.  Мы  уб'Ьдились,  что  въ  такокъ 
четыреугольник^Ь,  какъ  и  въ  четыреугольник^  Брамегупты, 
д1агонали  наклонены  подъ  прямымъ  угломъ;  ПреторЛ  на 
это  не  обратилъ  внимашя.  Этотъ  геометръ  не  зам^тилъ 
также,  что  кром*!  дхагоналей  и  дхаметра  круга  различныя 
друг1я  части  четыреугольника,  который  вычислялъ  Браме- 
гупта,  выражаются  также  въ  чпслахъ  рац10нальныхъ.  Поэто- 
му можно  сказать,  что  Брамегупта  глубже  вникъ  въ  этотъ 
вопросъ  и  изсл^довалъ  его  подвес,  нежели  новые  геометрн. 

Для  посл^дняго  примера  ПреторШ  беретъ  четыреуголь- 
никъ,  носл^довательныя  стороны  котораго  выражены  числа- 
ми 33,  25,  16  и  60  и  говоритъ,  что  „это  т^  самыя  числа, 
„которыя  предложилъ  Симонъ  Якобъ,  не  указавш1й  того 
„  пути,  который  привелъ  его  къ  этому  р^шешю. "  Это  заста- 
вляетъ  предполаг&ть,  что  Симонъ  Якобъ  р'Ьшилъ  не  только 
вопросъ  о  построеши  вписаннаго  въ  кругъ  четыреугольника 
по  даннымъ  четыремъ  сторонамъ,  но  также  и  вопросъ  о 
нахождешн  въ  рац10нальныхъ  числахъ  такихъ  чстырехъ  сто- 
ронъ, при  которыхъ  дхагонали  четыреугольника  и  дааметр'ь 
круга  были  бы  также  рац1ональны  ^^). 


")  Симонъ  Якобъ  не  упоминается  ни  однимъ  писатедемъ  по  пстор1н 
математики  и,  кажется,  въ  настоящее  время  совершенно  непзв^^отевъ; 
однако,  въ  первомъ  том'Ь  Математической  библготеки  Мургарда,  ока- 
зано, что  онъ  напнсалъ  по  н']Ьмецки  два  сочинеп1л,  им^вш1я  много  ш- 
дан1Й.  Первое  изъ  нихъ  подъ  заглав1емъ  ВесНпипд  аи/'Лег  1лпге 
(РгапсГиг!,  1П  3®)  явилось  въ  1667  и  йыло  перепечатано  въ  1589, 1590, 
1599,  1607,  1608,  1610  и  1613  годахъ.  Второе:  Мп  пей  иЫ  нюМ-де- 
дгйпйеЬ  КескепЬисЬ  аи/'  (1ег  1Лпге  ип(1  7И(^егп^  затЬ  йег  ^е18сЬ€П 
РгасИс,  е1с,  ш  4"  появилось  въ  1660  и  бало  перепечатано  въ  1565, 
1600  и  1612  годахъ. 

Въ  Математической  Библютек*!;  Мургарда  находпмъ  еще,  что  Симонъ 
Якобъ,  ироф(н;соръ  математики  въ  Франкфурт1;  на  Майн'Ь,  нросматри- 
валъ  и  издалъ  въ  1564  году  сочинеше  Ап1ана  (Р1егге  Ар1ап,  1500— 
1652)  о  торговыхъ  расчетахъ. 
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Этотъ  второй  вопросъ,  сколько  намъ  известно,  былъ  ^^' 
шенъ,  посд'Ь  Симона  Якоба,  только  въ  сочинеши  Претор1я; 
хотя  задача  о  построеши  вписаннаго  четыреугольника  по 
четнремъ  данннмъ  сторонамъ  продолжала  занимать  н^кото- 
рнхъ  геометровъ.  Она  р'1шена  Лудольфомъ  Фанъ-Цейленомъ 
въ  РгоЫепииа  тжеИапеа  и  также  Снеллхемъ  въ  прим^^ча- 
шяхъ,  которыми  онъ  обогатилъ  свой  переводъ  сочинешя 
Лудольфа  съ  голландскаго  на  латинск1й  язнкъ.  Хотя  Снел- 
лШ  приводить  8Д'1сь  сочинеше  Претор1я,  но  вовсе  не  упо- 
минаетъ  о  новыхъ  вопросахъ,  которые  были  р'1шеиы  въ 
этомъ  сочинеши. 

Упомянемъ  еще  о  3.  йь  ВШу  (1602 — 1679),  весьма  поч- 
тенномъ  геометре,  который  впрочемъ  ошибся  въ  вопросе 
о  построеши  вписаннаго  четыреугольника  по  четыремъ  сто- 
ронамъ; онъ  думалъ,  что  это  задача  неопределенная  и  что 
можно  взять  еще  одно  услов1е9  наприм'бръ  какое  нибудь 
соотношеше  между  двумя  д1агоналями.  Ему  казалось,  что 
онъ  р^шилъ  ЭТ0Т1  вопросъ  для  даннаго  отношен1я  дхагона- 
дей,  а  также  для  данной  суммы  и  разностп  ихъ  ^^). 


Шутенъ  упомннаетъ  о  Симон'Ь  Якоб-Ь  два  раза  въ  ЗесИопез  тгзсеи 
1стеае  и  называетъ  его  сеИеЬггз  агИНтеИе1А8  (см.  ШегсиаНопез  таг 
^^^таНсае,  р.  404  е1 410)«  Отсюда  мы  узнаемъ,  что  геометръ  зтотъ  при- 
душиъ  разлдчныя  прогрессхи,  въ  которнхъ  каждый  чдеяъ  представдядъ 
хробь»  пм^ющую  чис1ителемъ  и  знаменателемъ  катеты  прямоугодьнаго 
1реуго1ьнвка»  въ  которомъ  гипотенуза  также  ращональна. 

>*)  ЫорЬаЫив  деоте^га^  8гт  орив  ооп^ехЬит  ех  агНЬтеИса  еЬ  део- 
1пе^^^а  »ти1,  е1с.  Раш,  1660,  1а  4^  р.  188  еЬ  189. 

^ас^1Iев  (1е  ВШу,  о  которомъ  Гениброннеръ  и  Монтукла  едва  упо- 
иваютъ,  былъ  весьма  ученый  алгебраистъ  н  его  уважали  самые  ана- 
хеннтне  математики  того  времени,  въ  особенности  Фермат ь  и  Баше- 
де-Незнр1акъ.  Въ  Мётоггев  ск  2{%сег(т^  и  40,  находимъ  списокъ  больша- 
го  числа  сочинеши,  изданных  ъ  имъ,  и  еще  большее  число  оставшихся 
п  рукописи;  посл1»дн1а  принадлежали  въ  библхотев'Ь  1езуитовъ  въ  Ди- 
хов^;  кажется,  что  они  не  перешли  въ  городскую  библхотеку,  потому 
по  им  не  нашли  ни  одного  иэъ  нихъ  въ  каталогахъ  НаепеГя* 

Если  они  еще  сушествуютъ,    то  желательно,  чтобы  изданъ  былъ  по 
^яЁней   }Лр^   разборъ    или  содержан1е  этихъ  рукописей,  число  кото- 
рнхъ доходило  до  десяти. 
Вво.  I  Отд.  П.  2 
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По  поводу  §  21  мы  говорили  уже  о  геонетрахъ,  зани- 
мавшихся въ  особенности  изящною  формулою  площади  че- 
тыреугольника. 

Теорхя  вписаннаро  четыреугодьника  не  представляетъ  въ 
настоящее  время  никакой  трудности;  она  перешла  въ  91е- 
ментарння  сотанешя,  гд^  дается  теорема  Птоломея  о  произ- 
ведеши  двухъ  д1агоналей  и  еще  другая  теорема  объ  отяо- 
шен1и  этихъ  лиши;  изъ  двухъ  этихъ  предложетй  получают- 
ся величины  дхагоналей.  Леландръ  пополнилъ  эту  теорш, 
предложивъ  въ  прим^чашяхъ  къ  его  ЕЫшепз  Ле  ОёотеЫе 
доказательство,  путемъ  внчислешя,  формулъ  площади  че- 
тыреугольника  и  дхам^тра  описаннаго  круга.  Но  я  не  знаю, 
рЪшалъ  ли  кто  нибудь  посл'Ь  Претор1я  вопросъ  о  построе- 
Н1И  вписаннаго  четыреугольника,  им^Ьющаго  рацшнадьяыя 
части;  и  даже — обращено  ли  было  гд^Ь  нибудь  внимаше  на 
сочинеше  этого  геометра.  Такъ  какъ  вопросъ  этотъ  уже 
нафденъ  въ  трактате  Брамегупты,  то  сочинеше  Преторгя 
должно,  какъ  намъ  кажется,  получить  особое  значеше. '*). 

Этимъ  мы  оканчиваемъ  наши  зам'Ьтки  о  восемнадцати  пер- 
выхъ  параграфахъ   геометрическаго   отд']&ла  сочинешя  Бра- 


'*)  О  Претор!!  (I.  Ргае1опав,  1557  — 1616)  обыкновенно  упоннва- 
ютъ  только  какъ  объ  нзобр'1тате1']Ь  геодезическаго  няструиеята,  яазн- 
ваенаго  мензуюй  (р1апсЪе11;е),  которыП  долгое  время  воеилъ  вазвате 
ТаЬи1а  РгаеЛоггапа;  но  ото  бнлъ  геометръ  весьма  искусный  я  ува- 
жаемый въ  свое  время.  СнеиУ!,  ярнводя  его  сочяяеше  о  "«етыреутолг 
няк!,  выражается  такъ:  С1апззш1кв  еГ.  РгаеШ'гиз  Нагит  агНнт 
жгепОа  пиШ  весыпЛия,  йе  ^иа^пют  Ипехз  %п  еггс\/Ло  ти^ит  /(бпия 
рнЬНеатЬ^  т  дцо  тиШв  тосНа  гпдепюва  запе  е^  аШе  Ъое  (Лет  рго* 
Ыета  е^/^т  ровзе  ЛетопФ-а^^И. 

Зяамеяятый  профессоръ  ма^еяатяки  Дояяельмайеръ  посвятялъ  еяу 
замЬтку  въ  своемъ  сочннен1я:  NаЛ^^ск^Vоп  Лен  КйгпЬегд^ег  Ма(Кт(1г 
НЫз  ипЛ  К{1пШегп  (1730  1а-1о1.);  изъ  вея  мы  узваемъ,  тго  ПреторИ 
печатиъ  немного  сочинешй,  но  что  иаог1Я  рукописи  его  сохранншсь 
въ  АльФорф!,  гд!  онъ  жяхь  въ  те9ен1е  сорока  л^тъ,  окруякенннй  все- 
общвмъ  уважетемъ.  Извлечеюе  изъ  этой  зам^тхя  помещено  въ  сочя- 
яенш  Маринояя  но  орактической  геодез1в:  Ле  ге  М11Ш>^арН%оа^  с«;к5 
КосИегпй  ргахгз  ехропЫиг^  е1с.  Ухеппае  Аи8и1ае9  1751,  ш  4*. 
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негуйты*  Д|)уг10  параграфы  предсгавляЮ'Рь  мало  ингерёсв, 
ЗдЪсь  мы  обра'гимъ  вниман1е  только  на  отяошеше  окру^:^ 
ности  въ  дааметру)  приведенное  бъ  §  42,  и  принятое  рав^ 
ннмъ  \/10.  Су№  по  англйскому  тексту  ^)^  можно  думать^ 
что  Брамегупта  смотр'Ьлъ  на  ото  выражете,  какъ  на  точ- 
ную величину  отношев1я  окружности  къ  дхаметру.  Шатур- 
веда,  въ  сёОихъ  приш%чан1ях%,  думалъ,  кажется,  точно  так- 
ге.  Насъ  нисколько  ни  удивляегь,  1(то  такъ  могъ  думать 
этотъ  толкователь;  но  трудно  пов-Ьрйть,  чтобы  геометръ, 
который  быль  способен'^  написать  теор1Ю  четыреугольнйка 
впнсабйЕго  въ  кругъ  и  р'Ьшить  вопросы,  найденные  нами 
п  сочинеши  Брамегупты,  мо1^ъ  впасть  въ  такую  ошибку^ 
Правда,  что  квадратура  круга  была  также  камнемъ  претк- 
новешя  для  нногихъ  новыхъ  геометровъ  и  вовлекла  ихъ  въ 
подобный  же  ошибки,  не  смотря  на  то^  что  мноНе  изъ 
нихъ  дали  доказательства  несомн^нныхъ  и  глубокихъ  поз- 
нашй  въ  математик'^.  Достаточно  указать  на  6ронц1я  Фине 
и  ва  Григор1я  С.  Винцента* 

Выражеше  у10  есть  именно  то  отношенхе,  которое  Ска^ 
1игеръ  приписывалъ  себ'Ь  и  дуо^алъ,  ч:^о  онъ  доказалъ  его 
геометрически;  но  оно,  еще  задолго  до  этого,  было  изве- 
стно въ  Еврон'Ь  и  признавалось  только  приближеннькиъ. 
Его  приписывали  Арабамъ  и  Инд'^бйцамъ  и  кхрддКо^агали, 
9Т0  у  этнхъ  народовъ  оно  считалось  точнымъ. 

Диетвительно,  Пурбахъ  (1425-^1461)  въ  своей  книН& 
подъ  заглавхемъ:  ТгШаЛиз  Оеагдп  РеигЪаокИ  трег  ргоро^ 
Шгопез  РЫетаег  Ле  згпгЪиз  еЬ  скогс1л8  выражается  сл^дую^ 
щвмъ  обравомъ:  1пс2г  ьего  ^сгт1^  вг  ^V^^$  всггеЬ  таЛгсев  пи- 
шегогит  тесЬа  га^е  сагепЫит  ^пVеп^^е^  гИе  /^асгШег  гпVе- 
ше{  дпапЛа  еззеб  (Матебег  тезресЫ  сггоиш/егепНае,  Е1  зе^ 
^лпЛит  $03,  вг  ЛгашеШ-  /иегИ  ипОаз^  егИ  сггсит^егепНа 
таИх  Ле  Лесеш:  зь  Фио^  егИ  гасКх    йб  диаФгадШа:  зг  Мщ 


••)  Тке  йгатеЛег  ап€1  ЬЬе  здиате  о/  Ше  зетгйгатеШ,  Ьегпд  зеV€^аЩ 
^иШрИеЛ  Ьу  1Ьгее^  аге  И^е  р^аеЫса1  сьгсшп^егепсе  апЗ  йгеа.  ТНе  з^иаге 
^^оЫ$  ея*гас1еЛ  /^гст  1еп  ^тв«  1Ке  здцаги  о/*  ЬКб  зате  аге  ^Ьв  пеа1  Vа^ие8^ 

2* 
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егИ  гасКх  ск  попадгпЬа:  е1  зге  (1е  аЫгз,  е(с.  Репомонтанъ 
(1436  -1476)  напротивъ  приписываетъ  отношен]е  \/10  Ара- 
бамъ.  Вотъ  его  слова:  АгаЬез  оЫт  сггсиЫт  диас^аге  ро1г 
1гЫН  гЛп  Ыгсит^егепНае  зиае  аедиаХет  гес1ат  €[е8сггр8188еп1, 
Напс  ргопипОауеге  зепбепНат:  зг  сггсиИ  ЛгатеЬег  /иегИ  и1 
ипит,    сггсит/егепНа  е^из    егИ  и1  гаЛгх  Ле  е^всвт.   Оте 

зеп1епНа  сит  зИ  еггопеа. Бутеонъ  (Ви1;ёоп,  1492 — 1572) 

во  второй  книгб  своего  сочиненхя  Ве  диасйгаЫга  еьгсиИ, 
1гЬп  Лио  (Ьуоп,  1559,  1а  8^,  гд'Ь  онъ  излагаетъ  истор!» 
этой  задачи  и  опровергаетъ  ложныя  заключешя,  кь  кото- 
рнмъ  она  давала  поводъ,  высказнваетъ  такое  же  мн^ше,  какъ 
и  Репомонтанъ,  въ  слЪдующихъ  словахъ:  Те1га(}оп%зшт 
зесипЛит  АгаЪез.  Отпгз  ЫгсиИ  реггте1гоз  аЛ  длате1гит 

ЛеоирЫ  езЬ  роЬепНа РаШ  гдИиг  ЬщизтоЛг  Шгадотзтит 

зесипс^ит  АгаЬез  еззе  1^а1зит,  е1  ехЬга  ИтИез  АгсЫтесИз» 

О  геохбтр1ж  Баовары  Ачарга. 

Сочинешя  Баскары  состоять,  также  какъ  и  сочинен1я 
Брамегупты,  изъ  трактата  ариеметики,  назнваемаго  авто- 
ромъ  Лилаваши  [ЬИаьаИ)  и  изъ  трактата  алгебры  подъ 
назвашемъ  Виджа-Гангипа  (ВЦа  ОапНа). 

Геохетр1я  заключается  въ  Лилавати  и  занимаеть  главы 
У1,УП,УШ,ЕХ,  X  и  XI  въ  §§  133—247. 

Глава  УХ  есть  сажая  значительная;  въ  ней  говорится  о 
нлоскихъ  фигурахъ;  проч1я  главы  изгЬютъ  мало  важности  и 
носятъ  тЪ  же  8аглав1я:  ехсатаЦопз,  в^аскз,  и  пр.  какъ  и  въ 
<:очинен1и  Брамегупты. 

Н'Ькоторые  геометричесше  вопросы  встр'Ьчаются  также 
въ  Биджа-Ганита;  зд^сь  они  являются,  кшъ  приложен1Я 
правилъ  алгебры,  и  решены  посредствомъ  вычислешя.  Въ 
этомъ  же  сочинеши  находимъ  несколько  предложешй  ал- 
гебры, доказанныхъ  геометрическимъ  путемъ.  Мы  укажемъ 
на  эти  отдельный  предложешя  посл-Ь  того,  какъ  разберемъ 
собственно  геометрически  отд^лъ. 

Отд'1лъ  этотъ  можно  разд'Ьлить  на  пять  частей:  три  пер- 
вый  будутъ  относиться    къ .  треугольнику  вообще^  кь  треу- 


гольняБу  прямоугольному   и  къ  че'гнреуго.1Ьнику;  четвертая 
будетъ  заключать  въ  себЬ  н'Ькоторня  предложешя  о  кругЬ; 
въ  пятой  будутъ    находиться    правила  для  изм'1рен1Я  объе* 
ховъ  и  глава  объ  употребленш  гномона. 
Первая  часть:  Предложетя  о  треугольникть. 

1.  Теорема  о  квадрате  гипотенузы,  §  134. 

2.  Внраженхе  отрФвковъ,  образуемнхъ  перпендикуляромъ 
на  основанш  треугольнива,  и  выражеше  перпендикуляра, 
§§  163,  164,  105,  166. 

3.  Площадь  треугольника  равна  половвн^^  прои8веден1я 
основашя  на  перпендикуляръ,  §  164  *'). 

4'  Формула  плоп^ади  треугольника  въ  функцш  сторонъ, 
§  167. 

О  формул'6  площади  четнрегоульника  будетъ  сказано  ниже. 

Вторая  часть:  О  прямоугольномъ  треугольникть. 

1^  Правела  для  построенхя  прямоугольнаго  треугольника 
въ  рацюнальныхъ  числахъ  а)  когда  данъ  катетъ,  §§  139»  140, 
141,  143,  145;  и  Ъ)  когда  дана  гипотенуза,  §§  142, 144,  146. 

2*.  Построить  прямоугольный  треугольникъ,  когда  изв^ст* 
нн:  катетъ  и  сумма  или  разность  гипотенузы  съ  другимъ  ка- 
тетомъ  §§  147,  148,  149,  150,  151,  152  и  153. 


*')  Пред102ен1е,  что  площадь  трехтольнхкя  равна  половин^^  иронзве- 
депи  оеновавм  на  перпенди]&у1яръ,  доказывается  вомментаторомъ 
Гааезой  иначе,  нежежи  кавъ  мы  привыкли  доказывать,  сх^дуя  Евклиду. 

Ганеза  чертить  прямоугольникъ  на  основашн  треугольника  съ  высо- 
тою, равною  подовив*]^  перпендикуляра.  Верхнее  основан1е  иряхоу- 
гоивика  отс^каетъ  отъ  треугольника  другой  меньш1&  треугодьвикъ. 
которяй  разд^ленъ  перпендикуляромъ  на  два  прямоугольные  треуюль- 
та.  Эти  посл^дн1е  соотв^тственпо  равнн  двумъ  треугодьннкамъ,  ко- 
торме  нужно  прибавить  къ  нижней  части  даниаго  треугольника,  чтобы 
■оюхнить  прямоугольникъ.  Изъ  ВТОГО  онъ  заключаетъ,  что  площадь 
треугольника  равна  площади  прямоугольника,  т.  е.  равна  прои8веден1ю 
основашя  на  половину  перпендикуляра. 

Доказательство  это  чреввнчайно  просто;  оно  стольже  наглядно,  какь 
1 1б4двтельно.  Оно  употреблялось  у  Арабовъ  и  было  принято  въ  эпо- 
ху мзро2ден1я,  преимущественно  Лукою  Вурго  н  Тарталеа. 
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3^  Правило  ддя  иахожденш  на  стероид  прямоугольнаго 
треугольника  то^ки,  для  которой  суима  разстояшй  отъ  кон^ 
цо^ръ  гипотенузы  равна  сузсм^  двухъ  катетовъ,  §§  154,  155. 

4^  Построить  пракоугольинй  треугольникъ,  въ  кроторохъ 
изв'Ъстны:  гипотенуза  и  сумма  или  равность  дву^ъ  катетовъ, 
§§  156,  157,  158. 

Трепля  часть:  Дредлаотнгя  о  цетыреугольншсны 

1\  Полусумма  стороцъ  пишетсд  жетире  раза,  взъ  каждой 
отд'Ьльно  вычитаются  стороны  и  составляете^  произведенхе 
остатковъ.  Квадратный  корень  им  этого  цроизведешя  будетъ 
площадь,  неточная  для  четыреугольника,  но  ^9(оч»ал  какь  бы- 
ло доказано,  для  треугольника;  §§  167,  168. 

Это  есть  Формула  Брамегупты^  которую  Баскара  стагсалъ, 
не  понявъ  ея  и  не  замЪтивъ,  что  зд'бсь  р^чь  идетъ  о  че- 
тыреугольникЬ,  вписанномъ  въ  кругъ.  Вотъ  почему  онъ  го- 
ворить, что  правило  это  неверно  для  четыреугольника,  и 
дальше  доказываетъ,  что  нел-Ёпо  искать  площадь  четыреу- 
гольника, въ  которомъ  известны  только  стороны,  потому  что 
изъ  т^хъ  же  сторонъ,  говорить  онъ,  можно  составить  мно- 
го различныхъ  четыреугольниковъ  *^).  §§  169, 170, 171, 172. 


*'}  То^а&оватаIьСур^адаза,ав9оръ  двухъ  превооходннхь  прям^^^ишШ  съ 
Лнлавати  и  къ  Ваджа-Ганита  (Со1еЪгооке;  ВгаЬтедирЬа  апЛ  ВНа$- 
сага,  аХдеЬга^  р.  ХХУ1),  не  бы1ъ,  кажется,  бол^е  Басвары  вскусенъвъ 
понниати  предложев1я  Брамегувтн.  Потому  что  онъвысказываетъс!']^- 
дующее  странное  суждете  для  докавательства,  что  площадь  треуголь- 
ника ееть  точная,  а  четыреугольника  неточная: 

«Если  три  остатка  сложимъ  ви'Ьст^,  то  суииа  кгь  будетъ  равна  по- 
лусумм!  вс{|хъ  сторонъ.  Отъ  пере11ножен1я  трехъ  остатковъ  на  эту  сум- 
му волучитоя  произведете  квадрата  перпендикуляра  на  квадратъ  поло- 
вины основан1Я.  Это  будетъ  число  квадратное,  потому  что  квадрагь, 
умноженный  на  квадратъ,  даетъ  въ  произведенхи  также  квадратъ.  Извлек- 
гаи  квадратный  корень,  получимъ  произведете  перпендикуляра  на  по- 
ловину основав1я,  т.  е.  нлощадь  треугольника.  Такимъ  образомъ  наК- 
демъ  точную  длощадь.  Въ  четыреугольнякФ  пройзведен1е  мвожителе!  1нз 
будетъ  уже  числомъ  квадратнымъ,  но  будетъ  иррационально.  Приблизи- 
тельный корень  изъ  него  представить  площадь  фируры;  но  все  теки  не 
точную,  потому  что  корень  этотъ,  будучи  разд'1^левъ  на  пернендикуляръ, 
долженъ  давать  воловину  суммы  оеиоватя  и  верха.»  (Ьйа^аИ^  р*  72). 
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2\  Въ  четыреугодьникЪ  равностороннечъ,  т.  е  въромб^, 
площадь  равна  подовин'Ь  дроизведешя  двухъ  д1агонадей.  Пло- 
щадь прямоугольника  есть  произведете  основашл  на  высо- 
ту; §  174. 

3^  Въ  четыреугольник^^у  котораго  оба  перпендикудяра  рав- 
дн,  площадь  есть  продзведеше  полусуммы  двухъ  основан1й 
на  перпендикуляръ;  §§  175,  177. 

4^  Въ  ромб']^  сумма  квадратовъ  двухъ  д1агоналей  равняет- 
ся учетверенному  квадрату  стороны;  §§  173 — 175. 

Ъ\  Формулы,  опред']^дяющ1я  отрывки,  образуемые  на  Д1а- 
гоналяхъ  точкою  ихъ  соперес^^чешя,  въ  четыреугольннв^, 
боЕя  котораго  перпендикулярны  къ  основанш;^  и  выраякав1е 
перпендикуляра,  опущеинаго  изъ  этой  точки  на  основаше; 
§§  159,  160. 

6^  Зная  стороны  четыреугольника  и  одну  его  даагональ, 
найти  другую  д1агональ,  перцендикудяры  и  площадь;  §§ 
178—184. 

Площадь  есть  сумма  площадей  двухъ  треугоДьниковъ,  тЛ- 
ющихъ  основан1емъ  данную  д1агональ;  §  184.^ 

Предложешя,  въ  которыхъ  решены  разныя  части  этого 
вопроса,  не  представляютъ  никакихъ  затруднешй.  Они  осно- 
внваются  на  пропорщональности  сторонъ  въ  равноуголь- 
ннхъ  треугольникахъ. 

7  ^  Правила  для  еоетавлен1я  по  четыремъ  даннымъ  сторо- 
наиъ  четыреугольника,  въ  которомъ  перпендикуляры  равны 
между  собой;  §§  185,  186. 

8^  Праныо  для  011ред4лен1я  даагонал^  эдтыреугольннка; 
§190. 

Это  то  самое  правило^  которое  дано  Брамегуптою  въ  § 
28  для  четыреугольника  вписаннаго  въ  кругъ,  Но  въ  сочи- 
оен1и  Баскары  оно  вовсе  не  относится  къ  вписанному  че- 
тнреугольнику,  потому  что  этотъ  геометръ  не  произноситъ 
слова  кругъ  ни  въ  одномъ  изъ  своихъ  предложевай,  отно- 
сящихся къ  треугольнику  и  четыреугольнику,  и  потому,  что  онъ 
решительно  не  зналъ,  что  предложешя  Брамегупты  относят-* 
ся  кь  четыреугольнику  вписанному. 
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Нетрудно  уб'Ьдиться,  что  правило,  предложенное  Баскарой, 
относилось,  по  П0НЯТ1Ю  этого  геометра,  къ  четыреугольннку 
съ  прямоугольными  д1агоналями,  составляемому  при  помощи 
двухъ  образ1/югц,ихъ  прямоугольныхъ  треугольниковъ^  какъ  мы 
говорили  объ  этомъ  въ  прим']&чав1яхъ  къ  §  38  Брамегуптн. 
Это  подтверждается  бол'1е  простнмъ  правиломъ,  годиымъ 
единственно  въ  тавомъ  частномъ  случае,  правилокъ,  кото- 
рымъ  Баскара  зам'Ьняетъ  свое  общее  правило  въ  §§  191, 192. 

Другое  8ам1^чаше  Баскары  также  ясно  доказнваетъ  его 
незнаше  о  томъ,  что  изслЪдованхя  Брамегупты  относились 
въ  четыреугольннку  вписанному  въ  кругъ;  именно:  онъ  упре- 
ваетъ  его  за  общее  правило  для  опред^Ьлешя  доагоналеВ,  ко- 
торыя^  какъ  онъ  говоритъ,  неопред'Ьленны.  Ботъ  это  мЪсто 
изъ  сочинеша  Баскары: 

<§§  187 — 189.  Стороны  им4ютъ  величины  52  и  39  ");  верхъ 
«равенъ  25  и  основаше  60.  Числа  эти  были  взяты  древними 
«писателями  для  примера  фигуры,  имеющей  неравные  пер- 
«пендикуляры;  и  для  дхагоиалей  найдены  были  точный  веля- 
<чины  56  и  63« 

«Требуется  составить  изъ  т4хъ  же  четырехъ  сторонъ  дру- 
<гой  четыреугольникъ,  им'бющШ  друпя  дхагонали  и  именно 
«такой,  чтобы  перпендикуляры  его  были  равны* > 

Баскара  р'Ьшаетъ  этотъ  вопросъ   и  иотомъ  прибавляетъ: 

«Такимъ  образомъ^  при  т^хъ  же  сторонахъ  въ  тетрагон'Ь 
«могутъ  быть  различный  д]агонали. 

«Дхагонали  эти  неопределенны,  но  Брамегуптою  и  други- 
«ми  он^  были  найдены,  какъ  бы  опред'Ьленныя.  Ихъ  правило 
«следующее: 


■>)  Зан^тимъ  зд'Ьсь  мимоходомъ,  что  Баскара  для  выражен1я  числа  39 
приб'Ьгаетъ,  подобно  Римланамъ,  къ  внчитан1ю;  онъ  говоритъ:  40  беп  1 
(Опе  1е88  ЬЬап  ТогЬу),  Но,  кажется,  такой  способъ  составлен1я  чнселг 
не  бы1ъ  общеупотребителевъ  въ  Ивдш.  Шатурведа  ему  не  слФдуегь; 
онъ  всегда  произноситъ  пфидцать  девять  {1ЫгЬу — пте),  (См«  его  кох- 
]1ентар1и  къ  §§  21  и  32  Бранегудты*) 
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<§  190.  Правило.  Если  суммы  произведен1й  сторонъ,  при- 
«ныкающихъ  къ  концамъ  д1агоналей,  раздЪлимъ  одна  на  дру- 
<гую  и  умножимъ  на  сумму  произведешй  противоположныхъ 
«сторонъ,  то  квадратные  корни  изъ  результатовъ  будутъ  Д1а* 
<гоналями  трапец1и. 

«Протнвъ  этого  способа  находить  д1агонали  можно  сд'^^лать 
«то  возражеше,  что  онъ  очень  длиненъ,  какъ  я  обнаружнлъ 
ото,  предложивъ  способъ  бол'бе  короткШ. 

<§  191—192.  Правило.  Катеты  и  стороны  двухъ  прямо- 
«угольныхъ  треугольниковъ,  помноженные  въ  обратномъ  по- 
«рядкЪ  на  гипотенузы,  суть  бока;  и  такимъ  образомъ  обра- 
зуется трапец1я,  дхагонали  которой  могутъ  быть  выведены 
<язъ  двухъ  треугольсиковъ. 

<Прои8веден1е  катетовъ,  сложенное  съ  произведешемъ  сто- 
<ронъ,  есть  даагональ;  сумма  произведенхй  катетовъ  и  сто- 
«ронъ,  перемноженныхъ  между  собою  въ  обратномъ  поряд- 
<й,  есть  другая  д1агональ« 

<11осл^  того,  какъ  былъ  предложенъ  этотъ  краткШ  ме- 
<тодъ,  я  не  знаю,  зачЪмъ  даже  лучш1е  писатели  продолжали 
«употреблять  правило  бол^е  трудное.^ 

Баскара  прибавляетъ:  <Если  изменить  мЬсто  верхняго  ос- 
«нован1я  и  одного  изъ  боковъ,  то  одна  изъ  д1агоналеВ  сдЪ- 
«1ается  равна  произведешю  гипотснузъ  двухъ  прямоугольныхъ 
«треугодьниковъ . » 

Изъ  этого  м^ста  мы  должны  заключить,  что  Баскара  не 
поннмалъ  заимствованныхъ  имъ  у  Брамегупты  предложенШ. 
Брамегупта,  какъ  мы  уже  говорили,  не  излагалъ  формулъ 
§§  191,  192  Басвары,  петому  что  он^,  по  его  мнАнш,  пред- 
ставляли только  пов'Ьрку  рац10нальности  даагоналей,  а  не 
оредметъ  самого  нредложешя. 

Баскара  вамФчаетъ,  что,  изм'Ьняя  м'Ьста  двухъ  смежныхъ 
боковъ  четнреугольника,  получается  другой  четыреугольннкъ, 
въ  которомъ  одна  изъ  д1агоналей  отлична  отъ  прежней  и 
выражается  прон8веден1емъ  гипотенузъ  двухъ  образующихъ 
треугольниковъ.  Это  справедливо;   но  Баскара  не  говрритъ 


I 
I 
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ничего  о  томъ;  кшя  свойства  этого  втораго,  или  же  пер- 
ваго,  четнреугольника  составляли  предметъ  сочинешя  Бра- 
мегуптн.  Онъ  не  вахЪчаетъ  также,  что  новый  четыреуголь- 
ннЕъ  ин^етъ  два  пряные  угла. 

9^.  Вычислеше  отр^звовъ,  образуемыхъ  другъ  на  друг! 
д1агоналями,  перпецдикудяранн  и  продолженными  боками  че- 
тыреугольника;  §§  193,  194,  195,  196,  197,  198,   200. 

Предполагаются  известными  бока,  д1агонали  и  перпеид!- 
куляры. 

ВсЬ  эти  вычислешя  нетрудны;  они  основываются  на  про-^ 
порц10нальности  сторонъ  въ  равноугольныхъ  треугольникам. 

Таковы  предложешя  о  четыреугольник^.  Вм^ст^  съ  пред- 
ложеними  о  треугольник'Ь  они  составляютъ  въ  сочинеши 
Баскары  отд']&лЪу  соотвЪтствуюпцй  восемнадцатм  первыиъ 
параграфамъ  сочинешя  Брамегупты.  Прежде,  нежели  перей- 
демъ  къ  другимъ  предложенгямъ  Баскары,  мы  унажемъ  на 
равлич1я  существуюпця  между  его  первыми  предложешяки  н 
предложешями  Брамегупты,  которыхъ  они  суть  не  бол^е  какь 
подражан1е. 

Различ1я  эти  заключаются  въ  ел^дующемъ: 

1^  ВсЬ  предложеоГя  Баскары  бе  имЪютъ  никакого  отно- 
шен1Я  къ  кругу,  о  которомъ  прямо  говорится  въ  §§  26  и  27 
Брамегупты  и  который  играетъ  главную  роль  во  многигь 
другихъ  его  предложешяхъ. 

2®.  Формула  площади  четыреугольника  (вписаннаго  въ 
кругъ) ,  данная  Брамегуптой,  объявлена  у  Баскары  неточною. 

3^  Общее  выражеше  д1агоналей  вписаннаго  четыреуголь- 
ника порицается  Баскарой,  какъ  требующее  трудныхъ  исчи- 
слен1й  и  считается  приложимымъ  только  къ  четыреугодьнику 
особаго  строешя. 

4®.  Многихъ  предложен^  Брамегупты  нФтъ  въ  сочинши 
Баскары.  Именно  сл'бдующихъ: 

\.  Выражешя  д1аметра  круга,  описаннаго  около  треуголь- 
ника и  около  четыреугольника. 

и.  Особаго  выражешя  дхаметра  круга^  описаннаго  около 
четыреугольника  съ  прямоугольными  д1агона:«ямм. 
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Ш.  Свойства  этого  же  Ч!Втыреугольника9  состоящаго  въ 
тохъ,  что  децшендикуляръ,  ОЕущенкай  ивъ  точки  перес']^че- 
шя  двухъ  д1агоналей  на  одинъ  иаъ  боковъ,  проходятъ  черезъ 
ередину  протввоподозшаго  бом. 

IV.  Способа  пострееш  равнобедреянаго  ип  косоуголь- 
яаго  треугольвфка,  въ  которомъ  стороны  и  перпендикуляръ 
бва  бн  чиешми  рац1огадьнымн. 

V.  Скоеоба  построен1Я[  впнсаниаго  въ  вругъ  четнреугодь- 
ника,  въ  которомъ  два  протнвопожные,  иш  даже  трибока, 
равнн  между  собою  и  въ  которомъ  части,  въ  томъ  чисд"!  и 
Д1аиетръ  круга^  бндн  бы  рацюнапны. 

Отсутств1е  двухъ  посдфднихъ  преддожешй  (ГУ  и  V)  въ 
еочинеши  Баскары  доказываетъ,  что  геометръ  ототъ  не  икЪлъ 
въ  виду,  какъ  Брамегупта  р^шенхж  вопроса  о  построешя 
вписаннаго  въ  кругъ  четыреутольннка,  въ  которомъ  вс%  ча- 
сти  рац10на1ьнн. 

Мы  должны  наконецъ  сказать,  что  въ  сочинеши  Баска- 
ры находится  несколько  предложетй  о  прамоугольаомъ  тре- 
угольник!,  которыхъ  вНЬтъ  въ  еочннеши  Брамегупты,  потому 
что  они  были  бы  чужды  той  теорш,  которая  составлаетъ 
предметь  этого  сочинешя. 

Соображая  все  сказанное,  заключаемъ,  что  въ  сочинеши 
Брамегупты  во  всей  полное  и  весьма  точно  решался  воп- 
росъ  о  построеши  вписаннаго  въ  кругъ  четыреугольнива, 
вс^  части  котораго  рац1ональны.  Ни  одно  предложеше  въ 
немъ  не  чуждо  этому  вопросу  и  не  безполезно  для  его  рЪ- 
шен1я. 

Сочинеше  же  Баскары  не  им^етъ  содержашемъ  одного 
опред^леннаго  предмета.  Бъ  немъ  можно  различить  три  глав- 
ауя  част*  у  независимыя  одна  отъ  другой. 

Въ  первой  части  даются:  выражеше  перпендикуляра  въ 
треугольнике  и  формула  для  вычислешя  площади  этой  фи- 
гуры въ  функщи  трехъ  сторонъ. 

Во  второй — разсматрнвается  построеше  црямоугольдаго 
треугольника  въ  ращональныхъ  числахъ  и  некоторые  дру- 
пе  вопросы  о  прямоугольномъ  треугольник'^. 
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Въ  третьей  части  авторъ  вычисляетъ  различныя  динш 
въ  какомъ  нибудь  четыреугольникЪ  по  даннншь  четыремъ 
сторонамъ  и  одной  даагонади. 

Такинъ  образомъ  между  этжми  двумя  сочинешями  есть 
много  р'Ьзкихъ  ра8яич1й.  Но,  не  смотря  на  это,  мы  додхнн 
признать,  что  позднМшее  сочинеше  есть  только  подраш- 
ше  или  кои1я  съ  бол'Ье  древняго;  коп1я  несовершенная  I 
искаженная,  показывающая  несомн^Ьнно,  что  Баскара  не  по- 
нималъ  сочинешя  Брамегупты. 

ПримЪчан1я  различныхъ  толкователей,  сопровождаюпця 
текстъ  Лилавати,  доказываютъ,  что  писатели  эти  не  быди 
счастливЬе  Баскары  и  не  понимали  также  предложешй  Бра- 
мегупты. 

Впрочемъ  предложешя  главы  У1  Лилавати,  о  которнхъ 
намъ  остается  упомянуть,  им'Ьютъ  бол^е  значешя,  ч^мъ  т^, 
которыя  имъ  соотв'Ьтствуютъ  въ  трактате  Брамегупты.  Мы 
излояшмъ  важнМш1я  изъ  нихъ  и  обратимъ  особое  внимаше 
на  весьма  приближенное  отношев1е  окружности  къ  дааметру 
и  на  очень  простую  формулу  для  приблизительнаго  внчя- 
слешя  хорды  въ  функц1и  соответствующей  дуги. 

<§  201.  Если  V  будетъ  дхаметръ  круга,  то  выражеше!). 

3927  ,,22  . 

<Тпр7\  почти  представляетъ  ок]^жность;  V.  —  есть  прио- 

4.1ижеше,  употребляемое  въ  практике. > 

Этихъ  двухъ  выражен1й  н^хъ  въ  сочинен1и   Брамегупты. 

7Г     ^   22  .     ,  „  ^    3927      ^ 

Дробь  -=-  есть  отношеню  Архимеда.  Первая  дробь  -гоЕа  ^^^ 

22 
точнее;  она  равна  3,14160,  тогда  какъ-з- :=  3,1428571 

Чтобы  11М']Бть  бол']&е  близкую  величину,   нуашо   употреблять 

отношеше  3,1415926 

Приближеше  ИндЪйцевъ  **)  особенно  зам^Ьчательно  неболь- 

3927 
**)  Отноше  Н1е  ^гг^г  не  сл^дуетъ  приписывать  Басхар^;  оно  относится 

1^800 

^     62832 

къ  гораздо  бод^е  древнему  времени.  Его  ваходимъ  въ  ввдъ  дроби  ггт^ 
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Ш1мъ  числомъ  цнфръ.  Впрочемъ  отношеше  Адр1ана  Мец1Я7 

355 

тг^  =  ЗД4159292 ,  предпочтительн'Ье. 

<§  203.  Правило.  Четверть  Д1аметра,  умноженная  на  ок- 
<ру2ность9  есть  площадь  круга.  Эта  площадь^  помноженная 
сна  4,  есть  поверхность  сферн.  Эта  поверхность,  умножен- 
«ная  на  Д1аметръ  и  разделенная  на  6,  есть  точная  велнчи- 
сна  объема  сферн. 

§§  205—206.  Проявило.  Пусть  2)  будетъ   Д1аметръ  круга; 
^Апо  ^^^^  довольно   приближенная  величина  площади 

«круга;  ^^тт  есть  грубая   мФра,   употребляемая   въ  прак- 

<тикЪ;  -о""*"??-  "о"  ®^^  м4ра  объема  сферы. > 

Два  послФдтя  выражевая  получаются  изъ  Арх  нмедова  от- 
ношешя;  именно 

у.,  11_-0«   22    -О»      ^I_  2)»_2)»  22 
и~  4*  7  "^  2  '*"2Г  2  ~ТТ' 

§§  20в — 207.  Это  т^же  соотношешя  между  хордоВ,  стрел- 
кой и  дааметромъ  круга,  который  даны  были  БрамегуптоВ 
въ  §§  41  и  42. 


въ  апебр^  Могамхвда  Бенъ  Му^а,  который,  показавъ  два   отношетя 

22       у — 

у  «у  10»  говорвтъ,  что  астроноин  употребдяютъ  третье  отношен1е 

62882 
иенво  ооооо'  ^^^'  ®^'  ^^  перевода  Ровена.) 

Ве1^дств1е  атого  рождается  вопросъ,  прннад1ежигь  ли  это  отношенхе 
Ивдййцамъ  ил  Арабаиъ.  Ровенъ  ж  Либрн  думаютъ,  что  онопроисхож- 
девш  вндискаго.  (Си.  МокаттеЛ  Ьен  Мгаа^  АХдеЬга^  ггапаЫШ  (у 
^.  Возеп^  р.  199;  и  НШЫге  Лез  вЫепеез  та^НётаНдиез  еп  1Шге,  р. 
128).  Отношеше  его  изв^тно  въ  Европе  уже  очень  давно.  Пурбахъ  го- 
ворятъ  о  неиъ  въ  своемъ  сочивеши  о  построенхи  сннусовгь  и  Стевинъ — 
к  своей  географ!!. 
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§§  209—211  I  212.  «Дхакетръ  круга  равеяъ  2000;   сто* 

<роны  вписаннаго  равносторонняго  треугольника  идрутихъ 

«правильныхъ  многоугольниковъ    будутъ:  для   треутольниЕа 

1  13 

<1732^   для  тетрагона  1414^;  для   пятругольника   1175 

17  7 

<^;  для  шестиугольника  1000;  для  сеЕиугольнйка  867  тг; 

11  17 

<для  восьмиугольника  765  ^  и  для  девятиугольника  683  ^.> 

Автора  прибавляетъ:  сДля  разныхъ  другихъ  дааметровъ  по- 
«лучатся  друпя  сторонн,  какь  хы  похаяшп^  это  въ  трак- 
<тат^  зрЪаеггса,  въ  отд^лЬ  о  построети  си/нусовъ.> 

«Сл'Ь дующее  правило  доста&ляет'^  весьма  удобный  способъ 
<находить  хорды  съ  грубымъ  приближен1емъ.> 

§  213.  Пусть  будетъ  с  окружность,  а  дуга,  В  Д1&нетръ 
и  С  хорда;  будемъ  им^ть: 

р 41).(?(с — а) 

{с* — а  (с-— 41)' 

Эта  приблизительная  формула  весьма  любопытна;  было  бя 
интересно  знать,  какимъ  образомъ  Инд'Ьйцы  ириш.1И  къ  ц^еА. 
Сервуа  получимъ  ее  изъ  формулы,  опред'1ляющей  синусъ  въ 
функцш  дуги  при  помощи  ряда.  (См.  Согге8ропС[апс€  зиг 
Гёсо1е   Ро^у^€с^пг^и€^  1.  Ш,  тетрадь  3-я.) 

§  214.  Примгьръ.  Если  дааметръ  равенъ  240,  то  хорды 
дугъ  въ  20,  40,  60,  80,  100,  120,  140,  160  и  180  градусов* 
будутъ  равны  42,  82,  130,  164,  184,  208,  220,  296   и  240. 

§  215.  Формула,  олред'Ьляющая  дугу  а  въ  фуйкцл  хорды 
С  для  окружности  с  и  дхаметра  В: 


-^А     -   -  ^ I  -  - '  - 


Эту  формулу  получимъ  изъ  формулы  §  213»  р'Ьшая   бук- 
венное уравнеше  второй  степени. 


Главы  УП,  УШ,  IX  и  X  не  содержать  ничего  яоваго  срав- 
нительно съ  соответствующими  главами    сочиневхя   Браме- 

гупты. 

Глава  XI  им^етъ  предметомъ  внчислен1е  разстоянхй  по- 
средствомъ  т'бни  гномона.  Зд^сь  находимъ  вонроен,  изсл^- 
дованнне  Врамегуитой  и,  вром^  того,  сл4дующ1й  вопросъ: 
гномонъ  осЕЬщенъ  двумя  разн&ми  св&тящимн  точками;  если 
известны  разно<;ть  т^ней  и  разность  ихъ  гияотенувъ,  то  мож- 
но определить  и  еамыя  тбни. 

Это  приводится  къ  следующей  задаче: 

Построишь  треугольиикЪу  зная  его  перпеидгтуляръ,  раз- 
ность  отртьзковЪу  образуемыхъ  перпендикуляромъ  иаосиова- 
меи,  и  разность  двухь  другихъ  сторонъ. 

Пусть  К  будетъ  высота,  или  перпендикуляръ  треугольни- 
ка, ^  разность  отрезковъ  и  й  разность  сторонъ;  отрезки  бу- 
дуть  равны 


Это  и  есть  формула  Баскары. 

Въ  Виджа-Ганмта  есть  несколько  геометричесЕихъ  воп- 
росовъ,  р^шенныхъ  иосредствомъ  вычислешя,  и  несвольно 
правилъ  алгебры,  довазанныхъ  при  помощи  геометрш.  ВсЬ 
эти  вопросы  наследованы  съ  замечательнымъ  нзяществомъ 
н  точностью. 

Въ  некоторыхъ  вопросахъ,  которые  могли  быть  решены 
различнымъ  образомъ,  авторомъ  избранъ  самый  простой  спо- 
собъ  решен1я;  можно  подумать,  что  читаешь  вакое  нибудь 
м^сто  изъ  АтИктеИса  ипгьегзаХгз^  где  Ньютонъ  даетъ  столь 
основательные  советы  относительно  выбора  неизвестныхъ. 

Такь  напримеръ,  желая  определить  «сноваше  косоуголь- 
наго  треугольнива^  стороны  вотораго  равны  13  и  5  и  пло- 
щадь равна  4,  Басвара  замечаетъ,  что  «если  за  неизвест- 
<ное  принемъ  исвомое  основавае,  то  придемъ  въ  ввадрат- 
«ному  ураввеаш.  Но,  если  будемъ  искать  перпендивуляръ» 


^ 


144  пРиммАнш. 

«опущенный  на  одну  нзъ  данннхъ  сторонъ  нзъ  противопо- 
с1о^шой  вершины,  и  отрезки,  образуемые  на  этой  стороне, 
«то  нолучимъ  искомое  основаше  чрезъ  простое  И8влечен1е 
«квадратяаго  корня.  Искомое  основаше  равно  4.>  (Вндга- 
Глнята,  §  117.) 

Баскара  предлагаетъ  два  доказательства  теоремы  о  квад- 
рат-Ь  гинотенузы.  Первое  состоитъ  въ  выражеши,  при  по- 
мощи  щ>опорц1й,  отр^&зковъ,  образуемыхъ  на  гипотенузе  пер- 
пендикудяромъ,  и  въ  сложеши  посл'Ь  того  этшсъ  двухь  от- 
рЪзковъ.  Это  доказательство  было  употреблено  Валлисонъ. 
{Ве  зесИопгЪив  апдШагИтз,  сар,  VI.) 

Второе  им^етъ  чисто  индМское  происхождеше  и  весьма 
вам'Ьчательно.  На  сторонахъ  квадрата  Баскара  строить  внут- 
ри четыре  равные  между  собою  прямоугольные  треугольни- 
ка, им^ющхе  стороны  квадрата  гипотенузами,  и  говорить: 
гляди  (зее,  ьоуеа).  ДМствительно,  одного  взгляда  на  фигуру 
достаточно,  чтобы  зам^^тить,  что  площадь  квадрата  равна  пло- 
щадямъ  четырехъ  треугольниковъ  (или  учетверенной  площади 
одного  нзъ  нихъ),  сложеннымъ  съ  площадью  маленькаго 
квадрата,  сторона  котораго  есть  разность  катет  овъ  этихъ 
четырехъ  треугольниковъ.  Другими  словами,  называя  череаъ 
с  гипотенузу  одного  изъ  треугольниковъ  и  черезъ  а,  Ъ  дв^ 
друпя  стороны  его,  жъЛеиъ 

с*  =  4^(а— 5)'=2аЬ-4-(а— 6)«,  или  с'=а'-+-Ь«, 

что  и  еоставляеть  дока8нваемоепредлоасеп1е.  (Виджа-Гавпа, 
§  146). 

Формулы  анализа 

2аЬ-^-{а—ЬУ = а*ч-Ь* 
(а-1-ЬУ—{а*^Ъ*)=:2аЬ, 
(а+.Ь)*— 4а*=Га-Ь)» 

доказываются  наглядннки  н  понятннни  чертежакн,   не  тре- 
бующими никато  иояснешя.  (§§  147,  149  и  150). 
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Чгйби  РЕШАТЬ  въ  рацюнальнпхъ  числахъ  неопределенное 
уравяете  йорой  степени 

Баскара  показываетъ  помопцю  чертежа,  представляющаго 
геоиетрнческое  значеше  этого  уравнешя,  что  оно  можетъ 
быть  приведено  къ  виду 

(х — 6)  (у— а)=е|Ь-»-с. 

Отсюда  онъ  заключаетъ,  что  для  рац10налъныхъ  величияъ 
:г  и  у  должно  взять  вьтра^пеи1я 

аЬч-с 


Х^=:Ъ-%-П,         //=«■ 


П     ' 


гд^  п  есть  число  произвольное. 

Баскара  пазы ваетъ  ото.  доказательство  геаметрическгшъ. 
Потомъ  онъдаетъ  другое»  чисто  алге^аическое.  (§§  212 — 214.) 

Мнопе  геометр ичесше  вопросн  решены  въ  Виджа-Га- 
Н1та,  кавъ  прнлюжешя  иравилъ  алгебры.  Тавовк  два  сл'Ь- 
дующ1е:  сНайти  (въ  ращональныхъ  числахъ)  стороны  пря- 
смоуголънаго  треугольника,  площадь  вотораго  выражалась 
<бн  т^мъ  жечжсломъ,  вавъ  и  гипотенуза;  или,  также,  рав- 
<Н1лась  бы  произведенш  трехъ  сторонъ.>   (§  120.) 

т^  *  X  20  16 

Вг  первомъ  случаъ  стороны  треугольника  будутъ: -г^ , -^ 

25  4     3      6^ 

н  -Т-,  а  во  второмъ:— ,  Т7:и--.    Баскара   прибавляегь,   что 
о  10  хи     10  ' 

можно  найти  друг1я  р^шевля  *'). 

Вс4  эти  подробности  показываготъ,  что  Индейцы,  по  край- 
ней м^р^б  во  времена  Баскары,  прилагали  алгебру  къ  гео- 


•')  Этп  дв*  задачи  яависятъ  отъ  двухъ  слЬдующнхъ   }фавнев1&: 


^-^У'-Х' 
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метрш  и  геометр1Ю  къ  алгебр'Ь.  Мы  не  находимъ  сЛаоп 
такого  же  тЪснаго  сл1ян1Я  этихъ  двухъ  наукъ  въ  сочинеши 
Брамегупты.  Вероятно  это  потону,  что  его  изложен1е  го- 
раздо бол^е  сжато,  нежели  у  Баскары;  у  него  гораздо  не-. 
ш^е  прин^ровъ  на  алгебранчесшя  правила  и  ниЕОгда  не  дает- 
ся никакихъ  доказательствъ.  Но  хы  должны  думать,  что 
приложеше  алгебры  къ  геометр1и,  сообщающее  особый  ха- 
рактеръ  сочинешю  Баскары,  началось  гораздо  ран^е  вре- 
менъ  этого  писателя;  т'Ьиъ  бол^е,  что  оно  же  составляетъ 
характеръ  арабскихъ  сочинешй,  написанныхъ  за  н'Ьскокько 
стол'Ьтхй  до  Баскары,  напримЪръ  во  время  Могахмеда  Бенъ 
Муза  (въ  IX  в^к%).  Только  у  Инд'Ьйцевъ  могли  почерпнуть 
Арабы  этотъ  математнчесшй  прхемъ,  никогда  не  употребляв- 
шйся  у  Грековъ. 

Мы  отбросили  мысль  о  томъ,  что  ИЕД'Ьйсюя  сочинешя  мо- 
гутъ  представлять  собою  элементы  геометрхи,  подобно  ихъ 
трактатамъ  ариеметики  и  алгебры.  Мы,  кажется,  ясно  дока- 
зали, что  въ  этомъ  не  могъ  состоять  предметъ  сочинешя 
Брамегупты,  въ  кохоромъ  идетъ  рЪчь  только  объ  одноиъ 
геометрическомъ  вопросе.  На  этого  нельзя  сказать  въ  та- 
кой же  мЪрЪ  о  сочиненш  Баскары;  и  мы  согласны  вмдЪть 
въ  этомъ  сочиненш  сводъ  геометрдческихъ  познатй,  суще- 
ствовавшихъ  въ  позднЪйш1я  времена  въ  индМскомъ  народе. 
Искаженный  видъ,  въ  которомъ  этотъ  аиторъ  перенесъ  из- 
слФдовашя  Брамегупты  въ  свое  сочиненхе,  и  прим^чавоя  раз- 
ныхъ  толкователей,  изъ  которыхъ  ни  одинъ  не  упрекнулъ 
его  въ  этомъ,  показываютъ  намъ,  что  иъ  то  ъремя  науки  въ 
Индш  зам'^^тно  клонились  къ  упадку  и  что  у  нихъ  уже  не 
было  д'1йствительно  хорошаго  сочинешя  по  геометр1н. 

Мы  не  можемъ  выразиться  также  определенно  о  состоя- 
Н1И  науки  во  времена  Брамегупты.  Для  этого  не  достаетъ 
документовъ;  мы  не  можемъ  сказать,  стоили  ли  дМствитель- 
но  познашя  и  математичесшя  способности  этого  писателя  и 
его  современниковъ  на  высоте  т^хъ  превосходныхъ  и  зам^Ь- 
чательн$гхъ  сочинен1й,  которыя  отъ  него  дошли  до  насъ;  или 
же  самый  эти  сочинешя,  подобно  посл'бдующимъ,  были  толь- 
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ко  остатками  истиннаго,  по  весьма  древняго,  знашя,  остат- 
шми,  уц^л^вшими  отъ  раарушительнаго  д'1йств1я  времени  и 
пе  потерявшими  еще  во  времена  Брамегупты  своихъ  до- 
стоинствъ  и  своей  первоначальной  чистоты.  Знаменитый  гол-- 
ландешВ  ученый  Стевинъ  допускалъ  мудрый  втькЪу  <когда 
«люди  обладали  удивитеяьными  св'Ьд'Ьшями  вънаукахъ,>в']&къ, 
предшествовавш1й^  по  его  мн^шю,  временамъ  Грекевъ,  ко* 
торые  получили  отъ  него  только  небольшую  часть  древней- 
шихъ  познашй  ^*);  поэтому  Стевинъ  и  знаменитый  Бальи 
(Ва!11у)  '^)  не  задумались  бы  высказать  положительное  мн%- 
н1е  относительно  столь  зам^чательныхъ  сочинешй Брамегупты. 
Мы  не  будемъ  касаться  зд'Ъсь  этого  важнаго  истарическа- 
го  вопроса  и  ограничимся  т^мъ,  что  обратимъ  на  геометри- 
ческ1й  отд^лъ  сочиненШ  Брамегупта  и  Баскары,  которымъ 
до  сихъ  поръ  пренебрегали,  вниман1е  орхенталистовъ  и  во- 
обще ученихъ,  инюресующихся  исторхеюИндширазвитхемъ 
цнвилизац1и  въ  челов']&честв'Ь.  Этотъ  геометр ическШ  отд-Ьлъ 
ногъ  бы  доставить  имъ  шЬсколько  полезныхъ  документовъ 
и  уБазан1й. 

О  геокетрш  Рнкдянъ. 

Можно  сказать,  что  мы  продолжали  бы  изложенхе  того 
же  предмета,  еслибы  отъ  геометрхи  Инд'Ьйцевъ  перешли  къ 
гсометр1и  Арабовъ.  Но  какъ  мы  увидимъ,  геометр1я  Ара- 
бовъ  еще  бол'Ье  естественнымъ  образомъ  связывается  съ 
первыми   трудами  европейскихъ   геометровъ  въ  эпоху  воз- 


**)  Оеиггез  тсЛЫтаИдиев  йе  8шоп  8^еV^п;  ш  Го1.  Ьеу(1е,  1634. 
ОеодгарНге;  дё1Кшиоп  Ш.  р.  106. 

")  <Эти  научные  нетоды,  употребляемые  нев'1&ждамн,  эти  философск1Я 
<хдеи  и  енстеиЕ!  въ  гоювахг  вовсе  не  фнлософскнхъ,  все  это  доказы- 
<ваетъ  на  существоваше  народа,  предшествовавшаго  Иид'Ь&цажъ  и  Хал- 
«делнъ: — народа,  который  обладалъ  наукамЕ  въ  значительной  степени 
«совершенства,  им'к|ъ  высшую  и  мудрую  фи10соф1ю  и  который,  исчез- 
«вувъ  съ  лнца  земля,  оставилъ  посл']&дую1Цимъ  народамъ  н'&сколько  от- 
<рввочныхъ  истинъ,  сохранившихся  отъ  забвешя  н  случайно  дошедшпхъ 
<до  насъ.»  {Н'Шогге  йе  1'ав(гапотге  апЫеппе,  Итге  III,  §  ХУШ.) 

3* 
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рожден1я  наукг,  въ  которую  арабсгай  элементъ  бнлъ  рас- 
пространенъ  и  ии'Ьлъ  вл1'ятя  не  иенЪе,  Ч'Ьмъ  элементъ  гре- 
ческ1й;  поэтому  мы  теперь  сдЬлаемъ  краткое  отступлеше  и 
скажемъ  несколько  словъ  о  геометрхи  у  Римлянъ. 

Математическ1я  науки  были  въ  крайнемъ  пренебреженш 
у  римскаго  народа»  г д']^  высшае  умы  посвящали  себя  только 
военному  искуству  и  краснор^Ьчхю,  Геометрхя  въ  особен- 
ности была  едва  изв']&стна  въ  Рим'Ь.  Астроном1я  пользова- 
лась большимъ  почетомъ,  и  можно  назвать  н^сколькихъ 
знаменитыхъ  писателей,  именно:  Варрона,  Юл1я  Цезаря,  Ци- 
церона, Лукрец1я,  Виргил1я,  Горац1я,  Сенеку,  Плин1я,  кото- 
рые им^ли  св'Ьд'Ён1я  о  небесныт^ъ  явлешяхъ.  Но  ни  одинъ 
изъ  нихъ  не  находилъ  въ  этихъ  явлешяхъ  предмета  для 
научныхъ  изыскашй  и  не  сд'Ьлалъ  ни  одного  шага  въ  наук^. 
Указываютъ  только  на  Сульпиц1я  Галла,  который  занимался 
прак'щчеокой  астроном1ей  и  предсказывалъ  затм^шя. 

Геометр1я  у  Рнмлянъ  назначалась,  кажется,  только  для 
изм']&рен1Я  земли  и  для  опред']Ьлешя  границъ:  ихъ  землем']^- 
ры,  называвш1еся  адгипепзогез  или  дготаНсг,  были  люди 
весьма  важною  и  на  нихъ  смотр'Ьли,  какъ  на  представите- 
лей науки.  Но  некоторые,  дошедшхе  до  насъ,  отрывки  изъ 
ихъ  сочиненШ  заставляютъ  насъ  решительно  отказать  имъ 
въ  звааш  геометровъ.  Потому  что  сочинешя  эти  не  только 
относятся  къ  самымъ  элементарнымъ  вопросамъ  практиче- 
ской геометрш,  но  въ  нихъ  кром^  того  встречаются  гру- 
быя  ошибки.  Площади  треугольника  и  четыреугольника  вы- 
числяются неправильно.  Мы  привели  уже  ихъ  правила,  ко- 
гда говорили  о  §  21  геомегрическаго  отдела  сочиненШ  Бра- 
мсгупты. 

Не  смотря  на  уваженхе,  которымъ  пользовались  ^го^па^^с» 
въ  Риме,  благодаря  заслугамъ,  оказаннымъ  ими  въ  различ- 
ныхъ  частяхъ  обширнаго  римскаго  государства,  и  не  смо- 
тра на  то,  что  имена  важнМшихъ  пзъ  нихъ  переданы  намъ 
Боэщемъ,  въ  настоящее  время  все  они  почти  совс^мъ  не 
упоминаются  въ  нсторш  геометрш. 
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Впрочемъ  н^корые  нзъ  людей,  сд'Ьлавшихся  знаменитыми 
на  другомъ  поприще,  занимались  также  и  науками.  Вар- 
ронъ,  который  считался  самямъ  ученымъ  изъ  Римланъ  и  на 
котораго  смотрели  какъ  на  втораго  Платона,  писалъ  объ 
ариеметик^у  геометр1и  астрономщ,  музыке  и.мореплаванхи. 
Жаль,  что  ни  одно  изъ  его  сочинешй  не  дошло  до  насъ. 
Объ  этомъ  писател^^  сл^^дуетъ  упомянуть  въ  особенности, 
потому  что  онъ  подозр'^валъ  сжат1е  земли,  какъ  это  видно 
изъ  одного  м1^ста  у  Кассюдора. 

Архнтектира  Витрув1я  доказываетъ,  что  это  былъ  одинъ 
изъ  людей  своего  времени,  им^вшхй  наибол'бе  математиче- 
скихъ  св'1»д']^шй. 

Можно  еще  упомянуть  о  Юлй  Секст*  Фронтин-Ь,  кото- 
рый, какъ  искусный  инженер^ь,  писалъ  о  водопроводахъ. 
Др  насъ  допи1^  его  книга,  додъ  заглав^емъ:  Ве  а^иаеЛис^^- 
Ьн$  а^Ыа  Вотае.  Есть  еще  другое  изв-Ьстное  сочинеше  его 
о  военномъ  искуетв*.  ^'). 

Можно  предполагать,  что  Фронтинъ  писалъ  также  о  гео- 
иетрш,  и  ему  можно  приписать  трактатъ  о  изм'^Ьреши  по- 
вфхностей,  ваходдщ|йся  въ  рукописи  одинмадцатаго  вФка 
м^Ё^  многими  сочинев1ями  Боэщя  вм^С!**  съ  другими  от- 
рывками ивъ  ринскихъ  дготаННш  ^). 

**)  Ружоивеь.  ма,  въ  бодьшой  шстъ  на  пергамент'^,  привадлеакнтъ 
б|бштев§  города  Шартра.  От.  О.  Наепе!  зааисалъ  ее  въ  СаШодх  И- 
Ьг0^гиш  пшш$9сгфип'иш^  е1с.  (Ь1рв1ае,  1819,  1п  4^)  подъ  сл^Ьдующииъ 
затдав1енъ:  АгШЫЛгз  иЬш  е1епеЪогит\  ВоеСИ  Ьвдгса^  Вкекнггеа^  Лг1- 
(ктеИеа^  МиЫса;  7иШ  ^^«^т^с^  пшЬЬешаЫеа;  МаЬегпг  7имогг8  деоте- 
(На;  еапопев^  1аЬи1ае  Ы  длеегяа  (1е  <Шгопот4а. 

Заг1ав1е  зто  занмсгвовано  изъ  ирииискн,  сделанной  на  нижней  сто- 
рон! деревяннаго  переплета  книги;  в'^.роатяо  эта  ирвписка  также  ста- 
ра» какъ  и  санвй  нерепжетъ;  ротъ  она: 
1п  кое  Фо11цт(пе  солИпепЫг: 

1АЬег  е1епеНоггип  АгШо1еИ8; 

Ьодьса^  МеОи^пса,  АгИНтеОеа,  Мгшсау  ВоесИ 

МлЛетшПоа  ^и^^^  Уггтгсг^  Маигпг  ^ипмаггв; 

Оеате1г{0; 

Сатпез,  1аЬи1ае  еЬ  аНа  с^  Л8(гопот1а. 
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Мн^&н1е  наше  основывае1;са  на  двухъ  соображешяхъ.  Во 
первыхъ,  Боэц1й  въ  начал-Ь  второй  книги  своей  геометрш, 
гд'6  говорится  объ  измЪреши  поверхностей,  называетъ  Ю11Я 
Фронтина  какъ  ученаго  весьма  искуснаго  въ  этомъ  д'бд']^  н 
заявляетъ,  что  онъ  многое  у  него  заимствовалъ  для  своей 
второй  книги.  Въ  вонц-Ё  сочинешя  Боэщй  даеть  снисокъ 
главнМшихъ  ри^скихъ  землем^ровъ  и  пом'бщаетъ  между 
ними  Юл1я  Фронтина.  Эти  два  обстоятельства  доказываютъ, 
что  этотъ  авторъ  писалъ  о  практической  геометрш.  Во 
вторыхъ,  отрывокъ  по  геометрш,  находящ1йся  въ  вншеупо- 


Противъ  словъ  Ма^к€т(и^са  ^и^^^  и  проч.  находится  отметка»  ве- 
роятно  также   весьма  древняя,   которую,   по  нашему  мн'Ьшю,  молено 
прочесть  такъ:  Напе  вирровиат  сгеЛо.  И  д'1^йствите1Ьно,  ни  не  нахо- 
димъ  никакою  сочинетя  Юлвя  Фирмнка  Матерна.  Правда,  что  въ  атой 
рукониси  не  доетаетъ,  въ  сошал'Ьшю,  104  листовъ  (140 — ^243),  начиная 
съ  20  павы  второй   книги  трактата  Боэцхя  о  муанк'Ь.  Можно  предпо- 
лагать,   что  остальная  часть  этого  трактата  могла  занимать  около  64 
листовъ;  такъ  что  на  40  листахъ  могли  находиться  различння  вензв^- 
стныя  сочинешя  и  въ  томъ  числ^   сочинешя  Фпрмика  Матерна;  впро- 
чемъ  этотъ  писатель  почти  совсЬмъ  неизв^стенъ  и  о  немъ  упоминаюгь 
иногда  только  по  поводу  его  трактата  объ  астролопи  въ  восьми  киигахь. 

Первый  листъ,  сл'Ёдуюлцй  за  утраченными,  именно  лнстъ  244,  содер- 
житъ  окончав1е  сочинен1я  о  правильныхъ  т^лахъ.  ЗагЬмъ  находятся 
тамъ  различные  отрывки,  помещенные  одни  вслФдъ  за  другими,  безъ 
8аглав1й  и  безъ  именъ  авторовъ,  отвосящхеся  большею  частш  къ  гео- 
метр1и  рнмсхихъ  землем'Ьровъ  и  въ  употреблявшимся  въ  то  время  м^- 
рамъ.  Въ  этой  см^си  мы  различили  сл'Ьдующхе  отрэткн,  нзъ  которнхъ 
два  посл^дше  д^аютъ  рукопись  въ  особенности  драгоценною: 

1**  Отрывокъ,  приписываемый  нами  Фронтину; 

2°  Книга  Марцхапа  1ипеллы  объ  ариеметике; 

3®  Пятая  книга  сочинец1я  Болумеллы:  2>е  ге  гиаОса^  въ  которой  го- 
ворится объ  измерен1и  полей; 

4^  Разные  друг1е  отрывки  изъ  геометрш  рнмскихъ  звмлем^ровъ; 

5^  место  изъ  15-й  главы  Е6уто1одгае  Исидора  Севнль<жаго,  где  го- 
ворится о  мерахъ; 

6^  Две  книги  геометр1и  БодЦ1я;  въ  первой  находвмъ  девять  цифръ  и 
место  о  новой  системе  счислешя;  вторая  книга  оканинвается  также 
словами  объ  этомъ  счислен1и,  которыхъ  нетъ  въ  другнхъ  кзвестныхъ 
издан1яхъ  Бо9Ц1я; 


приы^ЧАнш.  151 

хянутой  рукописи,  представляетъ  такое  сходство  со  второю 
книгою  Боэц1я,  что,  несомн']&нно,  одно  изъ  этихъ  сочиненШ 
должно  быть  списано  съ  другаго.  Ясное  и  бол'Ье  легкое 
изложеше  въ  отрывк'6  по  геонетрш  доказнваетъ,  что  онъ 
бвлъ  написанъ  ран'Ье  сочинешя  БодЦ1&;  отсюда  естествен- 
но приходимъ  къ  заключешюу  что  это  есть  то  сочинепхе 
Фронтина,  которынъ  пользовался,  по  его  собственнымъ 
словаиъ,  БодЦ1й. 

Этотъ  отрывокъ  по  геометрш  д^лаетъ  честь  своему  ав- 
тору и  бол^е  достоинъ  носить  имя  Фронтина  нежели  припи- 
сываемый ему.трактатъ  Ве  ^иа^гШе  адгагиш.  По  нашему 
хя^нЬо  это  есть  самое  лучшее  сочинеше,  вышедшее  изъ 
подъ  пера  римскихъ  геометровъ,  не  исключая  даже  второй 
книги  геометрш  Боэщя.  Бъ  этомъ  отрывке  мы  находимъ 
формулу  для  выражешя  площади  треугольника  по  тремъ 
сторонамъ;  и  вром^  того  въ  немъ  н'Ьтъ  того  нев']&рнаго 
правила,  которое  употребляли  римсше  землем']&ры  для  из- 
м^рен1я  площади  четыреугольника  '®)  и  которое  воспроиз- 
ведено даже  у  Боэц1я. 

Судя  по  сходству  во  многихъ  отношешяхъ,  должно  ду- 
мать, что  въ  эпоху  возрожден1я  это  сочиненге  послужило 
иатер1аломъ    для  геометрической   части  энциклопед1и,  поя- 


7'  Навонецъ  другое  сочиненхе  объ'употреблен1и  девяти  цифръ,  пред- 
ставддющее  зам'1(чательное  сходство  съ  -одной  стороны  съ  словаия 
Боэща  и  пйсьиоиъ  Герберта,  а  съ  другой  стороны  съ  нашею  совре- 
меннох)  системою  счисдешя. 

Сочинеше  зто,  до  сихъ  поръ  остававшееся  неизв^стннмъ,  жожетъ 
бросить  некоторый  св^тъ  на  нерешенный  еще  вопросъ  объ  истинноиъ 
зваченш  отрнвковъ  изъ  Бо8Ц1я  и  Герберта  и  на  опред^ленхе  съ  боль- 
шею точностью  той  эпохи,  когда  введена  была  въ  Бвроп']^  инд'1^йская 
вумеращя. 

Рукопись  оканчивается  изложешемъ  н^1ЕОторыхъ  поняпй  о  небесной 
оферту  потонъ  трактатомъ  объ  астрологи  и  астрономическими  таблицами. 

*^  См.  стр.  313  сборника:  Вег  адгаггае  аисЬагез  ^еде9^ие  юаг\ае; 
сига  Т7Ие1тг  в-оеМ^  сщиз  ассе^пЬ  гпЛгсез^  апЩиЫаШ  адгаггае  еЬ  по- 
^ае,  ипа  сит  N.  ВгдсШИ  поИз  еЬ  оЬеегьа^гопгЬиз,  кт^Хн.  1674,  ш  4^ 
в  стр.  172  сочввен1я  Болумеллн  Во  ге  ги$Иса  ИЪгг  ХП.  Рап8  1543  ш  8** 
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вившейся  въ  1486  году  и  им-бвшей  цосл^^  того  множество 
изданШ  подъ  заглав1емъ  МагдагНа  рЫозорЬка*  Незавнеи- 
мо  отъ  этого  обстоятедд^схва,  цридалощаго  особую  цЬну 
атоиу  отрывку  п  кашихъ  гдазахъу  его  сд^овало  бы  напе- 
чатать уже  потопу,  что  ^то  есть  лучшее  сочинеше  погео- 
метрш,  дошедшее  до  насъ  отъ  Римлянъ. 

Впрочемъ  ел'Ьдуетъ  заметить,  что  въ  этомъ  отрывке  прк 
вычислети  площади  правильныхъ  многоугольниковъ  въ 
функцш  сторонъ  встречается  ошибка,  повторенная  так&е 
Бо8Ц1емъ  и  воспроизведенная  еще  въ  конц^  ХУ  вЪка  въ 
МагдагНа  ркИозоркгеа. 

Авторъ  употребляетъ  именно  следующую  формулу: 

Если  а  будетъ  сторона  правидьнаго  кпогоугольника  и  п 
число  сторонъ,  то  площадь  выражается  такъ: 

2 •     ^ 

Нелепость  этой  формулы  очевидна:  она,  во  первыхъ,  не 
однородна;  во  вторыхъ,  изъ  нея  выходцтъ,  что  при  помощи 
уравиенгя  второй  степени  можно  найти  сторону  всякаго 
правильнаго  многоугольника,  вписаннаго  въ  кругь,  въ  фун- 
кцш  рад1уса  и,  обратно,— радхусъ  въ  функцхи  стороны.  Но 
вопросы  эти  зависятъ,  какъ  изв'Ьстно,  отъ  уравнешй  вн- 
сшихъ  степеней. 


*')  Формула  эта  пронстекаетъ  изъ  правнлъ,  данныхъ  авторомъ  ди 
правильныхъ  многоугольниковъ  въ  7,  8,  9,  10, 11  и  12  сторонъ;  но  для 
треугольника,  плтиугольниЕа  и  шестиугольника  онъ  употреблдетъ  сл^- 
дующ1я  формулы: 

для  треугольника:  — ^ — , 
для  няхнутольника;  — ^-^^ 
для  шестиугольника:  — ?-  • 
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11рцба$лсн%е.  Форуула 


которую  рнцов!^  зехлеи^рн  употребдялх  для  1ЮТ11С9вВ1я  ядо- 
щадв  дравцдьнаго  ивогоугольнвка,  ии^ющаго  п  сторону,  19- 
рахаетъ  собою  иногоугольныя  числа  порядка  (п — 2), 

Эти  нногоугодьння  числа  были  хорошо  изв'1стны  древнижъ; 
ихъ  встр'1чаехъ  въ  сочинешлхъ  Нцкомаха,  Дхблшьа,  Т90«а, 
Дюфанта  и  въ  ариеметик'Ь  Бо8ц1я,  гд*]^  имъ  посвящено  много 
]г1ста.  Отсюда  получила  происхожденхе  я  ата  формула,  упо- 
треблявшаяся римскими  писателями  и  которую  они  должны 
были  разсматрнвать  только  какъ  приблизительную.  Вцрочемъ 
лриблнжен1е  зд'Ьсь  весьма  грубо  и  не  основывается  ни  нака- 
кихъ  геометрижеекихъ  соображетяхъ. 

Мм  увндимъ,  что  Гербортъ  убедился  вь  ню^ностм  втой 
формул»  9Л9^  треугольника  и  отарадом  докаваяь  еа,  вакъ  фор- 
мулу дрвблшкедвую;  до  дзь  его  разсуаден1В  вродстека^тъ  дру- 
гое выражев1е,  именно: 

2  2' 

дотороо  мЛЬутт»л1ло  нп  лщдбдшкевва^  формула;  приблм- 
жеще  9Д^сь  Фудатъ  т^мъ  брлфе,  ж^мъ  мвД'Ье  дидеВдад  едддд- 
ца,  принятая  для  выражен1Я  стороны  а. 

Можеть  бнть  все  это  к%сто  о  измЪредш  лравильныхъ 
хногоугодьниковъ  было  введено  въ  отрывокъ  по  геокетрш, 
приписываемый  нами  Фронтину,  какимъ  нибудь  позднЪй- 
шимъ  цисахедеи^ь,  цотому  ^то  правидо  это  9ъ  дри^^^^неши 
къ  равностороннему  треугольнику  противор'Ёчитъ  другому 
етрогому  реохетритсвоку  праюлу,  пом'Ьщенноиу  раньше. 
Такъ,  въ  глав^  подъ  вагдав1емъ  Ле  Шдопо  гзоркгиго  читаемъ: 
<еели   а  есть   сторона   равноегоронняго  треугольника,    то 

<а*— Г-Р  есть  квадратъ  пердевдвдсуляра;  дерпендикуляръ 

<же,   домоо^ендкй  да  ^  есть  цлощадъ  треугольника.  Прд 
<а^ЬО,  яи^ехъ: 

(30)*-(^V=675=(26)^  и  26н-^=390. 
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<Это  будетъ  площадь  треугольникам  Правило  это  вполне 
точно,  также  какъ  и  числовое  приложеше,  если  только  бу- 
демъ  пренебрегать  дробями  при  извлечеши  корня  изъ  675.'^) 
Поэтому  нельзя  не  удивляться,  встр-Ьчая  послЪ  этого,  иодъ 
гЬмъ  же  заглав1емъ  Ле  Ыдопо  гворХеиго  следующее  другое 
правило:  сесли  а  есть  сторона   равносторонняго  треуголь- 

<ника,  то  площадь  его  будетъ — х — .    При    а=28,   площадь 


.  {28)*-4-28  812     ,.^ 

«будетъ:    -^ — '—- — ,  или    — =406.> 

Зам']^тимъ,  что  для  треугольника  со  стороною  28  полу- 
чается площадь  больше,  ч^мъ  для  треугольника  со  сторо- 
ною 30.  Это  противор^ч1е  между  двумя  числовыми  прии^- 
рами  доказнваетъ,  кажется,  что  второе  правило  не  прина- 
длежитъ  автору,  а  было  взято  изъ  какого  нибудь  другаго 
сочинешя. 

Второе  правило  сопровождается  довазательствомъ,  кото- 
рое само  требовало  бы  подтверждешя.  Вотъ  какъ  разсух- 
даетъ  авторъ.  Данная  площадь  ^9  представляетъ  площадь 
нЪкотораго  равносторонняго   треугольника,    сторона  кото- 

раго  есть  - — "1"        .  Вставляя    вместо  5  найденную  пло- 


•*)  Положить  У^в7б=26  значитъ  тоаье,  что  16.  У8=^26,илн  уЗ=^|^' 


а*  ,- 


Позтоиу  точное  выразеше  п10]цадитре7Г01ЬЕика  ^-\/з  обращается  въ 

о^     26_  ,13 

4  •  15"^  30" 
Эту  Формулу  употребддли  н'Ькоторые  латинсше  пнсателну  напр.  Ко- 
лумеиа  (2)в  ге  пмОса;  ИЬ.  У,  сар.  2);  она  употреблялась  и  въ  яо- 
в^йпоя  времена:  ее  встр^чаемъ  во  многихъ  соя[инешяхъ  по  практиче- 
ской геометр1И  (Су.  &еогдИ  УаНае,  йе  ехреипйгв  еЬ  (щгепЛлв  геЪив; 
ИЬ.  XIV  е*  9еотеЬгШ  ИЬ  V,  сар.  1У.— Б  Ъге^е  гШШо  Л  аеот^Па 
йй  91д.  СИо.  Жгапс,  Рег)егопе  сИ  Сипео;  ш  Ыопе,  1556,  ш  Л— Шгс 
Ш  <1е  1а  Сгеоте1гге  ргаИ^ие  йе  Непгюп;  р.  341  е%  349;  2-е  М1^10п, 
Раг18,  1623> 
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а^-^а 


щадь  — ^г — ,  получинъ  сторону  предположеннаго  треуголь- 

ника  а;  следовательно  найденная  площадь  в'Ьрна. 

Негодность  этого  воображаемаго   доказательства  очевид- 
на, потому  что  формула 


\/8.  площадь-^! — 1 
сторона= г 


представляетъ,    въ  иной    форм'Ь,  то  же  самое,    что  равен- 
ство:  площадь= — ^ — ,  которое  требуется  доказать. 

Но,  чтобъ  перейти  отъ  одной  изъ  этихъ  двухъ  формулъ 
ЕЪ  другой,  необходимо  ргьшишь  буквенное  уравненге  второй 
степени.  Это  обстоятельство  въ  геометрш  Римлянъ  заслу- 
гиваетъ  вниман1я. 

Такъ  какъ  разсматриваемый  нами  отрывокъ  представля* 
етъ  лучшее  и  полнМшее  сочинеше  римскихъ  писателей 
по  геометрш  и  заключаетъ,  какъ  кажется,  въ  себб  все, 
НТО  было  имъ  известно,  то  мы  перечне лимъ  зд']&сь  вс^  во- 
просы, о  которыхъ  говорится  въ  этомъ  отрывк']^. 

1-е  Вычислен1е  перпендикуляра  въ  треугольник']^  по  дан- 
ныиъ  сторонамъ  ''). 

2-е.  Вычисленхе  площади  треугольника  помощхю  этого 
перпендикуляра  и  формула  площади  въ  функц1и  трехъ  сто- 
ронъ. 

3-е.  ДвЪ  формулы  для  построешя  прямоугольнаго  треу- 
гольника въ  ц^лыхъ  числахъ,  когда  одна  сторона  есть  дан- 
ное четное  или  нечетное  число;  именно:  для  нечетнаго  числа. 


/а*-+-1\*      /а»— 1\« 

(-^ ) = (— )  -» 


<• 


**)  Авторъ  береть  дха  сторонъ  треугольника  три  числа  13,  14  и  15, 
которня  употреблялъ  Геронъ  Ахександр1Йск1Ё  въ  своеиъ  трактате  о 
геодеаш  и  которня  встречаются  также  въ  геометрш  ИвдМцевъ.  (Си. 
выше  разборъ  сочивен1я  Брамегуаты.) 
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N 

Для  четнаго  числа 


[Ш-] '=[©■-]■- 


4-е.  Быражеше  дхаметра  круга,  вписаннаго  въ  ярямоу- 
гольный  треугольниЕъ;  дхаметръ  этотъ  равенъ  сунн'Ь  кате- 
товъ  безъ  гипотенувы. 

5*е.  Вычислеше  площади  квадрата,  параллелограмма,  ром- 
ба и  четыреугольника  съ  параллельными  основашями. 

Авторъ  называетъ  одну  изъ  сторонъ  четыреугольника 
основангемъу  а  противоположную  сторону  вершгмою  или  те- 
менемъ  (Vе^^еx  зеи  согаизШз).  Слово  согаизЬиз  не  встре- 
чается теперь  ни  въ  однокъ  лексиконе;  у  новыхъ  геоие- 
тровъ  оно  употреблено,  кажется,  только  ^ьЖагдагНа  уЫ- 
ШорЫса. 

6-е.  Вычислеше  площадей  цравильныхъ  многоугольникевъ 

(основанное  на  ложномъ  правил^Ь). 

44  22 

7-«.  Отношеше  окружности  къ  дхамотруг  ^,  или  пс-- 

8-е.  Наконецъ  поверхность  сферы,  равная  площади  че- 
тырехъ  большихъ  круговъ. 

Въ  исторш  наукъ  у  Римлянъ  такъ  мало  именъ,  что  при- 
ходится упоминать  о  дисателяхъ,  остазивщихъ  сл^ды  са- 
мыхг  д^начмтельныхъ  познанШ  въ  геометрщ  м  даже  ни- 
сколько не  способствовавшихъ  развитш  этой  науки.  Та- 
кими образомъ  намъ  придется  упомянут^  о  Марц1ан^  Ка- 
пелле, Св.  Лвгустин;^,  Макроб!']^,  Боэщ^,  Касс10дор%  и 
Цсидор']^  Севильскомъ.  0сторяк9  весогласцы  относительно 
времени,  когда  жилъ  первый  изъ  этихъ  ученыхъ:  одни  относятъ 
его  къ  Ш,  а  другхе  къ  V  в-Ьку;  отъ  него  намъ  осталось 
сочинеше  въ  девяти  книгахъ  **);  дв4  первый  книги,  соста- 
ВЛЯЮЩ1Я  какъ  бы  введенте  къ  семи  остальнымЪ;  заключаютъ 


с1е  аерЫт  агНЬгм  ШегаШиз  НЬгь  вьпдШагев,  е1с. 
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въ  себ%  небольшой  философскШ  и  аллегорическШ  романъ, 
подъ  заглаВ1емъ:  Бракосочвтанге  философги  съ  Меркургемц 
семь  остальныхг  книгъ  посвйщены  с^мн  свободна11Гъ  иску- 
ствомъ:  грамматик*,  д1алоктик4,  реторик*,  геометрш,  арйв- 
метшсЬ,  астрономш  •')  и  музык^Ь. 

Въ  своей  книг*  о  геометрш  авторь  употребляет!,,  кажет- 
ся, 8Т0  слово  въ  буквальЁомъ  этимологическймъ  смысле, 
потому  что  онъ  начинаетъ  съ  понят1й  о  географ1й.  Все,  от- 
носящееся собственно  къ  геометрхи,  приводится  къ  ойред*- 
дешямъ  н^которнхъ  литй,  площадей  и  т'Ьлъ,  заимствован-- 
Еымъ  большею  част1Ю  у  Евклида  и  изложеянымъ  подъ  гре- 
чесЕнми  назвая1^мп.  Это  довольно  зам'Ь^ательно,  такъ  какъ 
во  всЬхъ  другйхъ  со«гйней1яхъ  того  же,  или  немного  позд- 
н*йшаго,  времени,  найрим^ръ  у  Воэц1Я  и  Касс1одора,  гре- 
чесшя  назвашя  зам^нен!^  латинскими. 

Енига  Марц1ана  Капеллы  объ  ариеметик^  отличается  бо-* 
л^е  ученнмъ  характеромъ,  нежели  его  геометр1Я.  Подобно 
ариеметйЕ^^  Бо9Ц1я,  она  представляетъ  подражаше  сочине- 
Н1ямъ  платоновоГг  и  пивагоровой  школы,  нреимущестзенно 
сочинешю  Никомаха,  въ  которомъ  разсматриваются  свой- 
ство чиселъ  и  разд^леше  ихъ  на  разный  категор1й:  на  чи- 
сла четныя  й  нечетный,  сложяыя,  совершенный  и  йесовер- 
шенныя,  НЗЛИШН1Я,  недостато^ныя,  плоск!я,  тФлесныя,  треу- 
гольный и  т.  п.  {питегг  рагеЗу  гтрагев^  сотрозШу  рефсН^ 
шрег/есНу  аЬипйапЬеЗу  йе'р^сгепЬез^  р1апц  воЫйц  (папдиЫ- 
т  е«с.). 

Св.  Августинъ  писалъ  о  музык*.  Ему  же  приписываютъ, 
довольно  неосновательно,  начала  ариеметики  и  геомегр1и, 
не  представля10Щ1я  впрочемъ  ничего,  кром*  простой  номен- 
иатуры. 


*')  Въ  этой  осьмо!  кнаН^  находится  весьма  ваи^чательвал  глава 
подъ  заглавгеиъ:  ^ио4  МХиа  поп  зИ  сеЫггип  оттЬиз  рХапеЫв,  въ  ео- 
тороб  Марщанъ  Капелла  заставляетъ  Меркурия  и  Венеру  обращаться 
оюло  солнда.  Отсюда  Боаерянкъ  иочерпнулъ  первую  мысль  о  своей 
мстем^. 
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Тоже  можно  сказать  о  геометрхи  Кассшдора,  заключаю- 
щейся въ  его  шестнадцатой  книг^,  гд^Ь  говорится  о  секн 
свободныхъ  искуствахъ;  и  о  геометрическомъ  отд^л^  энци- 
клопедаи  знамевитаго  Исидора  Севильскаго,  изв'&стной  подъ 
заглавхекъ  Е1уто1одгае. 

Геохетр1я  Боэцхя  имЪетъ  бол^е  значенк,  чЬиъ  толыо 
что  названныя  сочинешя;  въ  ней  бол-Ье  ученнхъ  достоинствъ; 
въ  ней  въ  первый  разъ  встречаемся  у  Рцмлянъ  съ  геоие- 
тр1ею  Евклида  и  находимъ  н'Ькоторыя  интересныя  св^д^шя 
по  истор1и  наукъ.  Мы  представимъ  обзоръ  этого  сочинетя, 
которое  в'ь  настоящее  время  мало  известно. 

Оно  состоитъ  нзъ  двухъ  книгъ.  Первая  книга  предста- 
вляетъ  почти  буквальный  переводъ  опред^лешй  и  преддо- 
женШ,  заключающихся  въ  первыхъ  четырехъ  книгахъ  Ев- 
клида. Зат^мъ  находимъ,  подъ  заглавхемъ  с[е  /гдиггз  деоте- 
(ггсгву  несколько  задачъ,  р'Ьшенныхъ  самимъ  Боэщемъ,  но 
не  представляющихъ  ничего  интереснаго. 

Первая  книга  оканчивается  изложевхемъ  новой  система 
счислен1Я,  отличающейся  и  отъ  греческой  и  отъ  римскоб, 
системы,  въ  которой  употребляются  девять  цифръ  и  въ  ко- 
торой думали  найти  во  всЪхъ  подробностяхъ  нашу  совре- 
менную систему  счислешя.  Но  атотъ  историчесшй  вопросъ, 
уже  около  двухъ  стол-^тхй  обращаюпцй  на  себя  внимаше 
ученыхъ,  до  сихъ  поръ  не  р']&шенъ  еще  окончательно.  Но- 
же мы  возвратимся  къ  этому  интересному  м^сту  геометр1и 
Боэц1я.  Мы  разберемъ  также  въ  особой  глав^  еще  другое 
мЪсто  той  же  книги,  гд^,  какъ  намъ  кажется,  находится 
описаше  звЪздчатаго  пятиугольника,  или  пятиугольника  вто- 
раго  рода. 

Вторая  книга  посвящена  практической  геометрш  въ 
томъ  вид'Ь,  какъ  она  была  известна  римскимъ  землем^раиъ. 
Эгой  второй  книг^  соотв'Ьтствуетъ  рукописный  трактатъ 
практической  геометр1и,  разборъ  котораго  мы  предложили, 
говоря  о  Фронтин'Ё;  намъ  кажется,  что  вторая  книга  Боэц1я 
списана  была  съ  этой  рукописи;  он^  отличаются  между 
собою  существенно  только  въ  двухъ  м'бстахъ  и  притомъ  къ 
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невыгоде  Бо9Ц1я.  Этотъ  писатель  ие  даетъ  формулы  для 
вычяслстя  площади  треугольника  по  тремъ  сторонамъ,  ко- 
торая есть  въ  рукописи,  и  приводить  нев'Ьрное  правило 
длл  вычислешя  площади  четыреугольника,  употреблявшееся 
римскими  аемлем^рами,  котораго  въ  рукописи  я^тъ. 

Предлагая  формулы  для  построешя  въ  ц']^лыхъ  числахъ 
прямоугольнаго  треугольяика  по  одной  данной  стороне, 
БоэцШ  приписываетъ  формулу,  относящуюся  къ  случаю, 
когда  данная  сторона  есть  число  четное,  Архитасу.  Изве- 
стно, что  Проклъ  приписываетъ  эту  формулу  Платону,  а 
другую  Пиеагору. 

Къ  концу  этой  практической  геометрш  прибавлена  еще 
часть^  находящаяся  не  во  всЬхъ  рукописяхъ  Боэц1я  и  иму- 
щая следующее  содержан1е.  Посл^  н'^Ькоторыхъ  разсуавде- 
шй  о  происхождеши,  польз'Ь  и  превосходстве  геометрш, 
Боэцгй  приводитъ  содержаше  одного  письма  Юлхя  Цезаря, 
изъ  котораго  видно,  что  этотъ  велик1й  челов^къ  желалъ, 
чтобы  во  всей  римской  имперш  и  ея  колонхяхъ  геометрк 
служила  основашемъ  для  изм^ретя  и  ограничешя  земель, 
публичныхъ  и  частныхъ  здашй,  городскихъ  укрепленхй  ш 
большихъ  дорогъ.  Авторъ  исчисляетъ  потомъ  разные  спор- 
ные случаи,  которые  могутъ  представиться  въ  вемлем^р* 
ныхъ  работахъ.  Онъ  показнваетъ,  какими  качествами  дол- 
женъ  обладать  землем^ръ  и  приводитъ  имена  знаменитей- 
шихъ  землемеровъ  и  т^хъ  императоровъ^  по  повеленш  ко- 
торыхъ  они  работали.  ДалЪе  приводятся  названхя  различныхъ 
пограничныхъ  знаковъ  употреблявшихся  для  указанк  гра- 
ннцъ  провинцШ,  большихъ  дорогъ  и  частныхъ  владенхй.  По- 
томъ авторъ  перечисляетъ  знан1Я  въ  ариеметике  и  геоме- 
трш, необходимый  для  настоящаго  геометра.  Эти  знашя  со- 
стоять изъ  свойствъ  чиселЪ;  ихъ  разделешя  на  четныя» 
нечетныя,  сложныя  и  проч.;  изъ  логическаго  порядка  въ 
изучеши  геометрш;  изъ  определешй  фигуръ^  обнимающихъ 
самую  элементарную  часть  этой  науки,  и  изъ  различныхъ 
еднницъ  меры,  употреблявшихся   у  римскихъ  землемеровъ. 

Сочмнете  оканчивается   отрывхомъ,  относящимся  только 
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къ  ариенеттсЪ,  и  мы  заметили,  что  здЪсь  просто  сое;№не' 
нн  разныя  вгЬста  изъ  первой  книги  ариеметики  Боэц1я,  ра- 
сположенння  въ  такомъ  порядк'6:  глава  32,  потомъ  ьсту- 
плеюе  я  за  т4мъ  главы  1,  2,  1, 82,  19,  20,  22,  12,  26  я  27. 
Весь  этотъ  отрывокъ  без*ь  сомн'1^шя  чуждъ  геокетрхи  Боэ- 
Ц1Я  й  присоединевъ  быль  по  ошибк'Ь  какого  нибудъ  компи- 
лятора. 

Во  вс^хъ  издая1яхъ  сочинетй  Боэц1я  и  въ  большинстве 
рукописей  находятся  только  дв^  книги  его  геометрш.  Но 
есть  рукописи,  въ  которыхъ  геометрхя  состоитъ  изъ  яяти 
главъ.  Одна  изъ  такихъ  рукописей  находится,  какъ  указы- 
ваетъ  Лябри,  во  Флоренцш,  въ  библ10тек^  Св.  ЛаврентЫ  '*). 
Ивъ  БгЫШкеса  ЫЫШкесагит  Мойфокона  (*.  I,  р.  88)  уз- 
наешь, что  другая  подобная  ле  рукопись  существуегь  въ 
бйбл10тек%  Ватикана,  вм^ст^  съ  трактатомг  о  числатго^ 
въ  двуть  ннигйа!ъ  (ВоеШ  еГв  чштеггв  Лио  ИЬгг);  кажется^  зто 
поелАдяее  сочииен1е  отличаегся  отъ  ариометикн  Боэщя. 
Жела-гакьЕо,  чтобы  эти  рукописи,  которая  могуть  б&ть  по- 
лезнн  для  истор1и  наукъ,  вышли  наконецъ  изъ  пшги  библ10- 
тФкъ* 

о  том»  ж^ЬотЬ  первой  книги  Геожтр1я  В09ц1я,  ко- 
торое отнооитси  зкь  новой  оиотек4|  очжодеи1& 

М^сто  въ  Геометрш  Боэц1я,  о  которомъ  мы  говоримъ, 
оставалось,  кажется,  долгое  время  незам^ченнымъ,  хотя  со- 
^инен1я  дтого  писателя  нер'бдки  въ  рукописяхъ,  геометр1я  з&е 
его  била  напечатана  въ  1491,  1499  и  1570  годахъ.  Кажет- 
ся, только  около  середины  XVII  в4ка  Исаакъ  Воссй,  въ 
прим^чашяхъ  къ  географхи  Помпошя  Мелы,  обратилъ  внв- 
манхе  НА  8Т0  М'1сто  и  показалъ,  что  въ  немъ  содержится 
девять  знаковг  или  цифръ.  Съ  тЬхъ  лоръ  часто  возбуждал- 
ся вопросъ,  действительно  ли  БоэцЙ  говоритъ  зд'ёсь  о  на- 
]В^  системе  счислен1я  и  д'Шствительно  ли  она  была  из- 
вФсша  Гревамъ,  какъ  сл'Ьдуетъ  это  изъ  его  словъ. 

^  ВШЫН  М$  асгепсез  Ы  1Ш%е,  Ь  I,  р.  89. 
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Этотъ  историчессай  вопросъ  представлялъ  много  интере- 
са и  самъ  по  себ'Ь  и  по  своей  важности  для  р^шешя  бо- 
1^6  общаго  вопроса  о  происхождеши  индЪйскаго  счислешя 
I  о  тонъ,  какинъ  путемъ  оно  распространилось  тДкъ  дале- 
^о  я  явилось  вдругъ  у  насъ  во  многихъ  сочннетяхъ  въ  на- 
чиЬ  Х1П*стол'Ьт1Я  •^). 


'')  Р  Вг  сочиневш  Леоаарда  Фкбонаккн  изъ  Пизн,  которое  начи- 
№тс1  такъ:  ХпЫрИ  ИЬёг  ЛЬЪаег^  ^отрозИиз  й  Ьеопаг^  (гНо  Вопассг 
^щ  т  аппо  1202;  въ  ненъ  же  встр'Ьчаемъ  въ  первой  разъ  въ  Бв- 
ров^  начало  алгебры. 

^  Бъ  сочпнен1и  о  лраЕтичесБоВ  ариеиетик']^  1ордана  Неиорар^я 
(около  1200),  оставшемся  въ  руЕопнси  въ  библхотек'Ь  Савил1я  подъ  за- 
йиел:  АХдоггвтиз  7огс1ап4,  Ьат  т  Шедггз  ^иат  гп  (гсхШ  йетоп- 
<га^и5.  Это  сочииевге  отличается  отъ  умозрительное  ариеметики  въ 
|К1ги  жвигахъ  того  же  автора,  которая  была  издана  и  объяснена  въ 
1«^)  году  Фабромъ  (ГаЬге  а'Еир1е8). 

^  6ъ  трактате  ариеметики  Сакро  Боско,  иодъ  заглав1емъ:  Тгас(аЫв 
^пт<\  написан номъ  въ  стнхахъ  въ  1236  году  и  начинающемся  сл^^- 
|ующи1гя  двумя  стихами: 

Наес  а1^оп8тп8,  аг8  ргаезевз,  дкНиг  ш  дна 
Та]1Ьн8  Тпдогпт  {гншнг  Ъ18  дпшдне  6д11Г]8. 

4^  Въ  одномъ  м'Ьсг!  сочинешя  ВресиЫт  Лос^НпаХе  Винцента  де-Бо- 
■/1194—1264),  озаглавлен  номъ:  Ве  сотриЬо  е1  аХдоггзто  (ИЬ  XVI, 
'^  ^)|  Ц'Ь  изложено  пЬлное  энаяхе  нашихъ  девяти  цифръ,  изм'Ьненге 
^пппг  ихъ  съ  положешемъ  и  употреблен1е  нуля. 

^  Въ  Ь*А1догг9те,  или  ТгаИё  д^АгНЬтёОдие,'  написанномъ  по 
1№ц|зски  неизв^к^тннмъ  писателемъ  при  Филиппе  Ш  См^^омъ  (1270 — 
^)'  (М.  Оаапоа  въ  своей  р'Ьчи  о  состоян1и  литературы  во  Франц1И 
^1Ш  в1к^,  помещенной    въ  начал']^  ХУ1  тома  ВЫогге  1Шёга%ге  сГе 

^гапсе  {т  4®,  Рапе,  1824),  ^упоминаетъ  объ  зтомъ  трактат*!  и  го- 
'^Ип»  что  онъ  находится  въ  библ1отеке  Св.  Женевьевы  лодъ  п^  ВВ,, 
'  ^  1  но,  ее  смотря  на  многократные  попеки  хранителей  этой  библ1о- 
^1  УН  ие  могли  его  тамъ  отыскать). 

^  Въ  трактат]^  Максима  Плануда  (Мах1та8  Р1апа<1е8),  иаписавномъ 
"феческн,  около  конца  ХШ  в1;ка,  подъ  заглав1емъ:  Сч'исленге  Инд^^й- 
^^  **иываемое   больишмъ  счги;Аен%емъ  (ч1ЛфОфор(а  кйт'  ''|у&ои!>,  ц*  Хсто- 

странно,  что  до  сихъ  поръ  ве  былъ  еще  напечатанъ  ни  одинъ  изъ 
"^  Т|»актатовъ  ариеметики,  столь  драгоц'1ввыхъ  для  истор1и  науки 
'  ^дставляющихъ  такой  важный  шагъ  въ  развнт1и  ума  челов^ческаго. 

^■0.  ш.  а»д.  п.  4 , 
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Впрочемъ  до  сихъ  поръ  еще  не  согласились  окончатель- 
но относительно  истиннаго  значешя  этого  и^Ьс^9^  изъ  Боэ- 
Ц1я;  большею  частш  высказывается  мн']^н1е  въ  пользу  дру- 
гаго  отрывка,  относящагося  къ  X  в'Ьку,  именно  письма  н 
небольшаго  трактата,  которые  приписываются  Герберту 
(сделавшемуся  папой  въ  999  году  подъ  именемъ  Сильвестра 
II)  и  въ  котормхъ  зам']Ьчона  была  наша  система  счислен1я: 
поел*!}  того  какъ  Валлисъ  высказадъ  это  мнЬше  въ  своей 
Исторги  Алгебры^  стали  повторять,  что  Гербертъ  первый 
познакомилъ  насъ  съ  инд-Ьйской  системой  счислеихя,  нау- 
чившись ей  самъ  у  Сарациновъ  въ  Иснанш.  Это  же  мн*- 
н1с  высказано  было  недавно  знаменитымъ  нрезидеитонъ 
аз1атскаго  общества  въ  Лондон*,  въ  его  учепомъ  разсужде- 
Н1И  о  происхождеши  алгебры  *')• 

Но  надобно  сказать,  что  мн'Ьше  это  основано  не  столько 
на  самомъ  трактате  Герберта,  который  читали  иемнопе  и 
котораго  совс-Ьмъ  не  зналъ  Валлисъ,  сколько  на  единствен- 
номъ  свидЪтельств'Ь  Вильяма  Мальмесбюри,  историка  XII 
в4ка,  слова  котораго  '*)  были  черсвъ  сто  л-Ьтъ  заимствова- 
ны    и    повторены     Винцентомъ-де-Бове  *"•).    И  странное 

Кром'Ь  этого  существуютъ  еще  друпя  сочннен1я  того  хе  времени,  вг 
которнхъ  употребляются  арабсшя  цпфры,  наорнм'Ьръ:  Календарь  Ро- 
жера  Бекона,  Письма  1ордана  Неморар1Я  и  сочинения  1)е  зркаега  и  Вй 
сотриЬо  Сакро  Боско. 

•«)  ТН%8  (вегЬеге)  чроп  Ыв  геЫгп,  ке  соптип%еа1её^  (о  СНгШ^ат 
Еигоре,  (еасЫпд  Ше  теПюй  о/  питЬегв  ип^г  1Не  ((еяьдпаОоп  о{  АЬй» 
СЦ8,  а  пате  а^агтИу  (ггяк  гп1го€1исеЛ  Ъу  Мт  (гаЫопев  пшпегогшп 
АЬас1),  Ьу  ги1е8  аЬ81ги$е  апЛ  й%((гсии  1о  Ье  ипдеЫоо€1,  ав  ШИ^^  ^^ 
МаХтевЬигу  а((%гтв.  И  %оав  ргоЬаЫу  оитд  1о  ЬНгв  оЬвсигйу  о!  Ы 
гиТев  йпЛ  таппег  ог  ЬгеаНпд  (Не  АгаЫап,  от  гаЬЬег  1пдлап  агИЬт€\ 
Не,  1Ы1  гв  таЛе  во  ИШе  ргодгевв  Ша^еп  Мв  Нте  апс1  (Ш  о(  Ш 
Ргвап  {Ьеопаг^  о/*  Ргва).  (Со1еЪгооке,  ВгаЬчледирЬа  апЗ  ВЬавеага, 
А1дёЬга,  бгвветЬАНоп,  р.  ЫП.) 

")  ЛЬасит  сетЬе  ргшчв  а  Загасетв  гарьепв,  гедиЫв  Ми,  дпае  й 
виОапНЬив  аЬасгвНв  тх  ШеШдипЫг.  См.  Ле  девОв  Лпд1огит  ИЬг\ 
V.  (ЫЬ.  II,  р.  64  е(;  65.) 

*»•)  8реси1ит  ЫвЬогШе.  Виас1,  1624,  1П  !о1.  См.  ИЬ.  XXIV,  сар.  98 

р.  997. 
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д^ло,  есдибы  основашеыъ  мнЬшю  Валлиса  служило  дМ- 
ствительно  изучеБ1е  этого  трактата,  то  мы  не  колеблясь 
сьаши  бы,  что  этимъ  самымъ  р-Ьшается  вопросъ  объ  от- 
рави изъ  Боэщя  и  что  честь,  приписываемая  Герберту, 
должна  принадлежать  Боэцш.  Потому  что,  сравнивая  трак- 
1атъ  Герберта  съ  отрывкомъ  изъ  Бо9Ц1Я,  мы  убедились 
несомненно,  что  въ  нихъ  р-Ьчь  идетъ  совершение  объ  од- 
вомъ  и  томъ  же  предмет*  и  объ  одной  и  той  же  систем* 
счислешя;  такъ,  что  оба  эти  сочинешя  должны  были  проис- 
геьать  изъ  одного  источника.  МнЬше  это,  до  сихъ  поръ 
це  ник4мъ  не  высказанное,  требуетъ  еще  подтвержден1я: 
хв  возвратимся  къ  этому  въ  другое  время  и  выскажемъ 
тогда  еще  н-Ьсколько  зам'Ьчан1й  по  поводу  трактата  Гер- 
берта *°').  Зд*сь  же  мы  должны  ограничиться  только  раз* 
<>оро1гъ  м*ста  изъ  геометр1И  Боэц1я,  представляющаго  са- 
*ую  важную  часть  этого  сочинешя,  особенно  въ  качеств* 
^динственнаго  историческаго  документа. 

Вотъ    почти    буквальный  переводъ,    который,  какъ  намъ 
адется,  передаетъ  смыслъ  этого  м*ста: 


" )  Ыринадлежнтъ  ли,  папрнм'Ьръ,  д']&Вствительно  Герберту  этотъ  трак- 
пгъ  и  письмо,  служащее  ему  преднслов1емъ?  И,  если  согласимся,  что 
1^  нихъ  говорится  о  вашей  систем'Ь  счислеи1Я  (что,  но  моему  ми']^Н1Ю, 
'^но),  то  перешла  ли  она  прямо  отъ  испанскнхъ  Сарациповъ?  Эти 
^  вопроса,  которые  мы  поднимаемъ  зд'&сь  въ  первый  разъ  посл'Ь  то-* 
п).  какъ  Герберту  сталп  приписывать,  опираясь  на  авторитегь  Маль- 
*^бюрп,  перенесете  къ  намъ  арабской  системы,  не  лишены,  можетъ 
^ить,  интереса.  Обыкновенно  думаютъ,  что  этоть  трактатъ  и  письмо 
^'кгг&лсь  въ  рукописи,  но  они  напечатаны  ц'Ьликомъ  подъ  заглав1емъ: 
^^  питегогит  Злгчбюпе  въ  сочнпевхяхъ  Беда  (672 — 735),  какъ-бн 
ЧмваА1ежап^1Я  этому  писателю.  Удивительно,  что  они  не  были  зам^ 
^вц  зд'Ьоь  Монтувлою  и  Деламбромъ,  которые  оба  говорили  о  этоК 
'^ав1  математпческнхъ  сочинен1й  Беда.  (См.  ШвШге  йе$  таШтаИдиев, 
^  1  р.  496;  II  НШо%ге  ^е  Уа81г(тот%е  апскппе,  Ь.  I,  р.  .322.) 

Теперь  является,  моя^етъ  быть  новый  историчесшй  вопросъ,  не  при- 
пехать ли  Беду  письмо  и  система  нумерации,  приписываемыя  Гер- 
Цту. 

^н  не  жеяаеиъ  касаться  этого  вопроса ^  которымъ  могли  бы  заняться 
Пеоне,   продолжаюпце    издание    ШаШге  Ш1ёгагге  Ле  1а  РгапсЬ\  мы 
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<Древн1е  обыкновенно  называли  сИдНиз  всякое  число,  не 
< превосходящее  первый  Ытез^  т.  е.  всЬ  числа,  считаемый 
«отъ  одного  до  десяти,  именно:  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  и  9. 

«Они  называли  словомъ  агОсиИ  числа  десятковъ  и  сл1- 
<дующихъ  порядковъ  до  безконечности  "*). 


позволнмъ  себ'Ь  сказать  только,  что  значительное  сходство,  замеченное 
нами  между  этииъ  трактатоиъ  п  м^стонъ  из7>  Боэщя,  какъ  въ  содер- 
жан1и,  такъ  даже  и  въ  самыхъ  словахъ,  заставляетъ  предполагать  пи- 
сателя, бол^Ье  близкаго  къ  Боэц1Ю,  сл']^довательно  Беда,  которнб  жо.п 
поздн^Ье  его  только  двумя  стол'Ьтхями.  Другой  доводъ  заключается 
въ  томъ,  что  во  времена  Герберта  Мавры  въ  Испан1||  должны  был1 
употреблять,  подобно  Инд^Пцамъ  и  Арабамъ,  пуль  (или  точку  вместо 
пуля)\  такъ  что  Гербертъ,  перенося  ихъ  систему  счпслеп1я,  также  упо- 
треблялъ  бы  нуль  и  ясно  говорплъ  бы  о  немъ;  между  т^мъ  мы  не  но- 
жемъ  найти  никакого  сл']&да  нуля  въ  этоиъ  сочиненш  п  должны  предпо- 
лагать, что  этотъ  вспомогательный  знакъ  заменялся  употреблешемъ 
столбцевъ,  какъ  у  Боэщя,  о  чемъ  будемъ  сейчасъ  говорить.  Накоиец1| 
третье  соображен1е,  подтверждающее  возможность  того,  что  Беда  иогъ 
написать  этотъ  трактатъ,  состоитъ  въ  томъ,  что  наши  цпфрм  найдены 
были  въ  н^которыхъ  весьма  древнихъ  рукописяхъ  сочпнев1В  Беда., 
какъ  это  замечено  Валлисомъ  въ  Истор1п  Алгебры  (стр.  11). 
*®*)  Т.  е.  числа  въ  десять,  сто  и  т.  д.  разъ  болыйхя  одного  Лгдииз, 
Это  разд'Ьлен1е  чпселъ  на  ^гдШ  и  агОсиИ  им-Ьдо  главною  ц'Уью 
дать  особое  на8ван1е  цифрамъ  единицъ  и  десятковъ  въ  числахъ,  со- 
стоящихъ  изъ  двухъ  цифръ,  напр.  27,  такъ  какъ  яти  дв!;  цифры  прп 
вычислен1и  могутъ  являться  вовсе  не  какъ  единицы  п  десятки.  Это 
случится,  напрни']&ръ,  когда  число  27  при  умножен1и  получится 
отъ  произведен1я  первой  цифры  множителя  на  вторую  пли  третью  цп* 
фру  множимаго. 

Назван1я  Идииз  и  агШиТиз  заслуживаютъ  особаго  вниман1Я,  потому 
что  ими  однпми,  можно  сказать,  уже  указывается  наша  система  счл- 
слешя,  въ  которой  они  съ  того  времени  постоянно  употреблялись: 
именно  въ  X  ьЪи'^  или  ранЪе  въ  трактат^^,  приписываемомъ  Герберту; 
въ  ХШ  в'Ьк'Ь  въ  сочинетяхъ  Сакро  Боско,  Вннцента  де  Бове  и  др.;  въ 
эпоху  возрожден1я  во  всЬхъ  сочинен1яхъ  по  ариеметик'Ь,  которыя  на- 
чинались всегда  также  какъ  и  это  м^^сто  изъ,Бо9ц1я.  См.  Ори9еи1ьт 
Ле  ргахг  питёгогит  дтЛ  а1даг%8тит  ^оссий^  весьма  древнее  сочние- 
Н1е,  .которое  нашелъ  и  нздалъ  въ  1503  году  1о(1оса8  СИсЬ1оуеа8;  Маг- 
дагНа  рЬПозорЫса;  Зитта  йе  АгНЬтеЫса  Луки  Бурго;  Л[дагиктп8  ^е- 
1поп8(га(г18  Шонера;  ВерЫт  рагИит  ХюдШгсае  агИктеИсез  диШюпез 
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^Шшегг  сотрозгН  суть  т%,  которыя  заключаются  меаду 
<первнмъ  и  вторымъ  Ышез^  т.  е.  между  десятью  и  двадцатью 
<н  вс^  сл'Ьдующ1я  за  исключешемъ  ЫтИез. 

<Китегг  гпсотрозШ  суть  всЬ  сИдШ  и  ИтИез  "*). 

«Умножаюиця  числа  изм'Ьняютъ  свои  жЬстя;  т.  е.  большее 
<чнсло  есть  иногда  множитель  меньшаго,  а  иногда  меньшее 
(Множитель  большаго.  Часто  число  есть  множитель  самаго 
«себя.  Но  д'Ьлителями  большихъ  чиселъ  бываютъ  всегда  чи- 
<сла  меньиия. 

«Пиеагорсйцы,  чтобы  изб']&жать  ошибокь  при  умножешяхъ, 
<д11ен1яхъ  и  изм'Ьрен1яхъ  (такъ  какъ  они  во  вс^Ьхъ  вещахъ 
«отличались  изобр'Ьтательност1ю  и  утончеиност1ю),  изобрЪ- 


Шротера;  АтЫНтеИса  ргасЫса  1п  ^игщт  раНев  ЛгдеаЬа  Морс1аЕа: 
АтиКтеОса  ргасИса  ИЪггв  IV  аЬзоШа  Оровц1Я  ф|ше;  ЛгиНтеИсаё 
ргасИсае  те^коЛиз  (асгИв^  Геммы  Фриз1Д  и  пр.) 

'*^)  Такииъ  образомъ  ИтИев  были  ничто  иное  вавъ  агЫсиИ. 

Въ  супиюсти,  сд']^довательно.  было  только  три  рода  чиселъ:  сИдШ, 
•хгОсиИ  и  питегъ  сотрозгН.. 

Такое  разд'Ълен1е  чиселъ  на  три  рода  излагалось  во  вс^^хъ  ариеме- 
тккахъ  въ  эпоху  возрождешд.  Слово  Ытез  употреблялось  также  во 
иогихъ  сочпнешдхъ,  по  оно  не  означало  чиселъ  и  ирилагалось  толь- 
^  въ  совокупности  чиселъ.  Словомъ  ИтИеа  означались  разные  поряд- 
и:  единицы,  десятки,  сотни  и  т.  д.,  что  Греки  называли  1>г^€&Ь€1,  Та- 
Ш1ъ  образомъ  ргтиз  Итез  означало  норядокъ  или  столбсцъ  единнцъ, 
ксипйиз  Ь'тб5— норядокъ  пли  столбецъ  десятковъ  и  такъ  дал^е. 

Въ  сл^дующемъ  иЬст^  изъ  АЬдогИЪтиз  Летопз1гаЬиз  Шонера  совер- 
шенно ясно  оиред'Ьлено  значеше  словъ  ЛгдЫиз^  агНси1из,  пгипегиз 
^'Шровииз  и  Ытез. 

ВгдИиз  ез1  отпгз  питегиз  тгпог  йесет.  ЛгИси1из  Ы  отпьз 
итетиз  дш  сНдиит  Лесир1<и^  аиЬ  сИдШ  ^есир1ит,  аиЬ  йесирЫ  Ле- 
'^]>2к9»1,  е1  зге  т  гп^гпИит.  ЗерагапЫг  аШет  йгдШ  еЬ  агИсиИ  гп 
ИшИев,  Ытез  езЬ  соИесНо  потт  питегагит,  ^иг  аи1  йгдШ  зглп!;^ 
'<«<  йдИогит  аедие  тиШрИсез,  диШЬеЬ  виг  геШШ.  Ытев  Надце  ргр- 
«К8  йгдиагшп.  ВеатЛив  рптогит  агЫсиХогит,  ТегНиз  Ы  весипск)- 
^ит  агНеиЛагит.  Ш  зге  гп  гп/'гпНит^  Нитегиз  сотровгЬив  езЬ  ^и^ 
"^М  ех  питеггз  ^шгзогит  ПтИит.  Пет  питегиз  сотрозНиз  е^ 
^  р^и^^Ь^гз  (гдиггв  вгдт/лсаШгв  гергевапШиг. 
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<ли  для  своего  употребления  таблицу^  которую  онн  въ 
«честь  своего  учителя,  назвали  таблицею  Пивагора]  пото- 
<му  что  первую  мысль  о  написанвомъ  ими  они  получили 
«отъ  этого  философа.  Новые  назвали  эту  таблицу  аЬасиз. 

<При  помощи  этого  средства,  они  могли  найденное  усил1я11и 
«своего  ума  сд'блать  легко  доступнымъ  обыкновенному  и 
«всеобщему  познашю  и,  такъ  сказать,  очевиднымъ  для  глаза. 
((Таблиц-^  этой  онн  придали  довольно  любопытную  форму, 
«которая  изображена  ниже.» 

Посл-Ь  этого  сл-Ьдуеть  таблица  умноженьяу  какъ  въ  изда- 
шяхъ  Боэц]я,  такъ  вероятно  и  въ  рукописяхъ,  бывгаихъ  вь 
распоряжеши  писателей  изучавшихъ  это  м']Ьсто;  потому  что 
вс^  разсужден1я  ихъ  основываются  на  такомъ  предположе- 
Н1И  и  Вейдлеръ  видитъ  въ  этомъ  доказательство,  что  Боэц1й 
описываетъ  здЬсь  именно  наши  цифры  и  пашу  систему  счи- 
слен1я  *'^*).  Но  такой  таблицы  Пиеагора  нЬтъ  въ  прекра- 
сной рукописи  XI  в^ка,  принадлежащей  библ10тек1^  Шартра, 
рукописи,  которая  во  многихъ  мЬстахъ  правиль[1']&е  издаша 
1570  года.  Это  обстоятельство  пораждаетъ  мысль,  что  то, 
о  чемъ  БоэцШ  говоритъ  въ  дМствительности,  вовсе  не  бы- 
ло таблицей  умножетя  (которая  на  основаы1и  именно  это- 
го м'Ьста  и  названа  была  впоследствии  Иивагоровоюу  По 
этой  причип'Ь  мы  предположили,  что  трудность  объяснить 
смыслъ  словъ  автора  могла  происходить  отъ  того,  что  ихъ 
относили  къ  шаблицгь  умножетя.  Но  что  же  было  на  еа 
м-ЬстЬ?  Наша  рукопись  не  даетъ  прямаго  отвЬта  па  этогь 
вопросъ,  но  можетъ,  кажется,  навести  на  истинный  путь. 

Вотъ  что  мы  въ  ной  находимъ. 

Въ  первой  строке  написаны  девать  знаковъ,  которыми 
БоэцШ  означалъ  девять  первыхъ  чиселъ:  одинъ,  два,  три.... 
девять.  Они  написаны  отъ  правой  руки  къ  л^^вой  н  надъ 
ними  означены  ихъ  имена. 


'^*)  1^Ясиед%и1п    оЬзегроНопит  аЛ  ЬШоггат    питегаНит  регИпеп- 
Пит,  е1с.  ЖШотЬст^,  т  4%  1755,  (28  страницъ). 
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^а^та8.     АгЬаз.        Опша.        Ап<1га8.        1^. 

ч    ъ     а    "С     I 

81ро8. 

СеЬпИз.     Тетешаз.     2еш8.         СаШз.    **' 

®     б'    ^    л     ь 

Посл*]^  девяти  знаковъ  мы  видимъ  кружокь,  въ  когоромъ 
ювсана  буква  а;  ниже  мы  будемъ  говорить  объэтомъ  деся- 
том! знак]^. 

Подъ  этой  первою  строкою  находится  другая,  на  которой 

|шисаны  римсшя  цифры  I,  X,  С,  М,  X,  С,  М.  I  и  проч.  так- 
же отъ  правой  руки  къ  Л']^вой. 

^  оат^^мъ,  въ  трехъ  другихъ  строкахъ  написаны  римскими 
-цфрами  друг1я  числа,  именно:  половины,  четвертыя  и  ось- 
пи  части  предыдущихъ. 

Накоиецъ  еще  въ  двухъ  строкахъ  пом']&щены  другхе  рвм- 
№  ;)паки,  изо6ражающ1е  дЬлешя  унца  {ипсьау  дюймъ)  и  въ 
юсл^днейстрокЬ— числа  1,  2, 3, 4,...Л2,  написанныя  римски- 
и  цифрами. 

1Ьъ  всего  этого  мы  беремъ  только  строку  цифръ  I,  X,  С, 

Х,Хн  т.  д.  и  предполагаемъ,  что  табл^гщ,  которая,  по 
оовамъ  Боэц1я,  «названа  была  древними  таблицею  Пиеаюра 

ш 

*1  получила  у  новыхъ  яазваи1е  АЬаси^^  во^все  не  есть 
'^лица  умноженгяу  но  таблица,  назначаемая  для  вычисле- 
|п}  при  помощи  новой,  излагаемой  зд^сь,  системы  нумерацш. 

Особенности  этой  таблицы  и  годность  ея  для  подобной 
1(дн  заключаются  въ  с л'Ьдующемъ. 

*^)  Наззав1я  эти  ва&дсны  ухо  были  въ  одной  рукописи  ученымъ 
^нташстонъ  Сггеауов'оиъ.  Знаиеиитый  Гюэ  (Нае1,  ёубдае  (1'АугапсЬе) 
'111^1.,  что  они  внесены  быди  туда  по8ДН!Ьс  Боэц1я  въто  время,  когда 
!^'  Европе  расоространядось  знаше  арабской  литтературы,  съ  тою 
^Ю}  чтобъ  указать  на  ихъ  восточное  лропсхождои1е.  Четыремъ  сдо- 
^^  АгЬал,  0и{1П(18,  2^епг8  н  Тетепга$  онъ  ириппсывадъ  происхожде- 
ние ецю&ское  {ВетопвЬгаНо  ЕьапдеИса,  ргор.  IV.  Также  Гоидьброп- 
1ера  иШогга  тЫЬевеоз,  р.  744.) 
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Въ  верхней  части  начерчена  была  горизонтальвал  лншя, 
разд'бленная  на  несколько  равныхъ  частей  и  изъ  точекъ 
д'блешя  проведены  были  вертикальный  лин1и.  Каждыя  дв^ 
так1я  лиши  составляли  сшолбецъ  {со1итпа). 

Надъ  столбцами,  на  горизонтальной  лиши  написаны  бы- 
ли,  отъ  правой  руки   къ  лЪвой,  римск1я  цифры  I,  X,  С,  М, 

X,  С,  М.  Г,  X.  М.  I,  и  проч.,  означающ1я  одинъ,  десять,  сто, 
тысячу,  десять  тысячъ,  сто  тысячъ,  тысячу  тнсячъ,  десять 
тысячъ  тысячъ  и  т.  д. 


Х.1.М.1 1,М.1 

С.М.1  Х.М.1  МД 

С 

X 

М 

С 

X 

I 

• 

При  помощи  этой  шаблицЫу  вводимой  нами  вместо  та- 
блиг^ы  умножетя^  мы  можемъ,  кажется,  сд^^лать  понятнымъ 
текстъ  Боэц1я,  переводъ  котораго  будемъ  теперь  продолжать: 

»Вотъ  какъ  пользовались  только  что  описанною  табли- 
«цею.  Употребляли  разной  формы  аргсез  или  скагаскп^. 
«Н'Ёкоторые  употребляли  для  аргсез  слЬдующхе  знаки:  I,  ко- 
«торый  соотв-Ьтствовалг  единице,  ^ — двумъ,  3?  —  тремх, 
а  РР.  —  четыремъ,  ^  •  пяти^  р*  —  шести,  ^  —  семи 
•8  —  восьми  и  наконецъ    <^ — девяти  *®*).    Друпе,  чтобы 


10в> 


*)  Воспроизводимъ  зд'Ъсь  девять  цифръ  въ  томъ  вид'Ь,  кааъ  01)^ 
изображены  въ  этоиъ  иЬст'Ь  нашеВ  рукописи.  Мнопя  изъ  няхъ,  в&къ 
мы  видииъ,  отличаются  отъ  цифръ,  находящихся  вн^  текста;  это  за- 
стаыяетъ  предполагать,  что  посхЬдн]я  бы1и  прибавлены  кавлмъ  набудь 
переписчикомъ.  Этимъ  подтверждается  наше  нв^^ше,  что  строка  этихъ 
цифръ  въ  подлинной  рукописи  Боэц1я  не  входила  въ  составь  таблицы^ 
о  которой  онъ  говорить;  такъ  что  таблица  состояла  только  язь  верти- 
кальныхъ  столбдовъ,  наверху  которыхъ  были  надписана  числа:  одинъ, 
десять,  сто,  тысяча  и  т.  д.,  озиачаБШ1я  единицы,  десятки,  сотни  нор. 
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«подьаоваться  этой  таблицей,  брали  буквы  азбуки,  тавъ  что 
«первая  буква  соответствовала  единиц'6,  вторая  —  двумъ, 
«третья — тремъ  и  сл^дуюпця— сл|1дующимъ  по  порядку  чи- 
«сламъ.  Наконецъ  иные  ограничивались  употреблешемъ  при 
«этихъ  д%йств1яхъ  обыкновенныхъ  знаковъ,  и  прежде  упо- 
атреблявшихся  для  обозначешя  чиседъ.  Эти  аргсез  (каковы 
«бы  они  ни  были)  употреблялись  точно  также  какъпыль  ^*'), 
«такъ  что  если  они  пом'Ьщались  подъ  единицами,  то  каж- 
<дый  изъ  нихъ  иогъ  означать  только  ЛгдШ.у^ 

Эта  последняя  фраза  и  следующ1я  за  нею  весьма  важны. 
Въ  нихъ  именно  выражается,  какъ  кажется,  отличительный 
характеръ  нашей  системы  счисленхя,  именно:  значенье  мгь- 
ста  гщфръ.  Чтобы  понимать  эти  фразы^  необходимо  обра- 
тить внимаше  на  таблицу,  описанную  и  начерченную  нами 
выше;  зд^сь  именно  оказывается  польза  и  употреблеше  этой 
таблицы. 

Повторимъ  посл'1днюю  фразу  Боэщя  и  будемъ  продолжать: 

«Бели  различные  аргсез  помещались  подъ  единицею  (т. 
«е.  въ  сшолбщь  единицъ\  то  они  всегда  представляли  ЛгдИг. 

«Если  пом^стимъ  первое  число,  т.  е.  два  (потому  что 
«единица,  какъ  говорится  въ  ариеметикахъ,  не  есть  число,  но 
«начало  и  основан1е  чиселъ),  итакъ^  пом'Ьщая  два  подъ 
«лншею,  означенною  числомъ  десять^  условились,  что  это 
«означаетъ  двадцать;  три  означало  бы  тридцать;  четыре 
« — сорокъ;  и  другимъ  слЪдующимъ  числамъ  придали  также 
«значен1е,  соответственно  ихъ  наименованш. 

аПом']^щая  т'Ьже  аргсез  подъ  лишею,  отмеченною  числомъ 
«сто,  положили,  что  2  будетъ  означать  двтьсти;  3 — три- 
^ста;  ^— четыреста;  и  также  друпя^  соответственно  ихъ 
«нанменован1ямъ. 

«И  такъ  далее  для  следующихъ  столбтвъ:  эта  система 
«не  вела  ни  къ  каки1(^  ошибкамъ.» 


'*')  На  юагге  сей  ри1г?егет   Лгврегдеге Боэщй,  безъ  со11В^1^и1я,   х^ 

даетъ  намекъ  на  ри1ш  егиЛНив  Цицерона  (2>е  пЫига  Оеогит,  ИЬ. 
Шэ — ^пыль,  которою  древше  оосндахи  аЬасг,  чтобы  чертмть  на  нихъ 
геонегрнчесшд  фигуры. 


170  ПРИМФЧАН1Я. 

Во  всемъ  этомъ  можно,  кажется,  видеть  довольно  ясное 
описаше  начала  нашей  системы  счисленгя,  т.  е.  значенге 
положенья  цафръ^  возрастающее  въ  десятичной  прогресс1в 
съ  права  на  л1>во*  Употребляемые  при  этомъ  столбцы^  наз- 
ванные въ  тексте  словомъ  радгпгйа  или  радгпа  (полоска) 
давали  возможность  обойтись  безъ  нуля,  такъ  какъ  тамъ, 
гдЬ  мы  его  употребляемъ,  оставалось  пустое  м^сто. 

Прибавл€ч%е,  Сюва  радЬпа  и  радгтИщ  которня  мн  пере- 
ве^и  сювомъ  столбецъу  чтобы  придать  яовы!  смыслъ  тексту 
Боащя,  употреблены  были  атамъ  автороиъ  еще  въ  пав^^  XVI 
четвертой  книги  его  трактата  о  музык"!;  и  зд']&сь  они  ин^ютъ 
очевидно  то  же  самое  звачон1е:  столбцы  зд'1;сь  онисавы  н  оз- 
начены на  чертеже  и  въ  текст^^  буквами. 

Почти  такое  же  значеа1е  словъ  радта  и  радти1а  нахо- 
димъ  мы  еще  въ  одной  астрономнческо&  стать'Ь,  гд^  имя  обоз- 
начено разстояше  между  двумя  концентрмчоскими  кругами  при 
описан1и  астроляб1и.  Статья  эт&  находится  въ  рукоиисн  XI 
ъ^кл  цосл^  письма  Герберта  къ  Бьоястантину  о  иостроен1и 
небесной  сферы.  (Маназсп!;  ^е  1а  ЫЫЫЬёдне  (1е  0]1аг1ге8). 

Одно  МЕСТО  взъ  ариеметикн  Плануда  также  согласно  съ 
предноложешемъ,  что  при  введенш  нашей  системы  счисле- 
В1Я  употреблялись  столбцы,  д'Ьлавпие  ненужнымъ  употре- 
блен1е  нуля.  Цланудъ  говорить,  что  нуль  (т^^^ро^)  стсмится 
на  пусшыхь  лиьагшхъ;  и  какъ  мгьспьа  увеличиваютъ  значе- 
нге цифръу  также  дгьисшвуютъ  и  нулщ  залтняющге  пуе- 
тыя  мгьста.  '^")  Такимъ  образомъ  прежде  введешя  нуля 
употреблялись  пустыя  м']Ьста,  что  могло  быть  возможно 
только  при  помощи  столбцевь.  Когда  захот']^ли  уничтожить 
столбцы  и  не  сгЬсняться  употреблсн1емъ  таблицы,  приго- 
товленБвй  для  такого  рода  вычислен^,  то  очень  можетъ 
быть,  что  сначала  оставляли  ихъ  то.1ько  тамъ,  гд^  были 
пустыя  м'Ьста;  такъ,  что  двЬ  маленьк1я  вертиЕсальныя  лиши 
(составляющ1Я  сшолбецъ)  означали  пустое  м'&сто  и  зам'Ёня- 
ли  собою    теперешшй  нуль  *).    Посл']^  того    изменили    это 


^)  Ве1атЪге,  НШогге  йе  ГайЬгопотге  апсгеппе,  Ь,  I,  р.  519. 
')  Последняя   фраза  была  первоначально   напечатана    авторонъ  въ 
такомъ  видЪ:  <Реи1-ё1гс,    чпапс!  оп  апга  Уоа1а  вирргшег  1е8  со1о1ше8, 
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означеше  въ  нашъ  обыкновенный  нуль,  который  проще  пи- 
шетсд. 

ИздоФивъ  сжато  начало  новой  системы  счислешл,  БоэцШ 
даетъ  правила  для  умножетя  и  д'1лен1Я.  Вотъ  какъ  онъ  ихъ 
внражаетъ: 

«При  умножев]яхъ  и  дЪлешяхъ  надобно  знать  и  наблю- 
«дать  старательно,  въ  какомъ  столбцп>  должно  пок'1щать 
<(НдШ  и  въ  какомъ  агНсиИ.  Ибо,  если  число  единицъ  есть 
«множитель  числа  десятковЪу  то  сИдШ  помещаются  къ  де- 
«сяткамъ,  а  агЫсиИ  къ  сотнямъ;  если  тоже  число  есть  мно- 
«житель  числа  сотенъ,  то  ЛгдШ  пом']^щаются  <съ  сотнямъ, 
<и  агИсиЫ  къ  тысячамъ;  если  оно  есть  множитель  числа 
«тнсячъ,  то  сИдШ  пом']^щаются  къ  тысячамъ,  а  агНсиИ  къ 
«десяткамъ  тысячъ;  если-множитель  числа  сотенъ  тысячъ, 
«то  (ИдШ  помеа^|аются  къ  сотнямъ  тысячъ,  а  агИсиИ  къ 
«тысячамъ  тысячъ. 

«Но  если  число  десатковъ  есть  множитель  числа  десят- 
«ковъ,  то  ЛгдгИ  помещаются  въ  столбцгь  отм1ьченномъ  ни- 
*сломь  сто,  %  агИсиИ  къ  тысячамъ. 

«Если  оно  есть  множитель  числа  сотенъ,  то  (ИдгН  пом^- 
«щаются  къ  тысячамъ,  а  агИсиЫ  къ  десяткамъ  тысячъ. 

«Если — множитель  числа  тысячъ,  то  сИдШ  помещаются 
«въ  столбце  десятковъ  тысячъ,  а  агИсиИ  въ  столбце  со- 
«тенъ  тысячъ. 

«И  если  оно  есть  множитель  сотенъ  тысячъ^  то  сИдШ  по- 
«иещаются  къ  тысячамъ  тысячъ,  а  агНсгЛг  къ  десяткамъ 
«тысячъ  тысячъ. 

« Подобны  мъ  же  обравомъ^  если  чяаю  сотенъ  есть  мно- 
«житель  и  т.  д.> 

Все  это  место  очень  понятно  и  совершенно  соответству- 
еть  правиланъ,  наблюдаемымъ  нами  при  умноженш;  въ  слу- 


«е!  пе  ра8  8'а81гр1П(1гс  й  Габа^е  (1'а11  иЫеаа,  ргёрагё  ровг  се  ^евге  (1в 
<са1са18,  аага-1-оп  1а188ё  5еа1ешеп1;  ссИев  ой  зс  1гоиуа1еп<;  Лев  2ёго8 
<с1е  80г1е  дп\а1ог8  йеих  ре111с8  Идпев  усгМсакв  (^гтап(;  ппе  соХоппе) 
<а11га1сп1  Га1(  Го№се  да  2ёго.>;  потомъ  она  исправлена  въ  прибавле- 
а1иъ.  Др-  Перев, 
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ча*!  нужды,  оно  иожетъ  служить  подтеерждешемъ  того  смы- 
сла, который  мы  придали  предыдущимъ  фразамъ.  Въ  этомъ 
именно  м'1Бст'&  находили  главнымъ  образомъ  сходство  съ 
нашею  системою  счислсшя. 
ЗатЪмъ  сл-Ьдують  правила  д^^ленхя.  Авторь  начинаетъ  такъ: 
«Теперь  уже  Д'Ьлешя  какихъ  угодно  большихъ  чиселъ 
«будутъ  нетрудны  для  читателя^  умъ  котораго  подготовленъ 
<предыдущимъ.  Поэтому  мы  будемъ  говорить  кратко  и,  если 
«встретится  какое  нибудь  затруднен1е,  то  мы  нредоставля- 
<емъ  вниманш  читателя  заботу  разр'Ьшнть  его.> 

Неясность  текста  ненозволяетъ  намъ  переводить  дал'1е; 
мы  предполагаемъ,  что  текстъ  этотъ  дошелъ  до  насъ  въ 
неподномъ  и  искаженномъ  видЪ;  по  н^тъ  надобности  въ 
продолжеши,  чтобъ  составить  мн^ше  о  систем'Ь  счислешя, 
излагаемой  Боэцхемъ:  для  этого  совершенно  достаточно  пре- 
ды дущаго. 

Правила  Д']^лен1я,  предлагаемыя  авторомъ,  относятся,  какъ 
намъ  кажется,  къ  сл'бдующимъ  случаямъ: 

V  Разд'Ьлить  десятки  на  десятки,  или  сотни  на  сотни 
и  т.  д. 

2^  Разд'Ьлить  десятки,  сотни,  или  тысячи  и  т.  д.  на  еди- 
ницы; или  сотни,  тысячи  и  т.  д.  на  десятки. 

3®  Разд'Ёлить  десятки  или  число, .  составленное  нзъдесят- 
ковъ  и  единицъ,  на  число,  составленное  изъ  десятковъ  и 
единицъ. 

4^  Разделить  сотни  или  тысячи  и  т.  д.  на  число  состоя- 
щее  изъ  десятковъ  и  единицъ. 

5®  Наконецъ,  раздЬлить  сотни  или  тысячи  на  число,  со- 
стоящее изъ  сотенъ  и  единицъ. 
Зд^сь  кончается  первая  книга  Геометр1и  Боэц1я. 
На  приведенное  нами  м'Ьсто  указывали,  какь  на  един- 
ственное^ въ  которомъ  говорится  о  новой  систем']^  счисле- 
н1я;  и  оно,  в-Ьроятно,  встр'Ъчалось  Д'Ьйствительно  одно  въ 
рукописяхъ,  надъ  которыми  работали  до  сихъ  поръ.  Но 
рукопись^  находящаяся  у  насъ  передъ  глазами,  содержитъ 
въ  коиц']^    второй   книги   о  томъ  же    предмех'Ь  еще  другое 
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м^сто,  которое  заслуашваетъ  внинашя,  такъ  какъ  въ  ненъ, 
какъ  намъ  кажется,  весьма  ясно  выражено  значете  м'Ьста 
цифръ.  Вотъ  оно: 

Всл'Ьдъ  за  таблицею  долей  унца  Бо9Ц1Й  прибавляете: 

«При  составлеши  таблицы,  приведенной  выше,  они  (дре- 
<вн1е)  употребляли  знаки  разнаго  рода  и  различныхъ  формъ. 
«7  насъ  во  вс^хъ  вычислешяхъ  подобнаго  рода  употре- 
«бляются  только  т^  знаки,  которые  мы  изобразили  при  по- 
«строеши  аЬасиз.  Первую  лишю  этой  таблицы  мы  назначи- 
«ли  для  единицъ,  вторую  для  десятковъ,  третью  для  сотенъ, 
«четвертую  для  тысячъ,  паконецъ  друпя  лиши  для  КтИев  *  ^) 
«другихъ  чиселъ.  Если  аргсез  помещены  въ  первой  лиши, 
«то  они  означаютъ  единицы,  во  второй — ^десятки,  въ  третьей 

ч 

<— сотни,  въ  четвертой— тысячи  и  такъ  дал4е.» 

Посл%  этого  Боэц1й  показываетъ  величины  долей  унца, 
для  которыхъ  прежде  этого  онъ  далъ  только  назван1я  сНдг- 
Ыву  8(а1егау  диаг1гап8,  ЛгасНта  и  пр. 

Все  это  мЪсто  относится  очевидно  къ  таблиц'^  д^лен1й 
унца  и  должно  быть  внесено  въ  сочинеше  Боэц1Я. 

Изъ  предыдущаго  можно,  кажется,  заключить,  что  изла- 
гаемая Боэщемъ  система  счислен1я  есть  десятичная  систе- 
ма, въ  которой  употребляемыя  имъ  девать  цифръ  получали, 
смотря  по  положешю,  различния  величины,  возрастающая 
въ  десятичной  прогресс1и  отъ  правой  руки  къ  л'Ьвой;  и  что 
эта  система  счислешя  есть  ничто  иное,  какъ  система  Ин- 
дМцевъ  и  Арабовъ  и  наша  современная,  съ  т^мъ  только 
незначительнымъ  различхемъ,  что  въ  ней  на  практик'^  оста- 
влялись пустыя  м'Ьста  тамъ,  гд'ё  мы  ставимъ  нуль;  этотъ  деся- 
тый, вспомогательный  знакъ  заменялся  употреблешемъ  стол - 
бцовъ,  ясно  обозначавшихъ  порядки  единицъ,  десятковъ,  со- 
тенъ и  т.  д. 


^^)  Зд'Ьсь  Бо8Ц1Й  употребляетъ  слово  Итез  въ  значеши  подобномъ 
тому,  какое  дано  было  этому  сюву  яовыин.  Си.  что  мы  говорили  выше 
въ  внноск!  о  АЦогИктив  ^^етапвЬгаЫз  Шонера. 
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Мы  должны  прибавить,  что  въ  рукописи,  которою  мн 
пользуемся,  всл'Ьдъ  за  девятью  цифрами  съ  надписанными 
ихъ  именами  находится  поел!;  цифры  девять,  въ  то!  же 
строк'б,  десятый  знакъ,  именно  вружокъ,  въкоторомъ  напи- 
сана маленькая  буква  а.  Весьма  в'Ьроятно,  что  этотъ  деся- 
тый знакъ  представляетъ  собою  нуль;  вписанная  буква  а 
есть,  можетъ  быть,  окончаше  слова  зурНга^  или  первая  бу- 
ква слова  агсиа;  это  слово  употребляется  въ  той  же  руко- 
писи въ  другой  стать^Ь,  также  о  систем'^  счисления,  для 
обозначешя  столбцовъ,  потому  что  начерченные  тамъ  стол- 
бцы отмечены  сверху  дугами  круговъ  и  буква  а  могла  оз- 
начать, что  кружокъ  зам'Ьняетъ  собою  столбецъ.  Такое 
происхождеше  нуля  было  бы  весьма  естественно. 

Мы  не  думаемъ,  что  бы  этотъ  десятый  знакъ  находился 
въ  подлинной  рукописи;  оиъ,  вероятно,  былъ  прибавленъ 
позднее.  Но  не  излишне  обратить  на  него  внимаше  въ  ру- 
кописи XI  в]&ка,  потому  что  обыкновенно  думаютъ,  что 
нуль  введенъ  у  насъ  только  въ  начале  ХШ  в'Ька  Фибонак- 
ки  и  это  мн-Ёше  разделяется  самыми  почтенными  писателями. 

Наше  изъяснеше  этого  м^ста  изъ  Бо9Ц1я  основывалось 
на  двухъ  предположен1Яхъ:  во  первыхъ  на  томъ,  что  упо- 
требляемое тамъ  слово  аЪасиз  совсЬмъ  не  означаетъ  табли- 
цы умноженгя,  какъ  это  предполагалось  до  сихь  поръ;  во- 
вторыхъ, — ^что  оно  означаетъ  таблицу  особаго  расподоже- 
н1я,  прим'Ьненную  къ  вычнслешямъ  по  новой  системе  нумера- 
щи.  Это  двойное  предположен1е  не  противоречить  литера- 
турнымъ  указашямъ  о  древнемъ  значеши  слова  аЬас^в  и 
подтверждается  значешемъ,  которое  оно  им^ло  въ  средше 
в^ка  и  даже  еще  въ  начале  ХУ1  в^ка. 

действительно: 

Р  Известно  изъ  различныхъ  греческяхъ  и  рлмскихъ  пи- 
сателей, употреблявшихъ  до  Боэщя  слова  а|3а^  и  аЬасив^ 
что  ими  означалась  собственно  таблица,  на  которой  древ- 
те  &9ЬАали  ариеметическгя  вычислетя  и  чертили  %еом€- 
трическгя  фигуры.  (См.  Ро1уЬш8,  НЬ.  V;  Р1п1агс11,  ТИа 
Са(опг8  Шгсепзгз^   въ  конце;  Рег8Ш8,    8а1;.  I,  V.  131;  Маг- 


г 
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{1апо8    СареИа,   Ве  пирНга   РЫШодгае  еЬ  Мегсиги  ИЪ.  VI, 
(1е  ОеотеЬгга.) 

Лрибавлен%е,  Не81ог  О1опу81а8  въ  своемъ  УоеаЬиХатгнт 
даетъ  слову  аЬаеив  сл1Ьдующее  значенхе:  ТаЬеЫа  зирет  диа 
^есирЫНопев  ^ЫпЬ:  АЪасив  с1Ша  681  ди%п  еНат  грва  с^ес^л^ЛаНо, 
(ДзАан1е  1496  г.  Вепец1Д|  1п  Го1.)  М^сто  это  совершенво  подхо- 
дитъ  къ  нашему  объяспен1ю  слова  аЬасиа  и,  кажется,  дока- 
зываетъ,  что  въ  XV  в*к4  значеп1е  этого  слова  не  бнло  еще 
затеряно,  какъ  мл  это  предполагалп  уже  по  поводу  одного 
м'Ьета  изъ  Ви>1ШкЬдие  Ыв^аНаХе  У1впет. 

2^  Нигд^,  до  Бо9ц1я,  не  говорилось  ни  о  таблиц^ь  ум- 
ножепгя,  ни  о  таблиг^гь  Пивагора;  только  основываясь  на 
этомъ  м'Ьст^  его  геометрхи,  гд-Ь  въ  Н']^которыхъ  руконнсях'ь 
вставлена  1па(>л1^г(а  умножетя^  стали  ее  называть  вносл']&д- 
СТВ1И  тепза  'ру1Ьадопса  и  аЪасиз  ру1Ьадоггсин. 

Замечательно,  что  въ  трактате  ариеметики,  гд^  Боэщй 
часто  употребляетъ  эту  таблицу,  чтобы  обнаружить  свой- 
ства чиселъ  различныхъ  категорМ,  треугольныхъ,  пятиуголь- 
ныхъ  и  пр.,  онъ  не  называетъ  ее  ни  Пиеагоровою,  ни  ело- 
вомъ  аЪ(1си8. 

После  Боэщя  одинъ  только  древн1й  писатель  Бедъ  назы- 
валъ  теп8а  ру1кадоггса  аеи  аЬасиз  питегапсИ  таблицу  ум- 
ножен1я,  которая  была  гораздо  пространнее  нашей.  Но  ну- 
жно еще  проверить,  действительно-ли  это  двойное  яазван1е 
находится  въ  руконисяхъ  Беда,  особенно  самыхъ  древнихъ. 

3®  Слово  аЬасив  употреблено  въ  письме  и  въ  трактате 
Ве  питегогит  (Иттпе,  припнсываемыхъ  Герберту,  и  здесь 
оно  очевидно  означаетъ  не  таблицу  умножешя,  а  именно 
новую  систему  счислен1Я,  излагаемую  авторомъ.  Но,  какъ 
мы  говорили  въ  одной  изъ  предыдущихъ  выносокъ,  система 
эта  совершенно  одинакова  съ  системой  Боэщя;  изъ  этого 
нужно  заключить,  что  и  у  Боэц1Я  также  слово  аЪасиз  име- 
етъ  особое  значеше,  относящееся  къ  системе  счислонхя. 

Мы  полагаемъ,  что  БоэцШ  употреблялъ  слово  аЪасиз 
(подразумевая  можетъ  быть  при  этомъ  ру1Надаггсиз)  для 
обозначен1я  таблицы,    приспособленной  къ  вячнслетямъ  но 
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новой  систем^  какой  ннбудь  позд1гЬйш1й  писатедь,  напр. 
ГербертЪу  могъ  дать  это  назваше  самой  систем^  счислешя. 
Такое  предположеше  подтверждается  кажется  мн-Ьшемъ, 
которое  составидъ  себ^  Валдисъ  ва  основаши  многочислен- 
ныхъ  историческихъ  докунентовъ;  именно,  что  слово  аЪа- 
сиз  въ  средше  в^ка  н  въ  эпоху  возрожденхя  употреблялось, 
какъ  синонимъ  слова  аХдоггнтив  [Ве  ЛХдеЬга  {гасШиз,  р. 
16);  что  и  то  и  другое  слово  всегда  означало  употреблен1е 
арабски хъ  цифръ  для  изображен1я  чнселъ,  т.  е.  нашу  сис- 
тему счпслешя  ''®)  {гЫЛ.у  р.  19);  и  что,  если  у  какого  ни- 
будь писателя  встр'Ьтится  слово  аЦоггзтиз^  то  изъ  этого 
съ  достов']Ьрност1ю  можно  заключить,  что  арабск1я  цифры 
изв']&стны  были  во  времена  этого  писателя.  ''*) 


^^)  Д^1ствительпо,  мы  видинъ,  что  въ  начад-б  ХШ  вЪка  Фибона^кн 
свой  трактата  аряеметики  называетъ:  ЫЬег  аЬЬ€и:%. 

Спустя  сто11&т1е,  другой  итад1авск1&  писатель  Рао1о  <11  Оа^ошап 
который  быдъ  изв'Ьстенъ  вакг  геометръ,  астрономъ  и  лнтераторъ,  про- 
званъ  былъ  Рао1о  с1е11'аЬЪасо  за  необыкновенное  искуство  въ  внчи- 
слен1яжъ. 

Въ  коиц^^  ХТ  в^ка  Ьпсав  Расс1ои  говоритъ,  что  наша  снстеиа  арие- 
метпкн  называлась  аЬаеив,  какъ  бы  по  арабскн»  тиодо  агаЫсо\  но, 
что  по  ]1Н'1^Н1|[>  другигь.  ЭТО  СЛОВО  происходить  отъ  хреческаго.  (Ямш- 
та  (1е  АгИктеНеа.  ВШгпсОо  2 — а;  де  п^лтетаХюпе^ 

Сочннеше  того  же  времени,  автора  Рг.  РеИов,  воситъ  заглавхе:  Ве% 
зедие  йе  1а  агЬ  с^  агИНтеИеНа   е  зетЫапШеп^   с2е  уеитеЬгга  йкк  ко 

попгта1  сотрепЛгоп  с^  1о  аЬаео сотрИ^  ез  1а  орега  рег  ^РV.  Ре1' 

1о8 1трг€89от  Ткаиггпо,  1о  ргезеп^  сотрепсИоп  йеаЪаео  1>ег...1492 

Наконецъ  СИсЫоуепв  въ  начале  XУI'в^&ка  назвалъ  свой  трактатъ 
ариеметики  Рга9С18  питегапЛг  ^иет  скЬасит  ёИсип1  и  прпбавилъ  къ 
этому  подобный  же  трактатъ древндго,  неизв^стнаго  ему,  автора,  подъ 
заглав1емъ:  ОривсиТит  йе  Рга^  питегогит  ^у^ой  аХдаНзтит  ьосапи 
Это  ясно  доказываетъ,  что  во  времена  СИсЬ^отенв'а  слова  аЬасиз  и 
аХдоггзти^  были  синонимами  и  означали  нашу  систему  счислен1я,  какъ 
это  думалъ  и  Валлисъ. 

11*)  Ш  ьЫсищие  4п  зсггрЬоге  аЩио  А1дог%вт%  потёп  герегииТу 
сег1о  сопсХийав  (гдигаз  кавсе  еа  аеЛаи  (твве  содпиав  (2>е  А1деЬта 
Ттасгагив,  р.  12). 
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М^ето  И8ъ  геохетргн  Боэцк  н  травтатъ  Ле  питегогит  с[Ш' 
8гоп€,  пряписываемый  Герберту,  до  сихъ  поръ  были  единствен- 
нымя  изв'Ёстными  древними  памятниками  нашей  системы  ста- 
аешш  Мы  нашли  трет1й9  намащенный  всл'Ъдъ  за  геометр1ей 
Бо9Ц1я  въ  той  з|1е  упомянутой  нами  рукиписи  XI  вФка.  Мы 
озиакомимъ  читателей  съ  этой  статьей  въ  другомъ  сочиве- 
ш.  Над^Ьемся,  что  она  потдвердитъ  смыслъ,  приданный  на- 
ми словамъ  Бо9Ц1Я.  Девять  цифръ  въ  ней  названы  именами: 
1дгщ  ат/гав  и  т.  д.  и  звачешя  ихъ,  т.  е.  представляемый 
ижя  числа^  изображены  въ  сл'Ьдующихъ  девяти  стихахъ: 

Ог<1ше  рг1т1^епо  '*')...аотеп  ро881о[е(;  1дш, 
АпЛгав  ессе  1осшп  ргеу1п(11са(;  хрзе  8есапс1ат. 
Огммв  ро81  пптешв  поп  сотровипв  вхЫ  рптив. 
^еш^ое  Ыв  Ъшов  8ассе(1еп8  тд1са1  АтЬаз, 
81вш11са1  ^шпо8  бс1о  ее  пошгае  Оишмв. 
8ех1а  1епе<;  СаХсгз  ре11ес1о  шопеге  §:ап^еп8. 
2еп%8  епш  (И^пе  8ер1;епо  Ш%^%  Ьопоге. 
Оси}  Ъеа1Шсо8  Тетепгав  ехргиш^  ппиз. 
Нше  бе^п^^11^  Згроз  е^Ь  дш  го1;а  пат^ае  уоса1пг.  '") 

Въ  этомъ  прим^Ьчавш  мы  им-бли  въ  виду  найти  истинное 
значеше  словъ  Боэщя  и  составить  мн'Ьше  о  томъ,  относят- 
ся ли  они  къ  нашей  систем!]^  •  счислен1я.  Но  м^сто  это  вы- 
знвает:ь  еще  другой  вопросъ,  который  чаще  всего  и  былъ 
■менно    обсуждаемъ:    вопросъ   о   томъ,    дМствительно  ли, 


*'^  Зд'Ьсь  даходвтеа  въ  рукописи  пустое  м^сто.  Могло  бы  годиться 
С10ВО  я^Ы. 

"*)  Этотъ  посд^дихй  стихъ  относится  къ  цифр^  9.  Но  дал^е  въ  со- 
чнневи!  9  называется  се1епИ8.  Какая  же  причина  этого  двойнаго  наз- 
вав1я  8^^ро8  я  се1епШ^  которое  встречается  также,  какъ  мы  видели 
шше,  и  въ  рукописи  Боэщя? 

Въ  этоиъ  новомъ  сочиненш,  всл'Ьдъ  за  девятью  цифрами,  встр^чаемъ^ 
также  какъ  у  Бо8Ц1Я,  кружокъ,  изображаюицй  безъ  сомн'&н1Я  нуль.  Не 
вазяачалось  ли  первоначально  слово  вгров  для  этого  десятаго  звака^ 
сь  которому  оно  очень  идетъ?  Въ  такомъ  случа:Ь  недостаетъ  одного 
сиха  для  цифры  9 — се1еМгв. 

Мы  оставляемъ  эти  вопросы  читателямъ,  которымъ  знан1е  еврейска- 
10  ланка  можетъ  облегчить  р^шенхе. 

Вм.  П1.  Отд.  П.  5 


178  ирлыьчАШЯ. 

какъ  говорить  Боэц1й,    система  эта  была  известна  Пиеаго- 
рейцамъ.    Мнопе   писатели   разделяли   это  ][н11ше  ***);  во 
большинство  не  когло  допустить,  чтобы  Греки  знали  систе- 
му счислешя,  лучшую,   ч'Ьмъ   ихъ  собственная,  и  въ  тоже 
время  такь  мало  ц'Ьнили  бы  ея  преимущества,  что  оставили 
ее  въ  совершенномъ  забвеши.  Такое  возражеше  весьма  ва- 
ашо;  и  Монтукла,  чтобы  отстранить  его,  предполагаетъ,  что 
зд'Ьсь   д^ло    идетъ   о  Грекахъ  позднййшаго  времени,  когда 
знан1я  и  любовь  къ  наукамь  были  уже  въ  упадке.  Предпо- 
ложеше  это  можно   допустить;    но  существуетъ  ли  необхо- 
димость   прибегать    къ  нему?   Мы  думаемъ,   что  Монтукла 
сд^лалъ  это  предположеше  только   потому,  что  обыкновен- 
но   преувеличиваютъ    различ1е  между   системами  счисдеш 
Грековъ  и  Инд'Ьйцевъ,  также  какъ  и  затруднительность  пер- 
вой изь  нихъ.  Намъ  кажется,  наоборотъ,  что  эти  дв*]^  систе- 
мы очень  мало  разнятся  одна  отъ  другой.  06*6  им'Ьютъ  ос- 
новашемь  десятичную  прогрессш  и  одинаковымь  обравоиъ 
изображаютъ  всякое  число  черезъ  единицы,  десятки,  сотни, 
тысячи  и  т.  д.,  помощ1ю  девяти  коренныхъ  и  основныхъ  чи- 
селъ:  одинъ^   два,    три...    девять,    составляющимъ  порядоЕЪ 
единицъ    и  служащихъ    къ  составленш  порядка  десятковъ, 
сотенъ,  тысячъ  и  т.  д.  Однимъ  словомъ,  та  и  другая  систе- 
ма   счисленк   основываются   на  одной  и  той  же  формуле, 
выражающей  составь  какого  угодно  числа;  именно: 

гд*!  каждое  изь  основныхъ    чиселъ  А^В^С^....Е^Р  взято  пзъ 
девяти  первыхъ  чиселъ:  одинъ,  два,  три...  девять. 

Въ  чемь  же  заключается  д'Ьйствительное  различхе  между 
этими   двумя    системами   счислешя?   Въ    той    и  въ  другой 

''О  Сопга(1  (1'А8уро(11и8,  Ьаас  \*088Ш8,  Нае);,  Вот  Са1те1,  Е<1оиап1 
Вегпагс[,  ДоЬп  '\!ГеШ1ег,  УГаг(1,  Вауег,  УШохвоп,  Моп1ас1а. 

Въ  начал*]^  нын^шндго  стол']^т1я  явилось  въ  Итал1и  новое  разсухленхе 
V  заннмающемъ  насъ  вопросЬ^  подъ  заглав1е]1ъ:  Метагье  виШ  С1/ге 
агаЫсНе.  (МНап,  1813  1п  4»).  Мы  не  могли  еще  достать  себ^  этого  со- 
чнненГд. 
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систем^^  девять  чиселъ  порядка  единицъ  изображаются  де- 
вятью особыми  знаками,  но  Греки  изображали  девять  чи- 
селъ каждаго  изъ  сл^дующихъ  по^^ядковъ  особыми  новыми 
знаками,  тогда  какъ  Инд'Ьйцы  употребляли  для  этого  тЪ  же 
первые  девять  знаковъ,  значен1е  которыхъ  изм'Ъаялось  и 
указывалось  занимаемыми  ими  и^стяжя.  Но  такъ  м']&ста  ос- 
таются тЪ  же  въ  об']^ихъ  системахъ,  то  ясно,  что  вычисле- 
В1Я  ве  должны  были  быть  трудн'Ье  въ  одной  системе  неже- 
ли  въ  другой  и  такимъ  образомъ  не  было  особенно  важна- 
го  повода  заменять  греческую  систему  системою  индМскою, 
хотя  посл'бдняя  бол-^^е  полна  и  бол'Ье  научна.  Такая  за11']&на 
могла  бы  быть  ед^Ьлана  математиками,  но  ее  не  легко  бы 
было  сд'блать  обязательною  для  всего  народа.  Доказатель- 
ство этого  находимъ  у  Римлянъ,  система  счислешя  кото- 
рыхъ чрезвычайно  затрудняла  всяшя  вычислешя,  и  не  смо- 
тря на  это,  удержалась,  хотя  Римляне  знали  гораздо  бодЪе 
совершенную  систему  Грековъ. 

Противъ  мнЪн1я,  что  Грекамъ  была  известна  индМская 
система,  можетъ  показаться  съ  перваго  взгляда  очень  снль- 
нымъ  то  возражеше,  что  система  Грековъ  не  давала  воз- 
можности изображать  очень  большгя  числа  (они  останавли- 
видсь  на  девяносто  девяти  милл10нахъ)  и  что  Архимедъ, 
нюбъ  помочь  этому  недостатку,  написалъ  особую  книгу 
Ъптшрга  и  пользовался  найденнымъ  имъ  средствомъ  въ 
|:аиг^  Агепагтз.  Если  бы,  говорятъ,  въ  пиеагоровой  школ^ 
знали  индМскую  систему,  то  она  известна  бы  была  Архи- 
меду и  онъ  не  им'Ьлъ  бы  надобности  искать  новнхъ  средствъ 
для  нзображешя  большихъ  чиселъ:  ему  достаточно  бы  было 
предложить  эту  самую  систему.  Если  бы  Архимедъ  хотЪлъ 
действительно  создать  новую  систему  счисленхя,  то,  безъ 
сомнЬн1я,  это  значило  бы,  что  онъ  не  зналъ  системы  Ин- 
д1йцевъ;  но  ц'^Ьль  его  была  совсЬмъ  не  такова:  онъ  хот1}лъ 
найти  средство  выражать  большзя  числа  по  систем'^  самихъ 
Грековъ.  Что  же  онъ  сд'Ьлалъ  для  этого?  Онъ  приложилъ  къ 
греческой  систем^^,  начиная  съ  того  предала,  тж^  она  пе- 
реставала удовлетворять  потребностямъ  вычислешй,  систему 

5* 
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янд'1йскую,  т.  е.  зиаченге  положенгя  цифръ.  Неужеди  это 
доказательство,  что  Архинедъ  не  зиалъ  системы  ИндМцевъ? 
Можно  ли  даже  сказать,  -  что  онъ  не  объ  неб  говорнлъ  въ 
недошедшей  до  насъ  книг'Ь  РггпЫрга^  которая  относилась 
кь  вопросу  о  счислеши  и  въ  которой  прилагалось  къ  систе- 
м'Ё  Грековъ  начало  изм'Ьненхя  величины  цифръ  съ  полосе- 
шемъ?  Въ  книгЪ  АгепаНиз  онъ  невходитъ  въ  подробности, 
который  находились  въ  Рггпсгрга^  потому  чтопредметъпер- 
ваго  сочинен1Я  не  состоядъ  въ  томъ,  чтобы  изображать  боль- 
П11Я  чцсла,  какъ  это,  кажется,  иногда  думаютъ;  предметъ 
этой  книги  составляло  единственно  нсчисленхе  числа  зеревъ 
песку,  пом'Ьщающагося  въ  сфер']^,  описанной  изъ  солнца, 
какъ  изъ  центра,  и  обнимающей  неподвижный  звезды.  Опре- 
д']Бливъ  это  число,  онъ  хот'Ьлъ  изобразить  его  по  системе 
счислешя  Грековъ.  Для  этого-то  онъ  и  лредложилъ  дать 
цифрамъ,  находящимся  дал'Ье  осьмаго  столбца,  величины, 
различныя  по  положенно,  точно  также,  какъ  въ  инд'Ьйско& 
системе. 

Изъ  незначительнаго  числа  документовъ  мы  не  можемъ 
узнать,  какъ  именно  отмечалось  то  м'Ьсто,  начиная  съ  во- 
тораго  изменялось  значеше  цифръ  съ  положешенъ.  Дела- 
лось ли  это  посредствомъ  особаго  знака?  или  требовалось, 
чтобы  первые  восемь  столбцовъ  были  необходимо  заняты? 
это  показывало  бы,  что  въ  греческой  системе  было  введено 
улотреблеше  нуля,  въ  какомъ  бы  то  ни  было  виде,  напр. 
въ  виде  точки,  пустаго  места  или  столбца.  Внрочемъ  мы 
зваемъ,  что  нуль  былъ  известенъ  Грекамъ  и  что  они  его 
употребляли,  когда  нужно  было  показать  отсутств1е  граду* 
совъ  или  минутъ  и  пр.  при  ихъ  вычислешяхъ  съ  дробями, 
имеющими  знаменателемъ  степени  числа  шестьдесятъ  '^'). 

Все  эти  изследован1я  не  превышали  силъ  Архимедова  ге- 
Н1я;  но  ничто,  кажется,  не  даетъ  намъ  права  сказать,  что 
онъ  не  могъ  почерпнуть  этого  принципа  изъ  знан1Я  индей- 


"•)  См.  Ве1атЪге  Мётогге  знг  1'агаЬтёЩ}1е  с^ез  Огесз, 
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ской  системы;  или  что,  зная  эту  систему,  онъ  поступилъ  бы 
иначе  въ  своей  книг'Ь  Агепаггиз. 

Но,  скажутъ,  АполловШ,  посл-]^  Архимеда,  занимался  так- 
же усовершенствовашемъ  греческой  системы  счислешя;  онъ 
эам^нвлъ  четырьмя  столбцами  окшады^  т.  е.  группы  въ  во- 
семь столбцовъ  Архимеда;  если  бы  онъ  зналъ  индМскую 
систему,  то  приложилъ  бы  со  вторагоже  столбца  нринципъ 
взиЪнеаш  величины  съ  положешемъ,  который  онъ  прим'Ь- 
иклъ  Еъ  натому  столбцу. 

Но,  чтобы  судить  о  сочинеши  Аполлон1я,  которое  до  насъ 
не  дошло,  и  ивъ  котораго  намъ  известны  только  результа- 
ты по  отрывочвым:ь  указан1ямъ  Паппа,  надобно  знать  поче- 
иу  онъ  остановился  именно  на  четырехъ,  а  не  на  трехъ 
или  пяти  столбцахъ.  Причина  этого,  какъ  намъ  кажется, 
заключалась  въ  сл-бдующемъ.  Греки  им'Ьли  тридцать  шесть 
цифръ  для  Еыражешя  во^хъ  чиселъ,  состоящихъ  изъ  четы- 
рехъ столбцовъ,  какъ  напр.  2354.  Двадцать  семь  первыхъ 
цифръ  были  различный  буквы  ихъ  алфавита;  девять  слЪдую- 
ЩйхЪ;  внражавшихъ  тысячи,  были  девять  цифръ  единицъ, 
отм'Ьченныя  знакомъ  Ша  или  знакомъ  ударешя.  Т'Ьже  трид- 
цать шесть  цифръ  служили  для  означен1я  чиселъ  дал'Ье 
простыхъ  тысячъ  до  осьмаго  столбца  исключительно;  начи- 
ная съ  пятаго  столбца,  цифры  эти  означали  мир1ады  и  надъ 
нами  ставилась,  для  означен1я  мирхадъ,  буква  !М  или  же 
посл'Ь  нихъ  и  также  передъ  четвертымъ  столбцомъ  стави- 
лись буквы  МV.  Знаки  эти  были  неудобны:  они  осложняли 
вычлелен1я  и  могли  порождать  ошибки;  Аполлошй  захот'Ьлъ 
ихъ  устранить.  Для  этого  онъ  изобр'Ьлъ  группы  въ  четыре 
столбца  и  вве.ть  изм1Ьнен1е  значен1я  цифръ  съ  положен1емъ. 

Въ  этой  ще'к  Аполлон1я,  также  какъ  въ  иже^  Архимеда, 
кы  видимъ  нам%рен1с  сохранить  въ  неприкосновенности 
цифры,  употреблявш1яся  у  Грековъ,  также  какъ  и  значенхе 
ихъ,  м  применить  ихъ  къ  выражеп1Ю  всевозможныхъ  чи- 
селъ.  Мы  видимъ,  что  оба.  эти  великхе  геометра  вполн'Ь 
достигли  этой  ц'Ьли,    прим'Ёнивъ  къ  цифрамъ  измЪнеше  ве- 
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личины  съ  положешенъ  на  основан1и  икенно  индийской  си- 
стемы счислен1я. 

Доказываетъ  ли  это,  что  имъ  была  совершенно  неизвестна 
индийская  система? 

• 

Дрибавленге.  Доказываешь  ли  это,  чтогип  была  со^ер- 
шеино  неизв1ьстна  индийская  система^  Зааоздавъ  вашею  ра- 
ботой, мы,  къ  сожал^в1ю  поспешили  редакцгею  этой  фразы 
для  печати  и  неосмотрительно  употребим  в&ражен]е  тдлй- 
екая  система  вм^^сто  того,  чтобы  сказать  с»ествла  аЪаеи^й. 
Очевидно,  что  мы  им^ли  въ  виду  показать  только,  что  указа- 
Н1е  Бо8Ц1Д  не  заключаетъ  въ  себ^^  ничего  яевозможнаго;  т.  е., 
что  излагаемая  имъ  система  нумерац1Я  могла  быть  известна, 
какъ  овъ  говоритъ,  пиеагорейцамъ;  система  эта,  повторяеиъ, 
не  была  въ  точности  системою  Инд^^йцевъ,  т.  е.  нашею 
современною:  она  отличалась  отъ  нея  отсутствгемъ  ну.1Я  и 
неизб'Ьжнымъ  употреблен1емъ  столбцовъ^  для  назначен1я  и^ста 
цифръ. 

Въ  сущности  система  эта  была  ничто  иное,  какъ  письиен- 
ное  изображев1е  счетной  доски  (ЫЫе  й  сотриг},  известной 
у  Римлянъ  подъ  именемъ  ЛЬ(1си8\  она  состояла  изъ  парал- 
лельно натянутыхъ  шнурковъ,  на  каждомъ  изъ  которыхъ  мо- 
жно было  передвигать  девять  шарпковъ  для  составлешя  груопъ, 
изображающихъ  числа  1, 2,  3, 4, 5,  6,  7,  8  и  9;  шнурки  изобра- 
жали свойство  едпнпцъ  каждой  группы:  первый  шнурокъ  оз- 
началъ  простыя  единицы,  второй  десятки,  трет1Й  сотни  и 
такъ  дал^е. 

Мы  видимъ,  что  письменный  ЛЬасие  (ЛЬасиз  /%(^иг€')  балъ 
то  же  самое  что  и  ручной  АЬасиз  {ЛЬасгсз  тапие1  оп  ра1' 
раЫе);  столбцы  въ  немъ  представляли  шнурки,  а  девять  зна- 
ковъ  (или  цифръ)  изображали  группы,  который  можно  быю 
составлять  изъ  девяти  шарпковъ  на  каждомъ  шнурк^^. 

Такимъ  образомъ  переходъ  отъ  ручнаго  ЛЬаеиз,  а  къ  пись- 
менному былъ  весьма  естественъ  и  не  требовалъ  никакого 
ген1адьнаго  усил1я*,  никто  не  отказался  бы  приписать  этогь 
переходъ  Риилянамъ,  еслибъ  Бодц1й  не  приписывалъ  его  Пи- 
еагору.  И  только  имя  Пиеагора  было  въглазахъ  н']^которыгь 
поводомъ  къ  самому  сильному  возражешю  иротнвъ  нашего 
изъяснен1я  текста  Боэщя;  п  это  истому,  что  не  хотятъ  допу- 
стить, что  Архимеду  и  Аполлошю  изв-Ьстна  была  система 
счислен1я,  которая  могла  дать  имъ  мысль  о  изм']Ьненш  велиин- 
ны  цифръ  съ  полооюенгемъ. 
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Но  инопе  писатели  дунади,  что  Греки,  уже  во  Бремена 
Пиеагора,  знали  счетную  машину^  которую  мы  описали  у  Ри- 
жлянъ  подъ  ииенемъ  АЬасиз;  на  тоиъ  основаши,  что  эта  ма- 
шина известна  съ  самой  глубокой  древности  у  вс^хъ  наро- 
довъ  *).  Но  подобная  машина,  какъ  зам^чаетъ  знамениты  & 
Гумбольтъ,  **)  основывается  на  аначеиЫ  положенья  знавовъ 
изобра&ающихъ  числа.  Она  должна  была,  также  какъ  жпги:^ 
мениый  АЬасиз,  описанный  Боэщемъ,  дать  Архимеду  и  Апол- 
лонш  мысль  о  значеиги  положенгя,  мысль,  которая  во  всякомъ 
случае  была  нзв']^ства  этимъ  двумъ  великимъ  геометрамъ,  по- 
тому что  они,  какъ  мы  уже  сказали,  приложили  ее,  первый — 
къ  своимъ  октадамъу  второй  къ  своимъ  тетрадамъ. 

о  хФсгЬ  Геометрш  Боэщя,  относящемся  хъ  правидь- 

Еоит  пяти7годьник7   втораго   рода.  —  Прожсхож- 

Дбн1в  и  раввнтае  звгЬздчаткхъ  мкого7гольяиков%. 

Боэщй  въ  первой  книгЪ  своей  Геометрш,  которая  есть 
нереводъ  предложетй  изъ  четырехъ  первыхъ  кнегъ  Эвкли- 
да^  даетъ  только  изложеше  каждой  теоремы  или  задачи  и 
соотв^тствующШ  чертежъ. 

Последнее  предложен1е,  взятое  у  Эвклида,  есть  задача: 
вписать  въ  круг'б  правильный  пятиугольнвкъ  (предложеше 
XI  четвертой  книги  Эвклида;)  посл'Ь  изложенхя  этой  задачи 
сйдуетъ,  по  обыкновешю,  соотв'Ьтствующ1й  чертежъ,  заи'Ь- 


*]  Машина  эта  есть  зиапрап  Кптайцевъ.  Она  была  въ  употребленш 
не  тоАко  въ  большой  части  Аз1и,  но  и  во  многихъ  другихъ  странахъ^ 
какъ-то  7  Этрусвовъ,  въ  Бгипт^Ь,  въ  Перу.  См.  мемуаръ  Александра 
Гухбольта  въ  1У  том^  Математпческаго  Журнала  Вреллл,  стр.  205: 
ГеЪег  сИе  Ьег  гегзсНШепен  УбИсет  ИЫгсНеп  8ув1ете  Vоп  2аЫлег' 
Аеп  ипй  йЬег  йеп  Лгвргипд  йев  З^еИетсегИ^ез  гп  йеп  тЛьзскеп 
2аШеп. 

Машина  эта,  китайская  или  римская,  изображена  во  многихъ  сочи- 
кешлхъ.  (См.  ТеЬег,  Вегит  аидизЬапатит  тпс[еИсагит  ИЬгг  осЬо^ 
^€пеЙ18,  1593,  1П-й)1;  р.  268. — Ьа  ЬонЪ^ге,  Ви  гоуаите  йе  ВгаШу 
Р^пя,  1691,  2  Уо1.  ш-12.-Вп  Мо1ше(;,  Ье  саЫпеЬ  йе  1а  ЪгЫ%о^ЬЬ^ие 
^е  8'1е  Оепетеюе,  Рап8,  1692,  ш-Го1,  р.  23. — На^^ег,  Ап  ЕхрТапаНоп 
о{  (ке  Шет€п1агу  СНагасЬегз  о(  ЬЬе  СЫпезе;  ЬопсЕ.,  1801,  ш-Го1.) 

**)  См.  вышеприведенный  мемуаръ  Гумбо льта. 
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чательный  т^мъ,  что  на  вемъ  вм']Бсг1)  съ  обыкновенвымъ 
пит1Гзггольникомъ  изображенъ  пятйугольникъ  здтьздчатыщ  или 
вшораю  рода. 

Крон^  того,  посл%  чортежа,  находйнъ  объяснен1е,  чего 
яе  встр'Ьчаемъ  посл']^  другихъ  предложеп1й,  и  оно,  кажется, 
ям'Ьетъ  ц^л1Ю  показать  значеше  этой  двойной  фигуры,  или, 
лучше  сказать,  того  новаго  пятиугольника,  который  предла- 
гается, вакъ  соотв^^тствующШ  задач'Ь. 

Это  м'бсто  у  Боэц1Я  понять  довольно  трудно  и  мы  можемъ 
легко  ошибиться  въ  предлагаемомъ  нами  И8ъяснен1и  его;  по* 
этому  мы  зд^сь  выпишемъ  его,  следуя  тексту  рукописи, 
тч>раздо  бол'Ье  правильной,  ч1!мъ  Базельское  изданхе  (1570  г.) 

<1п1га  ЛаЬиш  еггсиЫт,  дигпдиапди1ит  дпоЛ  ез^  аедиИа- 
^{егиш  аи1ие  аедигапдиЫт  Ле$гдпаге  поп  сИвсошуспи.^ 

Зд'Ьсь  находится  чертежъ  соотв'^БтствующШ  вопросу  в 
^вторъ  продолжаетъ: 

<Кат    отпга    ^иаесит^ие   8ип1  питеготт   гаНопе  зт 

«сотвЬапЦ  е1  ргорогИопаШег   аШ   ех  аШв  сопзШиипаг.  С!- 

<гсит/'егепИае    аедиаИШе   тиШрЫсаНотЪиз    вигз  дигйт 

^ еоссейепШ:  а(дие  аНетаНш  рогНопгЬиз  зигз  (е^^тгпит  ^(^' 

^сгепЬез.^ 

Надобно  вписать  въ  кругъ  равно- 
сшороннш  и  равноугольный  пяти- 
^^льникъ. 

Соотв-Ьтствующй  чертежъ  пред- 
ставляетъ  два  пятиугольника,  изъ 
которыхъ  одинъ  вы'кетъ  новую  фор- 
му и  по  этому  отличается  отъ  обык- 
новеннаго  пятиугольника.  Боэц1й 
оправдываетъ  это  сл-Ьдующимъ  образомъ. 

Ибо  все^  что  выражено  въ  числахъ^  существу етъ^  ^^^^ 
^лп>дствге  самихъ  чиселъ]  числа  же  выводятся  пропоршо^ 
нально  одни  изъ  другихъ. 


праиФЧАви.  185 

Дуги  **•)  увеличиваются  на  количество  равное  имъ  самимъ 
посредсшвомъ  удвоенгя  и  хорды  ^хъ  '*'),  взятия  попарно^ 
составляютъ  периметръ  **•)  фигуры. 

Если  можно  допустить  таков  переводъ  текста  Боэц1л,  то, 
по  нашему  мн%н1Юу  онъ  соотвЪтствуетъ  построен1ю  зв^зд- 
чатаго  пятиугольника.  Действительно,  пусть  А,  Д  С,  В,  Е, 
будутъ  пять  вершияъ  обнкновеннаго  правильнаго  пятиуголь- 
ника. Дуги,  стягиваемый  его  сторонами,  суть  -4Л?,  ВС,  СВ^ 
ЬЕ,  ЕА.  Если  ихъ  удвоимъ,  то  получимъ  АВС,  ВСВ,  СВЕ, 
ВЕА,  ЕАВ;  хорды  ихъ  будутъ  АС,  ВВ,  СЕ,  ВА,  ЕВ. 
Возьмемъ  эти  хорды  попарно,  будемъ  имЪть  АС,  СЕ,  ЕВ, 
ВВ,  ВА  и  въ  этомъ  порядк*]^  он^  образуютъ  звездчатый 
патиугольникъ. 

Впрочемъ  н^тъ  ничего  удивительнаго,  что  фигура  эта 
встречается  у  Боэцхя,  потому  что  весьма  вероятно,  какъ 
мы  покажемъ  это  ниже,  она  известна  была  въ  древности, 
яменно  Пиеагору;  кроме  того  ее  находнмъ  въ  XIII  веке 
въ  комментар1е  Еампана  къ  Эвклиду;  впродолжете  трехъ 
иличетырехъ  столетШ  теорхя  звездчатыхъмногоугольниковъ, 
называвшихся  въ  то  время  роХудопит  едгеоИепз,  была  раз- 
рабатываема и  получила  даже  некоторое  развитхе.  Впослед- 
СТВ1И  она  была  брошена  и  оставалась  неизвестною^  такъ 
какъ  безъ  пособ1я  алгебраическаго  анализа  она  представля- 
етъ  только  предметъ  для  любопытства  и  не  приноситъ  ни- 


*'•)  Сггсит^ргепЫа  во  многихъ  другихъ  м^стахъ  у  Бо9Ц1Я*  есть  наз- 
ван1е  ду%ъ  круга  Г 

'*^)  Мы  перевод1ГМ7»  рт-ИопгЬив  словоыъ  хорда,  потому  что  ротЬго 
есть  названхе  круговаго  сегмента,  которыА  у  Римляяъ  не  пн'^ъ  дру- 
гаго  иаавав1я.  {РогНо  сггсиЫ  е81  (гдига  ^иае  аиЪ  гесЬа  еЬ  сггсиИ  сггсит- 
(етепЫа  сопНпеЫг.)  Мы  иреддолагаемъ,  что  Бо»Ц1Й  дадъ  зд^сь  части 
назван1е  ц^лаго,  т.  е.  вазвалъ  хорду  сегмеятомг,  такъ  какъ  для  хорды 
не  было  тогда  простаго  назван1я;  ее  называли  Ипеа  гп8сНр1а. 

иь^  Римляне  называли  словомъ  1егт%пи$  ковецъ  лин1н  и  также  пе- 
риметръ иного  угольника  и  вообще  какой  вибуль  фигуры.  (Ггдига  е81 
91с(м1  зиЪ  аЩио  ге1  аЩигЬг^  ^егтгпгз  еопНпеЫг.  Опред'Ьле&1е  Бо- 
9ци1.) 
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какой  сущестБенной  пользы  для  геометрш.  Но  знаменитоК 
геометръ,  возсоздавшШ  эту  теор1Ю  въ  начал']^  нын'Ьшняго 
в'Ёка,  и  давш1й  ей  свое  имя,  придалъ  ей  значеше,  котораго 
она  не  могетъ  бол^&е  потерять^  показавъ  ея  истинный  на- 
учный характеръ  и  аналитическую  связь,  необходимо  и  не- 
разрывно соединяющую  ее  съ  многоугольниками  древнихъ  ''')• 

Т'Ьмъ  не  иея^е  теорхя  эта  приносить  честь  среднимъ  вЪ- 
комъ,  гд*]^  намъ  такъ  р'бдко  приходится  встретить  сл^щ 
гешя  и  как1е  нибудь  зародыши  плодотворныхъ  нововведешй. 
Вотъ  почему  мы  укажемъ  зд']&сь  все  найденное  нами  по  это- 
му предмету  въ  истор1и  эпохи,  отъ  которой  остались  толь- 
ко очень  р'Ёдше  документы. 

Прежде  всего  скажемъ,  на  чемъ  основано  наше  мн^^нхе, 
что  зв']&здчатый  пятиугольникъ  былъ  разсматриваемъ  въ  древ- 
ности, въ  особенности  Пиеагоромъ. 

Въ  Энциклопедш  Алстед1я  **®)  въ  XV  книг-Ь,  гд*  гово- 
рится о  геометр1и,  находимъ,  тотчасъ  посл^^  построешя  обнк- 
новеннаго  правильнаго  пятиугольника,  сл']^дующее  м^сто: 

аРепЬадо^ит  еИат  На  зсггЫШг^  еЬ  а  зирегзШшгв  пЫс^ 
и1иг  Кос  потгпе  ^е8и8У> 

(Зд-Ьсь  находится  фигура  звЬздчатаго  пятоугольника  съ 
буквами  г,  е^  8,  и,  8  при  пяти  вершинахъ.) 

<^8г  "репЬадопо  На  соп81гис1о  ад^Лаз  Ипеат  ех  зиреггоп 
<^апди1о  гп  аррозИит  апдиЫт  ЛисЬат^  /ге(  гПа  /гдига, 
<2иаш  ьосап1 8апг1а1ет  Ру1Надогае;  дига  РуЦтдогаЗу  Нас 
фдита  д^ХесЬаЫз^  аЛзсггЪеЬаЬ  згпдиНз  ргошгпепИЪиз  апди- 
кИз'каз  дигпдие  1Шега8  и,  у,  I,  -О^,  а.  Оегтапг  УосапЬ  егп 
аТгиЛеп/^и8  8:  дига  8асегв<>1е8  ьеЬегез  Оегтапогит  е1  ва1' 
•1огит  ьосаЬапЫг  Вгигйае:  ^иг  йгсиЫиг  саЫсоз  (можетъ 
<бнть  са1с€08)  кщи8  (гдигае  дезЫззе.у 


^'*)  См.  Рошзо^  Мётогге  зиг  Ш  роЬудопез  еЬ  Хез  ро1уё4ге$^  аг(1с1е 
15.  (7оги'па1  йе  Тёсо1е  ро1у1ескпгд[иб;  Х-е  саЫег,  1.  4.) 
.   ^^)  ЕпеусХораейьа  ипгтгза.  НегЬотае,  1620,  1П  4*^. — Также  Веспп- 
дл  аисЬПу  лЫ^.  1630,  1п — Го1,  2  Уо1. — Тоже  Ьпсс1аш,  1649, 1П— Го1,  2  тоЬ 
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Кврхеръ,  въ  своей  ЛгИкто1одга  "*)  (рагв  V,  2)е  Мадг- 
ш  атгЛеИз)^  говоритъ  въ  томъ  же  смысле  о  8в1>здчатонъ 
пятиугольник'!»  который  онъ  называетъ  реп1а1рЪа^  потому 
что  дв^  смежння  стороны  ш^с'Л  съ  стороною  ихъ  пере- 
секающею образуютъ  букву  А.  Вершины  онъ  означаетъ  бук- 
вами и,  -у,  I  ^^  а.  Вотъ  слова  этого  автора:  </п  ^игЪи8  (зг- 
<дШг8  тадгш)  пИ  (гедиепНиз  оссигИу  диат  реп{а1рка  еЬ 
<кеха1рНа;  ез^  аи1ет  репШрЛа  пИ  аЫиЛ^  диат  Ыпеаггз 
фдига  ш  ^игп^ие  А  ЛШшЬит,  ди{Ьиз  и  у  ^  ^^  о^  Огаесг  Ы  езЬ 
<8а1и1а1ет  е1  запгШет  ехрггшеЪапЬ\  дио  ЛпНоскит  Vеxг^^о 
<трозИо,  ^тзи  ЛХеооапЛгг  гп  зошпо  аррагепНз^  тох  ас^тг- 
•таЬИеш  а  ОаШгз  шсЬоггат  терогЬаззе  Мадг  /гпдипЬу  еодие 
<1апдиат  зиттае  /ЫгсгШгз  зутЬо1о  гп  зигз  пидатепИз 
<и(гиг1иг.> 

Посл'Ь  этого  Кирхеръ  приводитъ  различный  таинствен- 
ный обстоятельства,  при  которыхъ  употреблялся  этотъ  реп- 
ЫрЫ. 

Въ  ХУ1  ъЬуЛ  знаменитый  алхимикъ  Парацельсъ  разсма- 
тривалъ  также  пятиугольную  звезду,  какъ  эмблему  здрав1я  ^^'). 

Изъ  математической  библ1отеки  Мургарда  узнаемъ  что 
ярофессоръ  Бестнеръ  говорилъ  о  репШрка  и  Неха1рка  въ 
своемъ  сочинеши  ОеотеМзске  АЬЫпЛ1ипЛеп  (ЕгзЬе  Ват- 
ш1ипд,  Лпгоепйипдеп  йег  ёЬепеп  ОеотеМе  ипЛ  Тггдопоте- 
Ые.  ОбШпДеп,  1790,  ш— в'^). 

Переходимъ  собственно  къ  теор1и  зв^здчатыхъ  много- 
угольниковъ. 

Первые  сл'§ды  ея  находимъ  въ  комментархяхъ  Кампана, 
геометра  ХП!  в']Ька,  которыя  онъ  присоединилъ  къ  своему 
переводу  элементовъ  Эвклида,  сд-Ёланному  съ  арабскаго  тек- 
ста и  первому  въ  Европ^^  по  времени  появлешя.  По  пово- 


'*')  АгНЬтоХодга^  ше  йе  аЫгШ  питегогит  туз^егИз,  ^иа  оггдоу 
апОдиИаз^  еЬ  (аЪтгса  питегогит  ёхропНиг,  е1с.у  Кошае,  1665,  т  4Р. 

"*)  Я-—  8(е11ат  репЫдопгсат^  вей  вегтапгсо  ШотаЬерейет  ТгиЛ^ 
Ш,  ТкеорЪг(Шд  РагасеХзо  згдпит  вапИаьгв,^  (Еер1ег,  Нагтопгеев 
Жипйь^  ИЪег  зесппдпз,  р.  60.) 
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ду  тридцать  девятого  пред10жев1я  первой  книги,  гд);  гово- 
рятся, что  сумма  угловъ  треугольника  равва  двумъ  пря- 
мымъ,  Кампанъ  представляетъ  зв'Ьздчатай  пятиугодьвнкъ, 
жачъ  прим^Ьръ  многоугольника,  разд1&ляющаго  съ  треугохь- 
нвкомъ  это  свойство,  т.  е.  им^ющаго  также  сумму  угловъ 
равную  двумъ  прямымъ.  Предложете  это  было  воспроизвел 
дено  Замберти  въ  его  издан1яхъ  Эвклида,  гд'Ь  вмЪст^  съ 
комментархями  издателя  помещены  также  комментарш  Кая- 
пана  **');  различные  другхе  писатели  также  ввели  это  пред- 
ложете въ  своихъ  комментар1Яхъ  къ  элементамъ  Эвклида, 
таковы  Лука  Бурго  ***),  Пелетье  *•')  и  Клавтй  **•).  Рамусъ, 
въ  своихъ  8ско1ае  та1ЬетаНсае  **'),  книга  IX,  также  при- 
водить звЪздчатый  пятиугольнткъ,  какъ  прям^ръ  фигуры, 
въ  которой  сумма  угловъ,  также  какъ  и  въ  треугольнике, 
равна  двумъ  прямымъ  *'^, 

Но  вс%  эти  геометры,  подобно  Боэщю  и  Еампану,  огра- 
ничивались разсмотр^н1емъ  зв1Ьздчатаго  пятиугольника,  яе 
давая  даже  подозр'Ьвать  теор1и,  1съ  которой  могутъ  вести 
этого  рода  фигуры.  Мы  находимъ,  что  одивъ  писатель  на- 
чала XIV  вЪка  Брадвардинъ  первый  распространилъ  теор1Ю 


^**)  Бомментар1и  Каниава  были  наяечатаны  рдня  въ  1482  я  1491 
годахъ,  потоиъ  ви'Ьст'!  съ  Б0мяентар1ами  Заибертя  въ  1505,  1516, 1537| 
1546. 

'^^)  Еис1Ш8  орега  а  Сатрапо  %п1егрге1с  /и2»тто  1гап81(иа.  1иса8 
РасгоЫз^  И1со1одив  гпвгдпгз^  аШвпта  таШетаИсагит  с^гвегрИпагит 
зсьепНа  гаггззгтиз  $и^%сго  савИдаНззшо  с1е1егзи,  етеп^ьИ,  е(е.  Уе- 
пеШб,  1509,  ш-Ы. 

^'^)  Г^етопзЬгаНопит  гп  ЕисИМз  Е1етеп1а  Оеоте&ъса^  1гЬг1  вех. 
Ьуоп,  1557,  ш  8^ — Нет,  1610,  1п— 4^. — ^ез  згх  ргетгегз  Нггез  <?« 
ёитепз  деотё^^^^ие8  ^ЕисИск,  а^ее  1ез  МтопзЬгаНопз  с^  ^ас^иев  Рейс- 
Пег,  ^и  Мйпв.  Оепёув,  1828,  Ь— 8*^. 

"•)  ЕисШгз  е1етеЫогит,  ИЬгг  XV;  с^юевзН  XVI  де  во1%1Ы%^'т  ^^ 
ди1аггит  сотраНопе,  е1с.  Котае,  1574,  1п— 8^  Им^^о  очень  иного 
издан1Й. 

*'^)  8со1агг1т  таЬЬетаИсагит,  ИЬН  XXXI,  РгапсГ.  1559,  1п  4*.— 
Нет,  ВавИеае,  1569.— Нет,  ГгапсГ.  1599.— Нет,  151(1.,  1627. 

'^*)  8гс  2и%П2иапди1ит  в  сопНпгшИз  огсИпаНз  2игпд[иалди1*  1^^- 
ггЬиз  (асЫт  ае^исЛ  ^и^п^ие  %п1ег%огев  апдгйов  (ЛиоЬиз  гесЬи. 
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вв-^^здчатаго  пятвугодьника  на  иногоугольвикв  съ  бодьшмъ 
числомъ  сторонъ  в  основалъ  встивное  учев1е  о  зв^здчатыхъ 
кногоугольнвкахъ* 

Сочвнен1е,  въ  которомъ  взложева  эта  теор1а  носитъ  сл'Ь- 
Д7ющ1е  гаглавхе:  Оеоте(па  зресиЫШа  ТЬотае  Б^ас^Vа^(^гп^, 
гесоИдепз  отпсз  сопсЫзшпез  деотеМсаз  8Ы(1еп1гЬи$  агИ-- 
ишу  еЬ  рЫ1о8оркгае  АггвМвНз,  ьаЫе  песеззаг'шз^  згми!  сит 
дрмЛат  1гасШи  йе  ^иаЛгаЫга  ЫгсиЫ;  поьНег  есШа,  РапвИв^ 
арп<1  ВеАпаШат  СЬаи1(11еге,  ш — М.у — двадцать  лнстовъ^ 
безъ  0дяачен1я  года  издав1я.  Первое  пздан1е  этой  геометрш 
было  въ  1496  году  ''*);  мног1я  друпя  вздавдя  явилась  въ 
1505,  1508  и  пр.  ''^).  Намъ  неизв^стенъ  годъ  вышеупоия 
нутаго  издав1Я. 

Ивложивъ  ученхе  объ  обыкновеввыхъ  правильныхъ  мвого* 
угольввкахъ,  которые   онъ   на^ываетъ  простыми  фигурами, 
Брадвардинъ  посвящаетъ  главу  звгьздчатымъ  мвогоугольви- 
кахъ,  которые   онъ   называетъ    фигурами  съ  быдающими^ся 
уг^шми  (к  ап^1е8  ё^ёШепз).  Онъ  говоритъ,  что   многоуголь- 
ники эти  образуются  чрезъ  продолженге  сторонъ  простаго 
многоугольника  до  встртьчи  ихъ  друп  Со  другомЪу  и  приба- 
вдяетЪу  что  ему  неизв'Ьстно,  говорилось  ли  к^мъ  нибудь  изъ 
геометровъ   объ   этихъ   новыхъ    фигурахъ^  кром']^  Кампава, 
который   упомянудъ   о  нихъ    мимоходомъ   и    въ  немногихъ 
словахъ. 
Вотъ  обзоръ  этой  части  сочинен1я  Брадвардива« 
Ыатиугольвикъ  есть  первая  фигура  съ  выдающимися  угла- 
ми. Сумма  его  угловъ  равна  двумъ  прямымъ.  Сумма  угловъ 
въ  другихъ  многоугольникахъ  съ  выдающимися  углами  идетъ 
возрастая  и  начинаясь  съ  двухъ  прямымъ,  также  какъ  и  въ 
простыхъ  фигурахъ. 

Это  согласно  съ  формулою  $-1-2(т— 4)^  которая  опред*]^- 
ляетъ  сумму  угловъ  въ  многоугольнике  съ  .выдающимися 
углами,  им^ющемъ  т  сторонъ. 


''^)  НеОЬгопоег,  Шз1огга  МаЬНезеоз^  р.  523. 

^  Моп1ас1а,  НЫогге  ^ез  тсЛЫтаО^иез,  I.  I,  р.  573. 
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6ыдающ1еся  многоугольника  перваго  рода  при  продолхе- 
ши  ихъ  сторонъ  до  встр'Ьчи  другъ  съ  другомъ  образуюсь 
выдающхеся  многоугольники  вшораго  рода^  точно  также  какъ 
изъ  простыхъ  многоугольниковъ  получаются  выдающхеся  пер- 
ваго рода. 

Семиугольннкъ  есть  первая  фигура  съ  выдающимися  угла- 
ми втораго  рода;  онъ  происходить  изъ  семиугольника  съ 
выдающимися  углами  перваго  рода,  который  самъ  есть  третья 
фигура  перваго  рода. 

Подобнымъ  же  образомъ  выдающШся  пятиугольникъ,  пред- 
ставляющ1й  первую  фигуру  перваго  рода,  быль  полученъ 
изъ  простаго  пятиугольника,  который  занимаетъ  третье  м^^- 
сто  въ  ряду  простыхъ  многоугольниковъ.  Изъ  этой  аналогш 
Брадвардинъ  вывелъ  сл'Ьдующее  общее  правило:  первая  фи- 
гура какого  нибудь  рода  получается  отъ  продолженгя  сто- 
ронъ третьей  фигуры  предыдущаго  рода. 

Въ  концЪ  авторъ  говорить^  что  было  бы  слишкомъ  дол- 
го изсл'^Ьдовать  углы  этихъ  фигуръ  и  что  онъ  думаетъ,  хотя 
и  не  можетъ  утверждать,  что  въ  первой  фигур*!  каждаго  ро- 
да сумма  угловъ  равна  двумъ  прямымъ,  въ  другихъ  же  ндетъ 
постоянно  возрастая  отъ  одной  фигуры  1гь  сл'бдующей. 

На  поляхъ  сочинешя  изображены:  пятиугольникъ,  шестн- 
угольникъ,  семиугольникъ  и  восьмиугольникъ  перваго  рода; 
семиугольннкъ,  восьмиугольникъ  и  девятиугольникъ  втораго 
рода;  наконецъ  девятиугольникъ  и  дв^надцатнугольникъ 
третьяго  рода. 

Черезъ  два  в']Ька  поел!  Брадвардина,  СЬаг1е8  с1е  Воите!- 
1е8,  о  которомъ  упоминаютъ  обыкновенно  только  по  поводу 
его  ошибочнаго  р']&шен1я  вопроса  о  квадратур*!  круга,  по- 
м'бстилъ  теор1Ю  выдающихся  многоугольниковъ  въ  разныхъ 
издашяхъ  своей  геометрш  *^'),  впрочемъ  не  въ  такомъ  пол- 
номъ  вид%;  какъ  изложилъ  ее  Брадвардинъ.  Въ  его  сочине- 

'**)  СгеотеМае  тЬго^исЫоп1В  Шгг  вех,  ЬгеьгвсиНа  аппЫаНопгЬт 
ехр1апаи,  ^и^Ьи8  аппесЫпЫг  ПЬеЫ  йе  сьгЫИ  ^иа^^^аЫ^а,  е1  бе  схМ- 
саОо^ье  врНаегае,  е^  Шгос^исШ  гп  ре^вреШVат  СагоИ  Во^гШ.  Рапз. 
1603,  т— 1Го1. 


примъчАШя.  191 

ш  находимъ  выдающхйса  пятиугольникъ  (который  онъ  на- 
зываетъ  такге  загИапЬ)  съ  доказатедьствомъ,  что  сумма  пя- 
тя угловъ  его  равна  двумъ  прямымъ;  выдающШся  шести- 
угольникъ,  составлеанный  изъ  двухъ  треугольниковъ;  выда- 
Ю1Ц1ЙСЯ  семиугольникъ,  происходящ1й  отъ  продолжешя  сто- 
ронъ  простаго  семиугольника;  наконецъ  семиугольникъ  бо- 
лы выдающгйся  (р1а8  ё^гё(11еп(),  образуемый  продолжешемъ 
сторонъ  выдающагося  семиугольника  и  отличающ1йся  т']^мъ, 
что  сумма  угловъ  его,  какъ  доказываетъ  авторъ,  равна  двумъ 
прямымъ. 

Указан1е  на  эту  теорш  встр'Ьчается  въ  извлеченш  изъ 
геометрш  <1е  ВоитеИез'  я,  наиечатанномъ  въ  ЛррепсИсез  къ 
МагдагИа  рЪИозорЫса  *'•). 

Эти  первыя  П0НЯТ1Я  о  теорш  зв^здчатыхъ  многоугольни- 
ковъ  прошли  незамеченными,  какъ  въ  многочисленныхъ  из- 
дашяхъ  МагдагИа  рНИозорЫса^  такъ  и  въ  издан1яхъ  геоме- 
трш ^е  ВонуеИев'  я,  о  которой  говорилось  только  по  по- 
воду и  подъ  влхяшемъ  ложнаго  р^шешя  задача  о  виисыва- 
нш  въ  кругъ  правильнаго  семиугольника  и  ложной  квадра- 
туры круга,  которая  была  заимствована  у  кардинала  Кузы 
(N^со1а8  Бе  Сиза). 

Въ  сочинеши  о  перспективныхъ  фигурахъ  Дан1ила  Бар- 
баре ^'^  находимъ   звездчатые   пятиугольникъ,  шестиуголь- 


Со9инен1е  это,  за  исключешеыъ  Шгой^^сНо  гп  ре^»рвсиVат,  было 
переведено  на  французск!^  языкъ  подъ  заглавхеиъ:  ^ЛV^е  вгпдиЦег  еЬ 
«Ше,  1оисЬаи1  1*аН  еЬ  ргаЩие  Ле  Оёйт&гге^  сотрове  поиюеИетт^ 
еп  /гапдогз^  раг  тайге  СНагЫб  Ле  ВоиюеИев,  сЬапогпе  д^  Коуть,  Ра- 
пе, 1542,  ш  4Р.  Друпя  издатя  были  въ  1647,  1551,  1557  и  1608  го- 
дахъ. 

Вопте11е8  написалъ  иного  другихъ  сочинен1й,  въ  которыхъ  онъ  являет- 
ея  фнлософои!,  богословомъ,  историкомъ,  ораторомъ,  поэтомъ  и  пра- 
вов^домъ. 

^^)  См.  стр.  1231,  1238  и  1235  издан1я  1535  года.  у,Репгадопи$ 
ипг^огтгз  сИсНиг,  си^и8  1а1ега  поп  ее  тгйио  т1егс1ЛиЫ,  ЕдгесИе718 
^^0  сит  е^из  1а1ега  зе  ттсепь  зесап^  Нехадопиз,...^ 

^^  Ха  ргаНса  4е11а  ре^зреШVа  йг  тапзгдпог  Вапге1  ВагЪаго,  Уе- 
шм,  1569,  1а— {о1. 
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никъ  и  два  семиугольника.  Но  авторъ,  кажется  не  им^лъ 
нам%рен1Я  производить  этихъ  новыхъ  многоугольниковъ:  онъ 
ют'блъ  только  показать^  что  изъ  обыкновеннщъ  правиль- 
выхъ  многоугольниковъ  можно  получить  двумя  способами 
друпе  подобные  имъ  многоугольники.  Первый  слособъ  со- 
стоитъ  въ  продолженш  сторонъ  до  встр']^чи  ихъ  другь  съ 
другомъ  попарно  (также  какъ  и  для  образовашя  многоуголь- 
ника втораго  рода):  точки  встр']&чи  будутъ  вершинами  дру- 
гаго  многоугольника,  подобнаго  съ  даннымъ.  Второй  спо- 
собъ  состоитъ  въ  дроведеп1и  всЬхъ  дхагоналей,  идущихъ  изъ 
каждой  вершины  во  вторую  или  третью  сос&днюю  вершину: 
Д1агонали  эти  своимъ  перес^^ченхемъ  образуютъ  другой  мно- 
го угольникъ,  также  подобный  данному.  ПОМОЩШ  Э1ИХЪДВу1Ъ 

построешй  получаются  также  и  зв'Ьядчатые  многоугольники, 
которые  и  составляютъ  собственно  самую  зам^^чательвую 
часть  чертежа. 

Кирхеръ,  о  которомъ  мы  уже  говорили  по  поводу  ргп- 
ШрНа  и  Кеха1]рЬау  вводитъ  въ  своемъ  другомъ  сочинев1и  "О 
семиугольникъ  втораго  рода  (или  третьяго  вида),  чтобъ 
наглядн']&е  представить  объясненхе,  заключающееся  въ  зам^- 
чательномъ  мЪст'ё  у  Д1она  Басс1Я,  по  поводу  семи  дней  не- 
дели, посвященныхъ  Египтянами  т^^жь  самымъ  богамъ,  по 
имени  которыхъ  названы  были  со^ь  планетъ.  Планеты  эти, 
въ  порядк'Ь  ихъ  разстояшя  отъ  земли,  суть:  Сатурнъ,  Юпи- 
теръ,  Марсъ,  Солнце,  Венера,  Меркурхй  и  Луна.  Кирхеръ 
располагаетъ  ихъ  въ  этомъ  порядк^б  на  окружности  круга 
и,  переходя  посд'Ьдовательно  отъ  первой  до  четвертой,  отъ 
четвертой  къ  седьмой,  отсюда  къ  третьей  и  т.  д.,  онъ  по- 
лучаетъ  фигуру,  которую  называетъ  семиугольникомъ  (это 
будетъ  семиугольникъ  третьяго  вида);  последовательный  вер- 
шины будутъ  означать  тогда  семь  дней  недели  въ  ихъ  дМ- 
ствительномъ  порядк'6.  Именно:  Сатурнъ  будетъ  соответ- 
ствовать  суббот*,  Солнце — воскресенью,  Луна — ^понед^ль- 


'*^)  Аг8   тадпа    1ис1в  е(  ипьЬгае   гп  Лесет  ИЬгоз  Ще81а^  Еотае, 
1646,  ш— Го1.  р.  217  е*  537. 
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нику,  Марсъ-вторнику,  Меркур1й-серед%,  Юпитеръ-четвергу 
ж  Венера-пятниц^Ь*  Состав  деше  этого  семиугольника,  говорить 
Кирхеръ,  выражаетъ  собою  прекрасное  свойство  числа  семь. 
Сочинешя^  о  которыхъ  мы  говорили  до  сихъ  поръ,  уже 
01еиь  давно  забыты,  хотя  авторы  ихъ  пользовались  н'Ькоторою 
взв'Ьстностью.  Д'Ьйствительно  сочинешя  эти  не  отличались 
гешальнымъ  творчествомъ,  которое  ув'Ьков^чиваетъ  и  со- 
чвнеше  и  автора,  и  въ  создашяхъ  котораго  мы,  даже  по  исте- 
чен1и  в!1ковъ,  охотно  отыскиваемъ  мысль  изобр'Ьтателя  и 
сд^ды  его  усил1й.  Нисколько  поэтому  неудивительно,  что 
хногоугольники  Боэщя  и  Кампана  и  теор1я  Брадвардина  въ 
иаетоащее  время  неизвестны.  Но  теперь  мы  должны  указать 
въ  исторш  этого  вопроса  на  имя  знаменитое,  на  сочинеше 
достопамятное,  на  одно  изъ  тЬхъ  р'Ьдкихъ  открыт1й,  который 
еоетавляють  славу  нов'Ьйшихъ  временъ^  наконецъ  на  ана- 
дитичеспя  соображен1Я,  которыя,  два  в'Ька  тому  наз^дъ^  долж- 
ны были  произвести  глубокое  впечатл']^н1е  на  умы  геометровъ. 
Но  Беплеръ  опередилъ  свой  в'Ькъ  и  мы  говоримъ  теперь  о 
немъ,  о  его  сочинеши  Гармошя  мгровъ  ^''),  о  его  прекра- 
сномъ  предложеши  объ  опмошети  нвадратоеъ  временъ  обра- 
щенгй  къ  кубамь  разстояигй  отъ  солнца  и  о  другомъ  его 
предложеши,  совершенно  инаго  рода,  состоящемъ  въ  томъ, 
по  различные  виды  многоугольниковъ  съ  одинаковымъ  чи- 
САомъ  сторонъ  опредгьляются  изъ  однаго  и  того  же  урав- 
ненгя.  Теперь  можно  бы  подумать,  что  ни  одна  новая  мысль 
не  являлась  при  обстоятельствахъ  столь  благопр1ятныхъ, 
но  видимому,  для  быстраго  обезпечен1я  за  авторомъ  прочной 
елавы.  Однако  глубоко -ученая  те6р1Я  Кеплера  была  забыта 
I  отъ  его  безсмертнаго  сочинешя  остался  изв'Ьстнымъ  только 
ведикЁй  законъ  движешя  небесныхъ  тЬлъ;  даже  этотъ  законъ 
не  быль  признанъ  и  быль,  можетъ  быть,  пренебрегаемъ  его 
современниками,  въ  числЪ  которыхъ  мы  къ  сожал'бнш  долж- 
ны назвать  Декарта  и  Галилея;  необходимо  было,  чтобы  Нью- 
тонъ,  черезъ  восемьдесять  лЪтъ  послЪ  этого,  изъяснилъ  этотъ 


^^)  Нагт<тгсея  МипсИ^  ИЬгг  У.  Ыпсп  Аа81пае,  1619  ш  161. 
Вп.  ГУ.  Отд.  II.  6 
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ваконъу  заставж1ъ  его  понять  и  снова  прндадъ  ему  жшшь  *'^1 
Теорш  многоугольниковъ,  руководствовавшая  Кеплеронъ  п 
его  долгихъ  и  трудныхъ  изыскашяхъ,  была  принята  еще 
мен'1е  благосклонно;  къ  ней  не  отнеслись  даже  съ  простымъ 
дюбопнтствомъ,  ничто  не  могло  спасти  ее  отъ  совершеяваго 
вабвен1л*  Это  напоминаетъ  намъ  печальное  раамнпиеше 
Бальи,  высказанное  именно  по  поводу  законовъ  Кеплера: 
«Итакъ  напрасно  открываютъ  истины:  выговорите  длл  сво- 
нхъ  современниковъ,  а  опи  не  слушаютъ  васъ!  ^  Н^тъ,  не 
напрасно;  но  истины  новыя  бываютъ  слишкомъ  часто  на- 
значены/только  для  будущаго» 

Сочинен1е  Еендера  состоитъ  яаъ  пяти  книгъ.  Первая  иодъ 
заглав1емъ:  Ве  /гдигагит  геди1агшт^  дцае  ргорогОопез  Ьаг- 
топгсаа  ратгипЬ  ог1щ  сШзгЬглЗу  агЛгпе  еЬ  Л^/рм^епи^з^  саии 
зсгепИае  еЬ  с1етоп81гаИоп%8^  посвящена  общей  теор1и  пра* 
вильныхъ  фигуръ;  въ  ней  же,  какъ  частный  случай,  заклю- 
чаются звиьздчатые  многоугольники. 

Во  вступлеохи  Беплеръ  упрекаетъ  Рамуса  за  то,  что  тотъ 
критиковалъ  X  книгу  Евклида  и  хот'Ьлъ  выкинуть  ее  изъ 
геометр1и.  Онъ  предлагаетъ  пополнить  ее  изсл1»довашемъ 
правильныхъ  многоугольниковъ,  которые  не  могуть  бнть 
вписаны  въ  кругъ  геометрически  и  указатемъ  на  ра8лич1е 
ихъ  отъ  т^хъ,  которые  могуть  быть  вписаны.  Онъ  обЪща- 
етъ  писать  объ  этой  геометрической  статье  какъ  фнлософъ 
бол^е  яснымъ,  удобопонятнымъ  и  общедоступннмъ  обра- 
зомъ,  ч^мъ  это  делалось  до  т'бхъ  поръ. 

<**)  Кеплеръ  какъ  бы  предвидФхь,  что  его  открнпя,  стоявпоа  ежу 
семнадцати  1'Ьтъ  постояннаго  труда,  будутъ  поняты  то1ько  поед^дод- 
таго  вреиенн. 

мЖреб1й  брошенъ!  говорить  9тотъ  великШ  чеяов^^къ  съ  выр8жея1ё«% 
^энтуэгазма»  я  пишу  книгу,  которая  будетъ  прочитана  теперь  нл  въ 
^цотоиств^,  это  все  равно:  пусть  ждетъ  она  читателя  хотя  бн  ею 
^д^тъ;  разв']^  Богъ  не  ожндагь  шесть  тысячъ  д^^тъ  созерцателя  свокхъ 
^творен1Й?^'  («/"асго  т  аХеат^  ЫЬгитдие  зсггЬо,  зеи  ргаезепНЬиз,  8еи 
розЬеггз  1€депЛит\  пгНИ  гпЬегезЬ  еxрес^а^  Ше  9иит  ис^огет  рег  ап- 
поз  сепЫт.  8г  Веиз  грзе  рег  аппагит  зепа  тИНа  [еопитрШагет 
р1аеи1о1сЛиз  е^.  Нагтопгсез  МипЛг^  ИЬ.  V,  р.  179.) 


Книга  начинается  многочисленныни  опред'Ьленкни,  необ- 
ходшшми  для  понинатя  сочвненк;  мы  приведекъ  изъ  нихъ 
два  или  три« 

Драеильныя  фтуры  суть  т^,  которыя  имЪютъ  равныя 
стороны  и  равные  углы; 

Ихъ  равличаютъ  на  два  класса.  ОдвЪ  суть  первоначаль- 
ныя  и  нореииыя  (рпттгев  еЬ  гаАгса1€8)--это  обыкновенные 
правильные  многоугольники;  друпе  суть  звгьздчатые^  обра- 
зуемые изъ  наренныхъ  чреэъ  продолжете  сторонъ  ''^). 

Вписать  фигуру  въ  ]фугъ  значитъ  посредствомъ  геометри- 
ческого построен1а  (т.  е.  при  помощи  прямой  лин1И  и  кру- 
га) определить  отношеше  стороны  ея  къ  Д1аметру  круга. 

Зат^мъ  Ееплеръ  припоминаетъ  многхя  предюжешя  X  кни- 
ги Евклида,  которыя  ему  нужны  будутъ  впоел'Ьдствш.  Съ 
тридцать  пятаго  предложен1я  онъ  начинаетъ  изсл'Ьдован1е 
разлн^ныхъ  правильныхъ  многоугольниковъ,  разсматривая 
сперва  тЬ,  которые  могутъ  быть  вписаны  въ  кругъ  геоме- 
трически. 

Ивъ  зв^здчатыхъ  многоугольниковъ  этого  рода  здЪсь  на- 
ходится: пятиугольникъ  втораго  вида,  воеьмиугольникъ  и 
десятиугольнякъ  третьяго  вида,  двенадцатиугольники  третьяго 
и  иитаго  видовъ,  пятнадцатиугольники  втораго,  четвертаго  и 
шестаго  вида  и  наконецъ  звезды  изъ  24  сторонъ  питаго,  седь- 
маго  и  одиннадцатаго  видовъ. 

Переходя  къ  многоугольникамъ,  которые  не  могутъ  быть 
вписаны  въ  кругъ  геометрически,  онъ  доказываетъ,  что  обык- 
новенный и  два  звездчатые  семиугольника  (принадлежать  къ 
этому  числу.  После  этого  онъ  прибегаетъ  къ  анализу,  но 
вскоре  же  упрекаетъ  его  за  то,  что  онъ  не  более  искусенъ 
и  ничему  его  не  научилъ.  Въ  этомъ  месте  находимъ  не- 
сколько аналитическихъ  заметокъ,  которыя  должны  бы  были 
предохранить  сочинеше  Ееплера  отъ  забвешя. 


^^)  Бешеръ  ие  говорнтъ,  принаддежитъ  ли  эта  инсдь  о  зв^здчатнхъ 
погоугодьнивахъ  ему  саноиу,  или  была  заниствована  ниъ  изъ  какого 
пбудь  древи^вшаго  сочниенхд. 

6* 
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я  Въ  возражеше,  говорить  онъ  (стр.  34) ,  хн'Ь  укажутъ  на 
„аналитическое  искусство,  которое  арабь  Геберъ  назвал 
„  алгеброщ  а  Итальянцы  называютъ  Созза:  такъ  какъ  сторонн 
„всякаго  рода  многоугольниковъ  повиднмоху  могутъ  быть 
9  определены  этимъ  способомъ. 

„Такъ,  наприм^ръу  для  семиугольника  ЗоЬвЬ  Вуг^е,  изоб- 
„  ретш1й  въ  втомъ  родФ  вещи  весьма  остроумныя  я  даже  не- 
„в^роятнпя,  поступаетъ  слфдующимъ  образомъ....  **  и  т.  д. 

Посредствомъ  геометрическихъ  соображетй,  Беплеръ 
ищетъ  выражеше  стороны  правильнаго  семиугольника,  впи- 
саннаго  въ  кругъ^  въ  функц1И  рад1уса  и  приходитъ  кь  та- 
кому уравяешю: 

7  —  14  у  -I-  7  гщ  —  1  V^  аедие  Vа^еп^  (гдигае  п%Ы1ц 
или  по  нашему  теперешнему  обозначенш 

7  _  14  а;*  -4-  7  а?^  —  я?*  =  О, 

гд'Ь   X  есть  отношеше  стороны   семиугольника  къ  рад1усу 
круга. 

„Величина  корня  такого  уравнеша,  говорить  онъ,  не 
„единственна;  именно  ихъ  дв'Ь  для  пятиугольника,  три  для 
„  семиугольника,  четыре  для  девятиугольника  и  такъ  дал^е. ' 

Онъ  прибавляетъ  (для  случая  семиугольника),  что  три  корня 
представляютъ  стороны  трехъ  равличныхъ  семиугольнмковъ, 
которые  могутъ  быть  вписаны,  въ  одномъ  и  томъ  же  кругФ. 

Въ  этомъ  мы  видимъ  совершенно  ясное  истолкованхе  трехъ 
корней  уравнен1я,  опредфляющаго  сторону  правильнаго  впи- 
саннаго  въ  кругъ  семиугольника;  видимъ  аналитическое  по- 
вят1е,  обнаруживающее  необходимую  связь  между  теорхею 
звФздчатыхъ  многоугольниковъ  и  теорхею  многоугольниковъ, 
изв^стныхъ  древнимъ. 

Дал'Ье  Беплеръ  выражаетъ  еще  разъ  тотъ  же  прияципъ 
въ  весьма  зам']^чательныхъ  словахъ;  понимая  трудности,  про- 
истекающ1я  именно  отъ  полноты  и  богатства  анализа,  онъ 
признаетъ  всЬ  преимущества  этого  метода. 

„До  сихъ  поръ,  говорить  онъ,  сторона  многоугольника  и 
„одноименной   съ   нимъ   зв'Ьзды  им^^  у  насъ    каждая  свое 
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„особое,  отличительное  опред'Ьлеше.  Въ  алгебраи9ескон':ьана- 
^8^  особенно  удивительно  то  (хотя  это-то  именно  л  ват- 
,рудняетъ  геонетра),  что  искомое  не  можетъ  бцть  задано 
увъ  отд&1ьности«  Но,  хоти  это  еще  и  не  доказано  зъ  общемъ 
^ПА%  будемъ  продолжать  начатое  нами  выше,  т.  е.  что 
дуравнешю  удовлетвораетъ  столько  чиселъ,  сколько  въ  фигуре 
],иаходится  хордъ  или  диагоналей  различной  длины;  какъ  на- 
^им^ръ  Еъ  пятиугольнике — дв1^,  въ  семиугольнике— три; 
,изъ  нихъ  одно  число  выражаетъ  сторону,  а  друг1а — д1аго- 
дналн.  Вотъ  почему,  наконецъ,  все,  наеденное  для  отноше- 
,Н1Я  стороны  фигуры  къ  д1аметру,  принадлежитъ  также  от- 
аНошешямъ  вс^хъ  другихъ  лиши  къ  тому  же  диаметру.*' 

Ташя  же  соображешя  высказываетъ  Кеплеръ  въ  сл^дую^ 
щемъ  предложенш,  где  онъ  декавываетъ  невозможность  раз- 
делить геометрически  дугу  на  три,  пять,  семь  и  т.  д.  частей. 
.Вопросу,  говоритъ  онъ,  соответствуютъ  МН0Г1Я  лиши,  а  изъ 
свойства,  общаго  многимъ  вещамъ,  нельзя  вывести  ничего 
особаго  и  частнаго  для  одной  изъ  нихъ  въ  отдельности.  ^  ^^^) 

Во  второй  книге  подъ  заглав1емъ:  2?е  /гдитгит  гедиЪ- 
гшт  сопдгиепНа  говорится  опять  о  правильныхъ  много- 
угольникахъ,  потомъ  о  многогранникахъ.  Кеплеръ  разсматри- 
ваетъ  различные  способы  соединять  однородные  и  разно- 
родные многоугольники  такъ,  чтобы  вполне  занять  ими  часть 


*^)  Среди  этихъ  вервыхъ  и  глубокихъ  иатеиатическихъ  соображен1Й 
ин  встр1(чаемъ  разсужденгд,  свидетельству ющ1я  о  томъ,  что  ген1Й 
Кеиера,  подъ  вл1ян1емъ  идей  ПиеагоровоЙ:  и  Платоновой  школы  о 
провнхъ  свойствахъ  чиселъ,  стремился  сделать  неъ  этихъ  научныхъ 
■>ел&дован1Й  о  многоутольнивахъ  употреблеше  странное  я  фантастн- 
чесюе;  таково  следующее  х^сто,  которнмъ  ованчивается  45-е  предло. 
жен1е:  ^И  такъ  доказано,  что  стороны  этихъ  фигуръ  должны  навсегда 
^остаться  неизвестными,  и  что  он^  по  самой  сущности  своей,  не  мо- 
,гутъ  быть  найдены.  И  н^тъ  ничего  удивительнаго,  что  то,  чего  нельзя 
я8етретить  въ  первообразе  (АгсЬё1;уре)  шра,  не  можетъ  быть  вы- 
^ражено.** 

И  тыая-то  идеи  привели  Беплера  къ  одному  изъ  велнчайшихъ  отвры- 
п1,  ех^лаялнхъ  человечеством^. 
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плекости,  или  побн  составить  иаъ  ни»  правильные  иного 
гранники. 

Въ  третьей  вниг%  1)в  агЫ  ргорогИопиш  Нагтапгсагит, 
4е2ие  паШга  е1  Л%((егепИ%в  гегиш  аА  сапЫт  регИпепНит  го- 
ворится только  о  музыкальной  гарноши,  такъ  что  книга  эта 
совсбмъ  не  относится  къ  геоиетрш  и  астроношп. 

Четвертая  книга  имЬетъ  заглав1е:  Ве  соп/гдигаЬопЗт 
Нагтопгсгз  гасШ>гит  згЛегаНит  т  Твгга  еаттдие  е((еск% 
гп  сгепЛ18  МеЬеотгв^  а^^^8^ие  КаЬигаНЬиз.  Беплеръ  употре^ 
ляетъ  8Д']^сь  зв^^здчатые  многоугольники  и  величивы  ихъ  ;г- 
ловъ,  чтобы  сравнить  съ  ними  распределен!!  (соп/гдигаИш) 
или  угловыя  ра8Стоян1я  нланетъ:  величины  этихъ  угловнхъ 
разстоянШ  находились,  кавъ  предполагалось,  въ  соотв^тств!! 
съ  событкни  и  явлешями  иодлуннаго  М1ра,  которыя  долгнн 
были  быть  различны,  смотря  по  тому,  какому  многоуголь- 
нику принадлежать  эти  углы.  Д'бятельныа  распредЪлеш 
{соп/гдига1гоп8  в//>сасев}— это  так1я,  которыя  способны  воз- 
будить земную  природу  и  виутренн1я  качества  духа;  ивъ 
соотв^тствуютъ  углы  многоугольниковъ,  впвсываемыхъ  гео- 
метрически. Сюда  относятся:  квадратъ,  треугольникъ,  пяти- 
угольникъ  втораго  вида,  семиугольникъ  трстьяго  вида,  деса- 
таугольвикъ  третьяго  вида  и  >  дв^надцатиугольникъ  пятаго 
вида. 

Пятая  книга  им^етъ  заглавхе:  Вв  Ьагтопга  рег/есИззта 
то1ииш  соеХезНиш  огЬидие  ех  шс1ет  ЕхсепЬггсгШит  зетгсИ- 
атеЬгогитдш  е1  Тетрогит  реггосЧсогит.  Зд'^^сь  Кеплеръ 
сравниваетъ  пять  правильныхъ  тЪлъ  съ  гармоническими  от- 
ношен1Ями  и  старается  открыть  въ  этомъ  аналопю  съ  дви* 
жев1ями  планетъ.  Изъ  заглав1я  видно,  что  въ  этой  У  книг^ 
находится  знамепятый  законъ  о  постоянствп»  отношенья 
квадратовъ  временъ  обращенгй  планетъ  кг  кубамъ  ихъраз- 
стоятй  отъ  солнца.  *"). 

^'*)  Оч^обое  чувство  смешанное  съ  уважев1ехъ  возбухдаютъ  слова 
сахаго  Кеплера,  въ  хоторнхъ  онъ  возв'^стилъ  о  своемъ  велнЕОмъ  от- 
хрнт1и;  въ  нихъ  выражается  все  его  счаспе  и  вся  важность,  которую 
онъ  придавалъ  открнпю  этой,  тавъ  глубоко  скрытой,  ястивв. 
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Ивъ  предложеннаго  нами  обзора  сочкнешя  Еевлера  видно, 
170  учеше  о  зв1Ь9дчатыхъ  нногоугодьникахъ  имйетъ  зд'Ьсь 
важное  и  новое  знанете  въ  аналитическомъ  отношеши.  Не 
смотря  на  это,  впосд%дств1и  мы  не  находинъ  никакого  ел'Ьда 
этого  учея1я,  хотя  оно  должно  было  представляться  въ  тео- 
р1н  угловыхъ  с'Ьчев1й,  занимавшей  часто  геометровъ.  Въ 
особенности  не  долженъ  бы  бнлъ  пройти  его  молчан1емъ 
Валлисъ,  который  только  черезъ  полвека  посл^  Кеплера 
я&писалъ  истор1Ю  алгебры  и  трактатъ  объ  угловыхъ  сЬче- 
шяхъ.  Геометръ  этотъ  видЬлъ  правда,  что  второй  корень 
уравнетя  второй  степенв^  опред'Ьляющаго  сторону  правиль- 
наго  пятиугольника,  вписаинаго  въ  кругъ,  представляетъ 
величину  дгагоналей  ^*%  но  такое  геометрическое  изъясне- 


«Нашедши,  благодаря  наблшденхямъ  Браге  и  благодаря  иостоянноиу 
,н  долгому  труду,  истинные  разм'^ры  орбитъ,  наконедъ-то  товоритъ 
еОнЪ|  ваконецъ-то  открылъ  я  соотношен1е  между  иерходическими  вре- 
^ненами  и  рази-брами  зтихъ  орбитъ; 

8ега  дшАеш  гсврехИ  шег1;ет, 
Веврех!!  (атеп,  е!  1оп@о  1етроге  уеш!;. 

вИ  если  вы  хотите  въ  точности  звать  время  этого  открыт1я,  то  8-го 
вмарта  этого  1618  года  оно  въ  первый  разъ  зародилось  въ  моемъ  умЪ, 
яоотонъ  было  испробовано  носредствомъ  неловкихъ  вычислен  1Й  и  всл^^д- 
,етв1е  ВТОГО  отвергнуто  какъ  ложное;  посл^  того  15-го  мая  оно  пред- 
оставилось мн^  съ  новою  силой  и  разоряло  мракъ  моего  ума;  но  какъ 
,нп  полно  подтверждалось  оно  моими  семнадцатпл']Ьтиими  работами 
^надь  наблюден]ЯМ11  Браге  и  моими  собственными  совершенно  согласными 
,сообрахен1ЯМн,  я  сначала  думалъ,  что  дто  мечта  н  что  я  им']^ю  д^ло 
,^съ  обмаячивымъ  довазатедьствомъ,  но  н^^тъ  бол^е  сомн'1н1Й;  вполне 
,в1рво  и  вполиЬ  точно  нредложен1е,  что  отношете  между  пергодиче» 
^ек%1ми  временами  деухь  планетъ  въ  точшиети  равно  отношент  полл/- 
т^торны$еш  степеней  {вездиг-аИеге  б,и  гаррог1)  ихь  среднихъразстоятй^ 
(1Л.  V,  р.  189). 

1М)  Заи^чан1е  это,  по  всей  в']&роятности,  было  сделано  уже  полтора 
в1ка  тому  назадъ  Стнфельсомъ;  въ  его  алгебре  находииъ  выражешя 
етороон  н  диагоналей  правильнаго  пятиугольника  въ  фуикщи  рад!уса 
онисавиаго  круга  (см.  его  АгиЬтеЫса  Шедга  (61  178);  если  допустить, 
410  овъ  полуяилъ  8ТИ  выражен1я  не  чрезъ  р^шенге  ввадратпаго  уравне- 
В1я,  то   нхъ   форма  все  тави   должна  была  ему  показать,  что  дв-Ь  з^и 
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Н1е  корня,  жуадаго  вопросу»  бнд о  недостаточно;  нужно  бшо 
распространить  его  на  самое  н8лоа&ен1е  задачи  и  видЬть  въ 
втомъ  корв'Ь  не  только  д1агонал>9  но  сторону  вторам  пя- 
тщгольника.  Эта  мысль,  которая  намъ  теперь  кажется  очень 
простою  и  которая  пополняетъ  аналитическое  р'Ьшеше  за- 
дачи, ускользнула  отъ  Берну.1ли,  Эйлера  и  Лагран&а  и 
пришла  на  умъ  геометрамъ  только  самаго  посл^кдняго  вре- 
мени. 

Учеше  Брадвардина  о  выдающихся  многоугольникахъ  бню 
горячо  опровергаемо  писателемъ  XVII  в'Ька  ^.  Вго9с%и^ 
омъ  въ  сочиненш  Аро1о%%а  рго  Агг81оШе  е1  ЕисИде  соФа 
Р.  Ватит  е1  аНоз;  ВапЫзсг^  1652  гп  4^  Учетю  этому 
нечего  было  бояться  какихъ  бы  то  ни  было  нападешй, 
который  могли  служить  только  къ  его  распространешю  и 
къ  большему  знакомству  съ  нимъ*  Но,  по  странному  слу- 
чаю,  это  сочинеше  Бросц1я  было  кажется  посл^^днимъ,  въ 
которомъ  говорилось  о  такихъ  многоугольникахъ.  ПослЪ 
этого  они  были  совершенно  забыты  и  не  возбудили  о  себ^ 
никакого  воспоминан1я  даже  поел*!  того,  какь  Пуансо,  въ 
начал^^  нын^шняго  в^ка,  снова  открылъ  ихъ  и  ввелъ  въ 
науку. 

Вотъ  что  находится  въ  сочиненш  Бросц1я  объ  этихъ  мвого* 
угольникахъ. 

Сначала  онъ  сильно  порицаетъ  Рамуса  за  то,  что  тогь 
указывалъ  на  звездчатый  пятиугольникъ^  какъ  на  фигуру, 
иную  ч'бмъ  треугольникъ,  въ  которой  сумма  равна  двумъ 
прямымъ»  ,,  Это  доказываетъ,  говоритъ  онъ,  незн^ше  Раиуса 
«въ  геометрш.  Фигура  эта  есть  десятиугольникъ  съ  пять» 
я  входящими  и  пятью  выдающимися  углами  и  сумма  его  у^ 
,,довъ  равна  шестнадцати  прямнмъ.^ 

Бросц1й  указываетъ  на  сочинеше  Брадвардина  и  дока- 
зываетъ, что  можно  составить  безчисленное  множество  фи- 
гуръ  съ  выдающимися  углами  въ  7,  9,  11  и  т.  д.  сторонъ, 

Л1Н1И  суть  корни  подобнаго  уравнен1я;  потому  что  Стифельсъ,  ввсыга 
нскусвыК  алтебраистъ  своего  времени,  быдъ  особенно  опнтенъ  въ  р^- 
шен1и  квадратныхъ  уравнен1&. 
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фигуръу  въ  которыхъ,  кавъ  въ  фтур^  Рамуса,  сумма  уг- 
ловъ  равна  двумъ  прямымъ.  Брадвардинъ  только  подозр<Ь- 
вадъ  это  1фасивое  предложеше,  но  не  доказалъ  его;  СЬаЛеа 
де  ВоаубЦев  прнм^Ьнилъ  его  къ  выдающемуся  семиугольниЕу 
третьлго  вида.  БросцШ  идетъ  дал'бе:  онъ  разсматриваетъ 
фигуры  равличныгь  видовъ  при  одномъ  и  томъ  же  числ^  сто- 
ронъ  и  опред'Ьляетъ  сумму  ихъ  угловъ. 

Онъ  находитъ,  что  есть  три  вида  семиугольнивовъ,  счи- 
тая въ  томъ  же  числЪ  обыкновенный,  и  въ  нихъ  сумма 
угловъ  равна  10,  6  и  2  прямымъ; 

Три  видавоеьмиугольниковъ,  въ  которыхъ  сумма  угловъ 
равна  12,  8,  4  прямынъ; 

Шесть  видовъ  фигуръ  съ  14-ю  выдающимися  углами  (въ 
томъ  чнсл-Ь  обыкновенный  четырнадцатиугольникъ),  въ  кото- 
рыхъ сумма  угловъ  есть  24,  20,  16,   12,  8  и  4  прямыхъ; 

Семь  видовъ  фигуръ  съ  15-ю  выдающимися  углами,  въ 
которыхъ  сумма  угловъ  равна  26,  22,  18,  14,  10,  6  и 
2  прямымъ. 

Эти  выводы  согласны  съ  закономъ,  найденнымъ  Пуансо, 
по   которому    сумма    угловъ    всякаго   многоугольника  есть 


5=  2(т  —  2А),  гд'Ь  ш  есть  число  сторонъ  и  к  указатель 
вида  или  порядка  фигуры. 

Точка  зр^шя,  съ  которой  Бросц1Й  смотрЪлъ  на  эти  фи- 
гуры, видя  въ  нихъ  многоугольники  съ  углами  поперем'Ьнно 
входящими  я  выдающимися  и  стороны  которыхъ  не  перес^Ь- 
хаются  между  собою,  привела  его  къ  новому  способ'у  по- 
строетя  этихъ  фигуръ  и  къ  любопытному  свойству  изопе- 
риметрш. 

Возьмемъ^  наприм^ръ,  обыкновенный  правильный  семи- 
угольникъ  и  отм-Ьтинъ  середины  его  семи  сторонъ.  Пред- 
етавимъ  себ%,  что  около  прямой,  соединяющей  дв'Ь  смежный 
средины,  мы  вращаемъ  мадевьтай  треугольникъ,  отсекаемый 
9юю  прямою  отъ  семиугольника,  и  наконецъ  совм^щаемъ 
его  съ  ПЛ0СК0СТ1Ю  фигуры.  Подобнымъ  же  образомъ  около 
шести  другихъ  прямыхъ,  соединяющихъ  попарно  смежный 
вершины,   перевернемъ  маленьк1е  треугольники,  отсЬкаемне 
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отъ  семнугольниЕа.  ВсФ  они  вмФстФ  обрюуютъ  въ  своихъ 
новыхъ  подожешяхъ  новый  многоугодьникъ  о  четыршдщ&ти 
сторонахъ,   съ  углами  попеременно  выдающвмиея  и  вход- 

ЩИМ0. 

Этотъ  новый  четырнадцатиугольнивъ  очеввдно  им^тъ  пе- 
риметръ  одинаковый  съ  первоначадьнымъ  семиугольниконъ. 

Если  теперь  опять  около  каждой  прямой,  соединяющей 
вершины  двухъ  смежныхъ  входящихъ  угловъ,  повернемъ 
малевьк1й  треугольникъ,  отсЬкаемый  ею  отъ  многоугольвика, 
то  получимъ  новый  многоугольникъ  о  четырнадцати  сторо- 
нахъ,  съ  углами  поперем'Ьнно  входящими  и  выдающимися; 
этотъ  новый  многоугольникъ  очевидно  будетъ  имЪть  нерв- 
метръ  одинаковый  со  вторвмъ,  а  сл'Ьдовательно  и  съ  пер' 
вымъ  многоугольникомъ. 

Площади  трехъ  такихъ  многоугольниковъ  весьма  различны 
между  собою,  такъ  кавъ  второй  помещается  внутри  перваго, 
и  трет1й  внутри  втораго. 

Не  трудно  уб'ЬдитьсЯ;  что  второй  многоугольникъ  есть 
ничто  иное,  кавъ  семиугольникъ  втораго  рода,  въ  которою 
уничтожены  части  сторонъ,  заключающхяся  внутри;  подоб- 
нымъ  же  образомъ  третШ  многоугольникъ  есть  семиуголь- 
никъ третьяго  вида,  въ  которомъ  также  вычеркнуты  вну- 
тренше  отр'Ьзки  сторонъ. 

И  такъ  вотъ  новый  способъ  получать  выдающхеся  много- 
угольники, произв^)дя  ихъ  одни  в8ъ  другихъ.  Этотъ  способъ 
заслуживаетъ  внимашя,  особенно  всл'Ьдств1е  того  любопыт- 
наго  обстоятельства,  что  вс^  многоугольники,  выводимые 
такимъ  образомъ  изъ  какого  угодно  первовачальнаго,  ии1- 
ютъ  всегда  одинъ  и  тотъ  же  периметръ. 

Мы  не  встрФчаехъ  еще  другихъ  сочинешй,  въ  которых^ 
говорилось  бы  о  выдающихся  многоугольникахЪ|  до  начала 
нын^шняго  в^ка,  когда  эта  теор1я  явилась  въ  новомъ  внд^; 
но  ни  знаменитый  авторъ  ея,  ни  геометры,  которые  ею  вос- 
хищались, не  подозр'Ьвали  даже,  что  она  играла  уже  важную 
роль  въ  течен1е  четырехъ  стол'Ьпй. 
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О  геометрш  Арабовъ. 

Съ  УШ  до  ХШ  в^ка  Европа  была  погружена  въ  глубо- 
кое нев^д'Ьше.  Въ  этотъ  додпй  пер10дъ  любовь  къ  наукамъ 
н  яхъ  раввит1е  сосредоточена  были  у  Арабовъ  Багдада  и 
Еордовы»  Имъ  обязаны  мы  знаконствомъ  съ  греческими  со* 
чинешлни,  Боторыя  были  переведены  ими  для  своего  упо- 
треблев1я  и  отъ  аихъ  перешли  къ  ыамъ  гораздо  преасде, 
чймъ  сд&[ались  изв'Ьстны  эти  сочинешя  на  азыкЬ  оригинала. 
До  самаго  посхЬдняго  времени  думали,  что  въ  этомъ  состо- 
яла единственная  услуга,  оказанная  намъ  Арабами;  собст- 
венный ихъ  сочинешя  не  старались  отыскивать  и  изучать, 
предполагая,  что  въ  нихъ  не  должно  заключаться  ничего 
орнгинальнаго  или  отличающагося  отъ  произведен1й  грече- 
ской образованности.  Это  бы.1а  ошибка,  которую  теперь  на- 
танаютъ  исправлять,  особенно  съ  того  времени,  какъ  озна- 
комились съ  сочинен1ями  Индусовъ  и  узнали,  что  Арабы  по- 
черпнули изъ  нихъ  начала  алгебраическаго  исчислешя,  су- 
1цественно  отличающаго  ихъ  сочинен1я  отъ  сочинен1й  Гре- 
ковъ.  Но  ошибка  эта  замечена  еще  слишкомъ  недавно  и 
арабск1Я  сочинешя  намъ  еще  мало  известны.  Значительное 
число  ихъ  уже  много  столётШ  существуетъ  въ  Ёвроп1$, 
большею  частш  на  арабскомъ  язык'Ь,  н']&котория  же  на  ла- 
ткнскомъ  въ  переводахъ  XII  и  ХШ  в^Ька.  Пожелаемъ^  что- 
бы важность  этихъ  сочинен1й  была  признана  и  чтобы  они, 
по  возможности  скоро,  вышли  изъ  поглощающихъ  ихъ  бнб- 
л1отекъ:  тогда  только  можно  будетъ  думать  о  настоящей 
исторш  арабской  науки.  Теперь  же  можно  собрать  только 
н^Бсколько  главныхъ  фактовъ  и  разс^янныхъ  данныхъ,  по 
хоторнмъ  не  возможно  съ  увЪренност1ю  судить  о  м1рЬ 
учает1я  этого  веливаго  и  знаменитаго  народа  въ  дЪл^  рас- 
пространен1я  и  усовершенствовашя  математическихъ  наукъ, 
I  изъ  которыхъ  педостаточно  выясняется  характеръ,  полу- 
ченный этими  науками  отъ  см']&шен1я  двухъ  составныхъ  эле- 
иентовъ:  —  греческаго  и  индМскаго.  Но  характеръ  этотъ 
обнаруживается  въ  европейскихъ  сочин^яхъ  XV  в'Ька,  на- 
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писаншххъ  по   арабсквмъ  образцамь,  и  по  ншъ-то  хн  но- 
жехъ  теперь  его  изучить  и  ясно  съ  нимъ  ознакомиться. 

Наклонность  и  ревностная  любовь  Арабовъ  къ  наувамъ 
развились  быстро  въ  УШ  в^кЪ,  когда  началось  царствова- 
ше  Абассидовъ.  Эти  государи,  благородные  подражатели 
Егитетскихъ  Птолохеевъ,  сосредоточили  въ  Багдад^Ь  та- 
ланты всего  шра  '^').  Они  д&ггельно  собрали  вЛ  знан1Л, 
который  только  могли  найти  у  народовъ,  покоренннхъ  пр1бж- 
никами  Пророка  и  Ом1адами.  Такимъ  образомъ  арабы  сде- 
лались владетелями  и  единственными  хранителями  вс1гь 
уже  готовыхъ  наукъ  ^**)  въ  то  самое  время,  когда  онФ,  сле- 
дуя судьбе  всего  челов^ческаго,  клонились  къ  упадку  и  те- 
рялись у  народовъ  создавшихъ  и  развивавшихъ  ихъ  въ  те- 
чете многихъ  в^ковъ.  Греки  и  Индусы  *^')  были  главными 
вкладчиками  въ  этотъ  научный  капиталъ.  Таково  происхо&- 
деше  наукъ  и  въ  особенности  геометрхи  у  Арабовъ. 

Кажется,  что  элементы  Евклида  были  первымъ  сочинеш- 
емъ,  которое  они  перевели,  а  именно  въ  У1П  в^к^,  въ  цар- 
ствован1е  Альманзора.  Благодаря  просвещенному  поощрешю 
калифа  Аль-Мамуна  (который  началъ  царствовать  въ  Багдаде 
въ  814  году),  вскоре  сделались  известными  сочинешя  Ар- 
химеда, Аполлошя,  Гипсикла,  Менелая,  веодос1Я  и  Альжа- 
гестъ  Птолемея. 

Съ  этихъ  поръ  начинаются  быстрые  успехи  Арабовъ  иъ 
наукахъ;  въ  IX  веке  мы  находимъ  искусныхъ  геометроиь, 
обладавшихъ  весьма  обширными  сведен1ями. 


'*0  Ь|1Ьп,  НШогге  Лев  шепсез  таЛЬётсЛъдцез  еп  1Ш%е^  I.  Ь  р.  117. 

^  ^Не  под1е2итъ  сомнШю,  что  Арабы,  со  времени  основаш  ка- 
^лифата  и  7чрежден1Я  ихъ  царства,  жжкхи  глубокое  уваженхе  къ  вскус- 
^стваиъ  и  наувамъ,  такъ  хавъ  они  перевели  на  свой  азнхъ  вс^  лучши 
^греческ1я,  еврейскЦ  халде1св1я  я  индМсвш  кннги.^  (В'НегЬа1о^ 
ВШ,  ог%аФие,  по  поводу  слова  Е1т  [паука],) 

^*^  Въ  ВШ.  ог%еп1а1е  Ое  1У  НегЫ<Л,  при  слов^  1б^аЬ  (т.  е.  т^а»- 
татъ\  находимъ  названш  множества  сочинетй,  переведенныхъ  ин 
иеределавннхъ  Арабами  съ  ннд^Вс&аго,  по  вс^мъ  отд^ламь  математк- 
ческихъ  в  философскихъ  наукъ. 
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Три  брма  Могахмедъ,  Гамедъ  и  Газенъ,  сыновья  Мува- 
Бенъ-Шавера,  прославились  переводами  многихъ  греческихъ 
и  инд^искихъ  сочиненШ  и  своими  собственными  сочинешями 
по  всФмъ  отдЪламъ  математики;  мпот  ивъ  ихъ  сочиневШ 
дошли  до  насъ.  Астрономичесюя  таблицы,  составленный 
Могаммедомъ-Беиъ-Мува  по  индпйской  сгитемп»^  были  дол- 
гое время  знамениты  на  востов%1  но  болФе  драгоценное  и 
въ  нашихъ  глазахъ  бол'бе  важное  сочинете  его  есть  Трав- 
татъ  Алгебры,  самый  древшй  изъ  всФхъ,  которые  были  на- 
вФстны  до  посл-Ьдилго  времени,  пока  не  были  еще  открыты 
еочинешя  Индусовъ.  Изъ  этого  сочинешя  Европейцы  пог 
черпнули  первыя  св^дФшя  въ  алгебр{&,  сначала  черезъ  по- 
средство Леонарда  изъ  Пизы,  который  ^Ьздилъ  самъ  учиться 
въ  Аравш,  потомъ  непосредственно  изъ  самаго  сочинешя, 
которое  было  переведено  въ  ХШ  в^в^.  По  этой  причине 
Моганмеда-Бенъ-Муза  считали   изобр^тателемъ  алгебры  ^**) 


^)  Въ  начади  своего  сочинен1Я  Аг$  тадпа  Еарданъ  говорить:  Наее 
ОГВ  Ыгт  а  МаНотеЬе^  Л/озгз  АгсМз  (Ию^  тШит  зитрзИ.  ХХепш 
^и^и8  тег  ХосирХеа  1евИ8  Ьеопагйиз  Ргзстиз, 

Тоже  самое  онъ  повторяетъ  въ  своеиъ  трактате  Ве  зиЫлШоЛе  (иЪ. 
ХУ1),  тд^  онъ  ставить  Иогаммеда-Бенъ  Муза  посл^  Архитаса  и  даетъ 
ему  девятое  и^сто  вь  раду  двенадцати  величайшихь  ген1евъ  челове- 
чества. Нигс  МсЛотеЫз  Могзгз  (Шиз  Агсй>з^  А1деЪгаИсае  и1  Ш 
дкат  агНз  ^пVеп^о^^  зисееЛи.  ОЬ  гЛ  гп^еп^ит  аЬ  агЫз  потгпе  еодпо- 
шеп  аЛерЫз  Ы. 

Тартажеа  приписываеть  также  Могаииеду-Бенъ-Муза  изобретете 
игебрв«  котирую  онъ  въ  заглавш  У1  части  своего  сочинен1д  в^пега1 
ЬгайаМо  еН  питегг  е  тгзиге,  определяетъ  тавъ:  АпОса  ргаНса  зрееи^ 
Шпнм  йб  Х'аНе  тидпа^  €Ша  гп  АтаЬо  А1деЪга  е1  АХтисаЬаХоу  ог^ег 
тедоШ  ёеПа  созс^  1г(Н)а1а  йа  МаитеЬЬ^  (гдИо  йе  Могзе  агаЬо^  1а  2иа1е 
9е  рио  Шге  1а  рег^еНа  аНе  ЛеХ  соЛсиХаге^  е1с. 

Сначала  приписывали  изобретев1е  алгебры  Геберу,  другому  арабскому 
теометру.  Такъ  Отифельсь,  знаменитый  немецшй  алгебраистъ,  совре- 
меяиикъ  Кардана,  писалъ  къ  професоору  Милих1ю:  Тгм^ио^ие  сапзШо 
изиз,  АХдеЬгат  (^иат  регзиазШ%  Ъапгз  га1юп%Ьиз  а  веЬго  (Шгопато, 
аикмге  еуиз  На  еззе  пипсираЬат)  тиЫгз  ехетрЫз  ШизЬга^ат  зсггрзг 
{АгИктеИса  Шедта^  р.  226);  онъ  же  назнваетъ  часто  алгебру  ЕедиХа 
Мя%,  Это  мнен1е  было  еще  разделяемо  въ  ХУП  столет1и  (см.  Кер1ег, 
Еагшатлсез  МипЛг^  ИЬ.  I,  ргор.  46);  но   оно  не  имело  другаго  осяо- 
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и  имя  его,  по  справедливости  им'&ю  большую  изв1м2тность 
между  европейСБиии  геометрани.  Однако  сочинеше  его,  ко- 
торое, хотя  бы  И8ъ  признательности^  сл'Ьдовало  напечатать, 
оставалось  въ  рукописи  и  было  въ  течеяш  трехъ  стол^пй 
забыто;  только  въ  1831  году  Розенъ  въ  первый  разъ  нале- 
чаталъ  его  на  арабскомъ  и  англ1йсконъ  язык^.  Либри  въ  I 
том%  Н1в101гс  <1е8  8С1епсе8  еп  КаНе  напечаталъ  однпъ  изъ 
латинскихъ  переводовъ,  хранившихся  въ  королевской  библ1- 
отек&  Переводъ  этотъ  не  такъ  полоцъ,  какъ  рукопись,  ко- 
торою пользовался  Розенъ.  Въ  неигь  н^тъ  между  прочимъ 
геометрическаго  отдела. 

Известно,  что  Могаммедъ-Бенъ-Муза  заимствовалъ  часть 
своихъ  математическихъ  познашй  у  Инд^йцевъ  *^*).  Надобно 
думать,  что  отъ  нихъ  онъ  получилъ  и  алгебру.  Сочинен1е 
его  представляетъ  несомн^нноо  сходство  еъ  сочинении! 
ИндМцевъ,  но  нисколько  не  похоже  на  книгу  Д1офанта. 
Могаммедъ,    подобно    ИндЪйцамъ,    вводить    геометричесш 


ван1Я,  крои^  сходства  въ  сховахъ,  и  потону  не  моыо  удержаться,  осо- 
бенно посл^  того,  какъ  стала  известна  истинная  этииолопя  сжова 
адгебра,  которое  происходить  отъ  двобнаго  арабскато  назвашя  Л1деЪг 
V  А1т<юаЬе1(Лу  означавшаго  противоположенге  исраенен%е  {арро^го 
€^  сотрагаОо).  Это  назвате,  которое  мы  зам^^ндемъ  однимъ  сховомъ 
алгебра,  хорошо  подходнтъ  къ  теор1и  уравнешй,  составляющей  основа- 
Н1е  всей  этой  науки. 

Друпе  писатели,  во  тлдл^  которнхъ  стоять  Репомонтанъ  и  Ше- 
бель,  считали  первымъ  основателемъ  алгебры  Дхофанха  и  это  ни^в1е 
вообще  было  принято,  такъ  какь  Дхофантъ  существовалъ  гораздо  ра- 
н'Ье  Арабовъ.  Но  въ  настоящее  время  возвикъ  в(^росъ  о  первенстве 
между  Греками  и  Индусами.  Брамегупта  жилъ  двумя  веками  поздв^е 
Д1офанта,  но  совершенство  его  сочинен1Я  свядФтельствустъ  иесонн^нпо 
о  весьма  древнемъ  существован1и  алгебры  въ  Индш. 

Пелетье  въ  своей  алгебр^^  говорить,  что  ато  одно  изъ  такихь  д'Ьгь^ 
изобретете  которыхъ  не  могло  принадлежать  одному  человеку,  я  ко- 
торыя  п*опЬ  ргга  гёд1е,  (огте  е1  огЛге  дуСаргЬв  ип  Ьопд  1етрз  ^ 
сггсиШопа^  Л'Шегшгззгопз  еЬ  Ае  сопОпиеИез  ехегсгШюпз  с^езрги, 

.***)  Сааш,  ВгЫЫНеса  ЛгаЫсо-Нгарапа,  р.  427— 428. —  Со1еЬгооке, 
Вга11тедир1аапЛВНа8сагаЛ1деЬга,1)1я^(дтШхо1к^^.  ЬХХИ.— Р,  Возев, 
Л1дёЬга  о/*  МоЬаттеЛ  Ъеп  Миза,  предисл.  стр.  УШ« 
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еоображен1я,  чтобн  со  всею  ясностш  обнаружить  верность 
адгебраическихъ  д'Ьйств1й;  особенно'  замечательно  докава- 
тельствОу  по  этому  способу,  правилъ  для  р^шешя  уравне- 
шя  второй  степени,  при  чемъ  онъ  разсматриваетъ  три  слу- 
чая *^*).   Сочннен1е   его  содсржитъ  также,  подобно  индМ- 


'*0  Эти  три  сяучая  даны  авторомъ  только  въ  чисювнхъ  прим^рахъ; 
П0ХОЩ1Ю  буквъ  они  представляются  въ  вид:Ь  трехъ  сл'Ьдующихъ  урав- 
вешй: 

ИКС*  -♦-   &Я5  —  с   =  О, 

ож*  —  Ьт  —  с  =  О, 

ОйР*  —  &в   +   с   а  0. 

Общее  уравнен1е  второй  степени  можетъ  представлять  еще  четвер- 
ти! случай: 

ал?*  -ь  йа  -н  с  «п  О, 

ц^  ъсЬ  члены  положительные;  Могамиедъ  объ  ненъ  не  говорить,  тавъ 
кажъ  корни  при  этонъ  бываютъ  всегда  отрицательные. 

Во  вс^хъ  уравяев1яхъ  онъ  разсматриваетъ  только  полоо1снтелмые 
юрки,  отрицательные  же  оставляетъ  въ  стороне,  какъ  неимФюлце  вм,- 
1акого  значешя. 

Въ  третьемъ  случае,  для  уравнешя  оо;^  —  &«  ч-  о  «  О,  оба  корня 
ютораго 


2а  2а    ^ 

воюжительны  (предполагая,  что  они  действительные),  Могаимедъ  го- 
ворить, что  вычисляется  и  тотъ  и  другой  корень,  но  что  всяк1й  разъ 
необходимо  удостоверяться,  который  изь  нихъ  соотв^тствуеть  вопросу. 
Сначала  про^б|1отъ  первый,  получаемый  отъ  знака  плюсь;  если  онъ  не- 
годится,  то  вопросу  будеть  необходимо  удовлетворять  второй  корень, 
нроисходялЦЙ  отъ  ^внака  мгшусь.  (УПеп  уои  тееЬ  тИк  а/л  гпз^апсе 
«Мск  ге/ёгв  уои  Ьо  Шв  сазе^  1гу  Из  зоШит  Ъу  аМШоп,  апЛ  г/  ЬЬаЬ 
<Ь  п(Л  зеп)е^  Леп  зиЫгаЫгоп  сеНатХу  т11,  Ра^е  11). 

Индейцы  принимали  также  два  корня,  когда  они  оба  соотв^тствують 
вопросу  (Вг^а-вапИа,  §  §  180,  139),  и  отбрасывали  одинъ  пзъ  нихъ, 
хахъ  неямеющ1Й  смысла,  въ  другихъ  случаяхъ  (гЬШ.  §  §  140,  141).  При- 
1г&ромъ  можетъ  служить  задача:  Т1ьнь  гномома^  имтощаго  12  дюймоеъ 
9ыши$ш,  уменьшенпая  на  третью  часть  ггтотенузи^  равна  14  дюй- 
мамъ;  найти  длину  тлни.  При  решен1и  вопроса  получается  квадрат- 
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ное  уравнеше,   корни  котораго  положительные  и  равны  -^  и  9.   Пер- 

4В 
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скимъ  сочинен1амъ,  геометрически  отд^дъ  о  изм^реш!  по- 
верхностей. 

Зд^сь  АО  находимъ  три  прибдизвтельния  выражешя  отноше- 

22        .—       62832 
шя  окружности    къ  Д1аметру  -у,    ^ю    и  доооо'  ^^'"^^Р"*' 

какъ  мы  уже    говориди,    известны    были  ИндЪйцамъ  '^^);  и 


внй  И8ъ  нихъ  соотв'Ьтствуетъ  вопросу^  потому  что  онъ  боа^е  14  и»  бу- 
дучи уменьшенъ  на  третью  часть  гноотенузы,  можетъ  дать  14;  второй 
же  будучи  мен^^е  14,  додженъ  быть  отброшенъ,  вакъ  говорить  Баска- 
ра,   по  причин*!    своей  негодности  (Ьу  геазоп  о(  Из  гпсопдгиНу). 

Лука  Бурго  во  всемъ  буквально  сл^Ьдуетъ  за  Могаммедохъ-Бенъ-Нуза; 
онъ  также  разсматриваетъ  три  случая  и  для  каждаго  даетъ  р1шен1е 
въ  четырехъ  латипскихъ  стихахъ;  потонъ  онъ  подтверждаетъ  8ти  р%- 
шен1я  геометрическиин  соображешями.  Въ  случ^Л  двухъ  положитеа- 
Бнхъ  корней,  онъ  признаетъ,  что  для  н^которыхъ  вопросовъ  годятся 
оба  корня,  другвмъ  же  удовлетворяетъ  только  одинъ  (ЗгсНе  Гипо  е 
1'аИго  тодо  ваНа^а  е1  ^Лето.  Ма  а  1е  Vо^^е  ве  Напе  1а  ^егШ  а  Гипо 
то^.  Л  1е  нюШ  а  ГаЫго.  Е1  регсНе  ве  саьсЫк)  1а  тайгсе  Ы  Шо 
гетапепи  де  1а  тиа  йл  1е  сове  поп  ваИв^асевве  аХ  1Ыта,  Е  Ы  1а 
йШа  Е  (гасИсе)  адгопдь  а  1а  тЫа  ^  1е  сове^  е  Наюегаь  е1  диевИо:  е 
таг  (аЯНага  сНе  а  ипо  де  И  Лог  тос1г  поп  в1а  ваИв^аШ  е1  диевНо^ 
сгое  дгопдпепвоХа,  о^его  еаVапйо^а  йе1  йгтессатепЬо  йе  1е  сове^  ек, 
Вгипта  йе  АгиЬтеОса^  е1с,  Т>Ы\1кО\.\о  8,  (гас1а1а8  5,  Аг1.  12). 

Это  несомн^^нное  сходство  сочинен1я  Могаммеда-Бенъ-Муза  съ  одной 
стороны  съ  сочинев1Яии  Инд^йцевъ  и  съ  другой  стороны  съ  сочине- 
Н1е:;ъ  Луки  Бурго  достаточно  объясняетъ  начало  алгебры  у  Евроасй- 
цевъ  и  прямое  вл1ЯН1е  арабсвихъ  сочинен1Й  на  развитхе  и  харавтерь 
математическихъ  наувъ  въ  эпоху  возрождевхя.  Это  мы  н  желали  по- 
казать въ  этой  зам^тк'Ь. 

**^)   Кажется,    что    отношенде  |?ЁЁ?  =  Ё^?1  =  3,14160  прннадде- 

20000        1250 

житъ  Инд^йцамъ  и  что  они  нашли  его,  вычисляя  сторону  нрави1ьваго 
многоугольника,  им'1ющаго  768  сторонъ.  01  'Ьгйгапг^  соте  арраггзсе 
йг  ип  ИЬго  Лег  Вгатгпг  {пШоШо  Азш-ЛкЬагг^  агесиг  1го1хио  сйп 
^пдедповгзвгто  теМо  СгеотеЬггсо^  теЛгаЫе  Ггпвсгь/попе  ^>  ^^ 
роЫдопо  гедоХаге  Лг  768  ХаЫ  сНе  1а  сггсоп(егепеа  4е1  сггсоХо  зЬа  а! 
сХгате1го  соте  3927  а  1250.  {Заддго  зиХХа  вЬогга  ЛеХХе  та1ЛетаИске) 
орега  М  8гд.  Р.  ЕгапсЫт,  Ьисса  1821,  1п  8).  Т.  Симпсонъ,  иосред- 
ствомъ  вписывас1я  многоугольника  о  768  сторонахъ  нашелъ  теже  са- 
мое отношен1е  3,1416;  онъ  получвлъ  даже  бол^е  приближенное  отвошен1е 
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тря  числа  13,  14  о  15,  выражаюпця  три  стороны  треу- 
гольника, что  мы  также  встр'Ьтили  ви  сочинен1яхъ  Браме- 
гуптн  и  Баскары. 

Сочинеше  Могамкеда  далеко  не  такъ  обширно,  какъ  эти 
посл^дша:  въ  немъ  не  говорится  о  неопредгьленнихъ  ура- 
вневкхъ  второй  и  даже  первой  степени.  Причину  этого  мы 
находимъ  въ  предисловш  автора,  гд'Ь  сказано,  что  онъ  со- 
ставилъ  этотъ  сякатый  трактатъ,  по  желан1Ю  калифа  Аль- 
Мамуна,  съ  цЪлш  облегчить  множество  дМств1й,  часто 
представляющихся  въ  общественномъ  быту  и  обыденной 
хизнн. 

Одно  это  м^сто  доказывало  бы,  что  у  Арабовъ  въ  то 
время  были  бол^е  обширныа  и  выспия  сочинешя,  если  бы 
мы  даже  не  знали,  что  имъ  изв'Ьстны  были  учения  сочи- 
нен1я  Инд^йцевъ  и  что  сами  они  писали  о  р-Ьшеши  ура- 
внешй  третьей  степени,  какъ  мы  это  увидимъ  ниже. 

Кавь  бы  то  было,  но  это  фактъ  весьма  замечательный  и 
достойный  вниман1я  европейскихъ  ученыхъ,  что  трактатъ 
игебры,  который  у  Арабовъ  разсмат'ривался  въ  IX  вгьк^ь^ 
какъ  элементарный  и  былъ,  такъ  сказать,  практическимъ  руко- 
водствомъ  для  всенароднаго  употреблетя,  сделался  черезъ 
700  лАть  у  Европейцевъ  Лгз  тадпа  и  послужилъ  основа- 
шемъ    и  начал омъ  величайшихъ  открытШ  въ  наукФ  ^^% 

628317 

~^^    (ск.  его  Элементы  Геомет]^и).  Способъ  его  очень  проста;  не 

200000 

зваю,  почему  объ  немъ  никогда  не  упомннаютъ. 

^**)  До  сихъ  поръ  изъ  арабсяшхъ  сочиненхй  изв'^стна  была  только 
ахгебра  Могаимеда-Бенъ-Муза.  По  крайней  м^р^  объ  ней  только  гово- 
рили геометры  ХУ1  в^ка:  Лука  Бурго,  Карданъ,  Пелетье,  Тарталеа 
Стевинъ,  и  др.  Но  объ  алгебр*!  писали  иног1е  друпе  арабсие  писатели: 
имена  «ногихъ  изъ  ннхъ  и  заглавхя  ихъ  сочинен1Й  можно  найти  въ 
ВШШМдие  оггепШе  <1е  В'  НегЬеЫ  при  словахъ  ОеЪг  и  Ке^аЪ 
{стр.  966,  967,  981  изд.  1697,  1п-Го1). 

Оуществуетъ  еще  сочипеше,  переведенное  съ  арабскаго  на  англ1Й- 
шй  азыкъ  въ  Балькутт']Ь  въ  1812  году;  въ  немъ  изложены  ариеметика, 
геометрзя  и  алгебра;  я  удивляюсь,  почему  о  немъ  не  говорятъ  въ 
оосл^дше  годы,  когда  стали  заниматься  истор1ею  наукъ  у  Инд^йцевъ 
I  Арабовъ.  Заглав1е  этого  сочинен1я,  до  сихъ  поръ  намъ  неизв^стнаго, 

Ввн.  1Г.  Отд.  П.  7 
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Могамнедъ  написалъ  еще  травтдп  о  иоскихъ  м  сфер!- 
чесЕнхъ  треугольник&хг,  которнй,  кавъ  говорятъ,  существуеть 
еще  и  теперь  подъ  заг^лавхекъ  Ве  (гдиаггв  рЫпгв  €(  зрНатегз. 

Существуеть  еще  сочинеше  по  геометрш,  которое  онъ 
написалъ  по  всей  вероятности  ви^сгЬ  съ  двумя  братья» 
Гаметомъ  и  Газеномъ,  такъ  какъ  оно  носятъ  »агяав1е  УегЬа 
Моузг,  /иН  ВсЬакег^  МаНитеНу  НатеН^  Навт.  Въ  отомъ 
сочинен1и  доказана  формула  площади  треугольника  въ  функ- 
Ц1И  трехъ  сторонъ  и  приложена,  какъ  у  Инд§йц№ь,  къ 
треугольнику,  стороны  котораго  суть  числа  13,  14  и  15. 
Доказательство  тоже,  какое  было  дано  въ  ХШ  ЛуА  Фи- 
бонакки  и  Хорданомъ  Неморархемъ  и  которое  передано  намъ 
Лукою  Бурго  и  Тарталеа.  Оно  прииадлежитъ,  кажется,  Ара- 
бамъ,  потому  что  существенно  отличается  отъ  доказательства 
Герона  Александр1йскаго. 


мн  нашли  въ  ватадогЬ  биб110теки  Ьа11в1ё8,  вН.  662,  именно:  ЯЛе  Ш- 
оШиЬ^ооиШаЬ,  а  сотреп^ьит  о^  агиктеИе  апй  ^еоте^ту;  т  <ке  йI^Л^с 
иигдгмдву  Ьу  Викае^оовЛ-Лееп,  о(  ЛямиЛ  т  8уг%»^  и)ИЪ  а  ЬпшЩмл 
Шо  рег8%ап  апй  соттепЛагу^  Ьу  ЬЬе  1а1е  МиоТигсее  КгловНип  Шее 
о(  ^иопроо^:  Ьо  гсНгеН  га  аМеЛ  а  (геаОзе  оп  аХдёЫга^  Ьу  Ки^т-ооЛ-Лен 
Шее  кЪап^  НеаЛ  (^аяее,  и)  ЬНе  Я«С(2г  Вееи^апее  смй  ШяатъЛ  ШоМ, 
Еет8ес1  апй  еЛИей  Ьу  Таппее  Скигип  МИг^  Мио1шсее  7ап  Шее  тЫ 
ОНоо1ат  ШсЪиг.  СвХкаИЛу  Реге1га,  1812,  1П  8. 

Лнбрн  издажъ  недавно  сочинеше  по  алгебре,  переведенное  еъ  араб- 
скаго  оригинала  на  латннсшй  язнкъ  и  остававшееся  въ  рукописи  «ь 
королевской  б1б110тек1:  1лЬег  аидтепИ  е^  ЛмлтиНопъз  ьоссииз  пите- 
гаНо  ситпа^юпгз,  ех  еЬ  ^ш>й  8ар%епШ  1псИ  ро81Шги9и^  ^иет  4^^^ 
сотрИа^и,  еЬ  еесипйит  ИЬгит  ^и^  1пйогит  ЛкЛие  ез^^  сотрозии. 

Сочлпете  это  драгоц-Ьино  во  многихъ  отно!а1етяхъ.  Оно  существенно 
отличается  отъ  сочинен1&  Могаммеда-Бенъ-Муза  и  тЛетъ  предметоиъ 
исключительно  правила  простаго  и  двойнаго  ложнато  положен1Я.  Зн- 
т^мъ  оно  показнваетъ,  что  правила  эти  получены  отъ  ИндФЙцевъ.  До 
сихъ  же  поръ  ихъ  прнписБЕвали  Арабаиъ,  основываясь  насловахьДрсн 
Бурго,  который  называлъ  ихъ  правилами  ВЛсоЛадт'л  ^е  ^юейЬиЬ)  АгаЬо* 
(Зитта  ^  АгИН.  е1с.  01В(1пс110  УП,  (гасШнв  I) 

Но  въ  другихъ  сочинен1яхъ  того  же  времени  ихъ  яазнваютъ  Ведик 
/'аШ,  зеа  аидтепН  еЬ  сксгетепН^  какъ  назвалъ  ихъ  и  комшгляторь 
АЬгаЬат  (см.  АХдогШтиз  Л  ШедНз^  ттиШз  чпЛдаггЬиз^  ас  ргараг- 
ОопгЬиз,  сит  аппехгз  д^  М,  /^аШ,  а^^^8^ие  гедиШ.  1лр12ск,  1607,  ш  4^). 
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Трн  сана  Муза-БенътШахера  написап  много  другихъ 
еошнешй,  хоторня  указаны  въ  ВНЬИоЬЬеса  АгаЫсо-Нгзрапа 
Базмри  {Ь.  1у  р.  418). 

Ажквдъ,  одинъ  изъ  шхъ  знаиенитМпшхъ  соврененнивовъ, 
котораго  Карданъ  етавнгь,  таЕъ  же  вавъ  и  Могаммеда- 
Бенъ-Музау  въ  число  двенадцати  величайшихъ  гешевъ  ^^'), 
писалъ  тавже  по  веЪмъ  отд&1амъ  математиви.  Карданъ  съ 
похвалою  отвивается  о  его  трактате  Ве  гедьЛа  вехдиапй-^ 
иЛит  ^^^).  Въ  примйчанш  У1  мы  говорили,  въ  чемъ  состо- 
ио  это  правило  шести  воличествъ,  которое  производилось 
1ЛН  нутемъ  внчислешя  или  посредствомъ  геометричесвихъ 
оостробшй  на  основанш  Птолемеевой  теоремы. 

Алкидъ  писалъ  о  ариеметик^^  Инд'Шцевъ  {Ве  АгИктеНса 
гпИеа)  и  объ  алгебре  {Ве  диапИШе  ге1аЫ/0а^  вей  А1деЬга). 
Нн  не  будемъ  упоминать  о  другихъ  весьма  многочисленныхъ 
еочиневиаъ  его.  Некоторый  изъ  нихъ  должны  еще  хра- 
ниться въ  испанскихъ  библ10текахъ;  мног1я  изъ  нихъ,  безъ 
еоммЬшя,  должны  быть  не  лишены  интереса  ^^*). 

Тебитъ*Бенъ-Корахъ,  ученикъ  Могаммеда-Бевъ-Муза,  былъ 
тнкже  знаменитый  геометръ,  влад'Ьвш1й  математикою  во  всемъ 
^  объеме  Изъ  множества  оставленныхъ  нмъ  сочинешй, 
еписокъ  воторыхъ  находимъ  у  Базири,  преимущественно 
одно,  Ве  ргоЬктаШтзЫдеЬггш  деотеЬггса  гаНопе  сотргоЬапг 
а»^  должно  было  возбуждать  живое  любопытство  геомет- 
ровъ,  потому  что  въ  немъ,  кавъ  видно  изъ  заглав1я,  Тебитъ 
врялагаетъ  ахгебру  хъ  геометрш.    Безъ  сомн']&тя9    заглав1е 

•^  1>е  гчШШсЛе  1%М  XXI,  ЦЪ  XVI. 

^  1НЛ,^  ИЬ  XVI — РгасИса  агИНте^кае,  сар.  46.-*  Ориз  поVи9п  ^ 
р^оротНстЛив  пгипегогиШу  е1с.  Ргор.  5. 

^  Оообеяно  интересенъ  бы1ъ  бы  трактатъ  объ  инд-11скоЙ  арнене- 
хшА»  Отравно^  что  въ  вопросе,  возбуждвнномъ  уже  очень  кавно,  о 
|ф01схожден1я  нашей  системы  исчислен1я  и  относящихся  хъ  нену  от- 
рвввахь  И8ъ  Вовщя  и  Герберта,  не  обратихись  до  сихъ  доръ,  вместо 
ра8сужден1й  о  фор]г1  цифръ,  которая  должна  была  необходимо  нзм^- 
иться,  иъ  сравнешю  этихъ  двухъ  отрнвковъ  съ  арабсшЕми  сочинен!- 
аш  жо  аряехетик«,  ивъ  которнхъ  ни  одно,  сколько  тЪ  известно,  не 
бв10  НИ  иереведенО)  ни  издано  въ  оригииальноиъ  техстЬ. 

7* 
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это  и  дало  поводъ  въ  сд'Ьдующимъ  словамъ  Монтукды:  ,  Те- 
„битъ  писалъ  о  достоверности  доказательствъ  посредствомъ 
„  алгебраическаго  исчислешя  и  это  моасетъ  вести  хъ  пред- 
яположешюу  что  Арабамъ  принад1е»итъ  также  и  счастл- 
ивая мысль  о  приложеши  алгебры  въ  геонетрш. '^  Для  наеъ 
это  предположен1е  стало  несомн'Ьннымъ  фактомъ,  доказвва- 
енымъ  уже  алгеброю  Моганмеда-Бенъ-Муза  и  подтвержда- 
емымъ  еще  бол^е  уб']&дительно  другимъ  сочинешемь,  кото- 
рое сд'Ьлалось  извФстннмъ  въ  самое  мосл^днее  время  бла- 
годаря Седильо.  (Ат.  8ё^11о() 

Сочинеше  это  есть  отрывовъ  алх^ебры  (найденный  въ  араб- 
ской рукописи  №  1104  королевской  библхотеки),  въ  воторомъ 
геометрически  р'Ьшены  уравнешя  третьей  стедени. 

Седильо  показываетъ,  что  авторъ,  прежде  чЪмъ  перейтя 
къ  р'Ьшешю  такнхъ  уравнетй,  р^шаеть  посредствомъ  двухъ 
параболъ  задачу  о  двухъ  среднихъ  пропорщонаяьннп  I 
потомъ  пользуется  этимъ  при  р^шеваи  н^которыхъ  уравне- 
Н1Й.  Не  зам{1тидъ  ли  арабсшй  геометръ,  что  в&Ь  уравнешя 
третьей  степени  могутъ  быть  решены  посредствомъ  двухъ 
среднихъ  пропорц10нальныхъ  и  посредствомъ  д^жешя  угла 
на  три  равный  части?  Изв'бстно,  что  это  одно  изъ  отврн- 
Т1й,  прнписываемыхъ  Вьету.  Арабсшй  писатель  строить  по- 
средствомъ круга  и  параболы  корни  уравнетй  вида  х*  -— 
ах  —  &  =г  0.  Но  эти  изсл1^дован1Я  относились,  по  всей  ве- 
роятности, только  къ  численнымъ  уравнетямъ,  который  одна 
встр'Ьчаются  во  вс^хъ  арабскихъ  сочинетяхъ  н  въ  евро- 
пейскихъ  до  Вьета;  нуженъ  быль  неизм'Ьримый  шагъ,  что- 
бы перейти  отъ  этого  къ  р']&шетю  буквенныхъ  уравнешй. 

Во  всякомъ  случа-Ёу  не  смотря  на  это  ограничеше  въ  ал- 
гебраическихъ  И8ыскан1яхъ  Арабовъ,  мы  можемъ  сказать, 
что  они  не  только  имЪли  алгебру,  но  ум&[и  также  выра- 
жать формулы  графически  и  наглядно  представлять  ихъ  зна- 
чеше;  Ееплеръ  ^'^)  сожал'Ьлъ,  что  ему  было  неизвестно  это 


>^)  Кеплеръ,    не  находя  графическаго    объяснешя   для  ввадратнаго 
уравнения,  опредЪляющаго  отношен1е  стороны  правильнаго   пяпухоль- 
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дрекрасное  и  дрдгоц']^нное  искубтво,  которое  было  одно  изъ 
саквхъ  важныхъ  открытШ  Вьета. 

До  сихъ  поръ  дума^ш  всегда,  что  св^д^тя  Арабовъ  не 
простирались  дал'бе  уравнешй  второй  степени.  Это  мн^ше 
основывалось  на  томъ,  что  Фибонакки  и  Лука  Бурго  не  шли 
далФе  этого  '^^).  Монтукла  первый  усомнился  въ  этонъ  и 
думалъ,  что  Арабы  могли  заниматься  изсл']&довашемъ  урав- 
нешй третьей  степени;  онъ  основывался  на  заглавш,  А1деЪга 
емЫса,  зеи  йе  ргбЫешоЛшп  зоЫЛогиш  гезоШгопе,  одной  ру- 
кописи, перенесенной  съ  востока  знаменнтымъ  Голхемъ 
(воИоб)  и  находящейся  въ  Лейденской  библхотек'Ь  ^^*).  От- 
рывокъ  алгебры,  найденный  Седильо,  подтверждаетъ  мн^ше 
Монтукды,  которое,  благодаря  этому  обстоятельству,  стано- 
новится  особенно  важнымъ  для  исторхи  науки  у  Арабовъ. 

Но  ничто  не  даетъ  намъ  права  думать,  что  имъ  было  из- 
в-Ьстно  алгебраическое  р^шеше  уравнешй  третьей  степени, 
т.  е.  выражеше  ихъ  корней.  Напротивъ,  заглав1я  рукописей 
Лейденской  и  Парижской  королевской  библ1отеки  указыва- 
ЖУП,  кажется,  на  то,  что  вопросъ  состоялъ  въ  геометриче- 
скомъ  построеши  корней  посредствомъ  т^лесныхъ  м&стъ 
(коняческихъ  с^чевШ). 

Изъ  всЬхъ  отд:Ьловъ  математики  Арабы  особенно  тща- 
тельно разработали  тригонометрш,  по  причине  приложенШ 
ея  къ  астроном1и.  Благодаря  значительнымъ  усовершенство- 
ваншмъ,  они  придали  этой  наук^  новую  форму  и  приспосо- 
били ее  къ  приложен1Ямъ,  которня  Греки  могли  делать  толь- 
ко съ  большимъ  трудомъ. 


гака  къ  рад1усу  описаннаго  круга,  выражается  тавъ:  Оцотойо  а^есЫо- 
пет  гергаезепЬаЬо?  ^ио  асЫ  деоте^ггсоР  N4110  аЫо  гй  ск)€еог  (асеге^ 
^иат  ивиргапдо  ргорагИопеШу  ^иат  диаето:  рг%пс%р%%1,т  реШиг,  Ми 
9ег  сЫсгиа^ог,  дез^^ИиЫз  оттЬив  деоте^ггае  ргаезШгз,  Наегепз  гпЬег 
зцр^п&а  питегагит,  (гив^га  совзаш  зиат  геврес^а!:.  Нос  ипит  е81 
йшгплеп  Шег  еоззъеаз  еЬ  гп(ег  деотеЬтгсаз  йеигтгпаЫопеЗь  (Наг- 
топгсез   Мип^ц  ИЪ.  I,  р.  37). 

^')  Фибоняаки  р'Ьшаетъ,  правда,  н']^скольбо  уравнен1Й  высшихъ  сте- 
венеЯ,  но  то1ьбо  тавихъ,  которыд  приводятся  въ  квадратному. 

••*)  НШоиге  Лез  МаШтаЩиев,  1. 1,  р.  383. 
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Первые  успехи  тригонометрш  начинаются,  со  врокян 
Альбатегшя,  княвя  СнрШсваго  '"),  Еоторнй  процветал  ою- 
ло  880  и  укеръ  въ  928  году.  Этому  великому  астроному, 
провванному  Птоломеемъ  Арабовъ,  принадлежитъ  счаетл- 
вая  и  плодотворная  мысль  заменить  хорды  дуть,  унотреб- 
лявппяся  Греками  въ  нхъ  тригонометрическихъ  вычнслешлгь, 
полухордами  двойныхъ  дугъ,  т.  е.  синусами  самнхъ  дан- 
ныхъ  дугъ.  „Птолемей,  говорить  онъ,  унотреблялъ  цЪш 
9  хорды  только  для  простоты  доказательствъ;  мы  же  будеиъ 
я  брать  половины  хордъ  двойныхъ  дугъ  '*')^ 

АльбатегнШ  нашелъ  основную  формулу  сферической  тря- 
гонометрш: 

сова  =  соЛ.  сове  н-  8%пЬ.  вгпс  совА^ 

и  унотреблялъ  ее  въ  различныхъ  приложен1яхъ  '"). 
Въ  сочинетяхъ  его  находимъ  первую  мысль  о  таигенеахъ 

и  выражеше  — ; — ,  которое  не  употреблялось  у  Грековъ. 
^  совгпив  ^      х-  ^     г 

АльбатегнШ  вводвть  это  выражеше  въ  внчислешахъ  гномоня- 
ки  и  называетъ  удлинненною  п%%нью  (отЪге  ё1е1|Дае);  это 
есть  ничто  иное,  вакъ  нашъ  тригонометрически  тангенсъ. 
Альбатегшй  им'Ьлъ  двойныя  таблицы,  который  давали  длинн 
т1ни,  соотвФтствующк  высотамъ  солнца  и  высоты,  соот- 
в^тствующ1я  т^нямъ;  т.  е.  тангенсы  дугъ  и  дуги,  соотвФт- 
ствуюпця  тангенсамъ.  Но  таблицы  эти  вычислены  были  д« 
радауса  12,  тогда  какъ  его  таблицы  синусовъ  относнлись  къ 
рад1усу  60;  это  доказываетъ,  что  онъ  не  думалъ  еще  вве- 
сти тангенсы  въ  тригонометричесшя  вычислешя  "*). 

***)  Настоящее  имя  этого  геометра  есть  Могамиедъ-Бевъ-Геберъ;  ояъ 
прозванъ  бнгк  а1ь-Батани,  потону  что  рохился  въ  Батшв^Ь,  городе 
Месопотаи1и;  язъ  этого  имени  сделано  было  АльбатегнЕЙ. 

<<*)  Ое1атЬге,  НгаМге  с1е  1'иФапот%е  4и  шоуеп  йд$^  р.  12. 

'^')  1Ш.^  р.  21,  164.  Известно,  что  соответствующая  формула: 

со$Л^=8тА,  8ьпС*  сова  —  созВ.  совС 

иринадлежитъ  Вьету,   воторы!  дать  ее   въ  1593  году  въ  УаНогит  Ле 
геЬиз  таНьетсЛгсгв  ге$роп$огит^  Ш>.  УШ. 
*»^  Ое1ашЪге,  ЕШ(пге  ^е  Гав^г(тот%е  Ли,  тоут  Лде^  р.  17. 
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Этоп  новый  шагъ  сд^шди  геометры  Абулъ  Вефа  и  Эбнъ- 
Юнхсъ  х;ивш1е  стод^пемъ  поздн^&е  его. 

Абулъ  Вефа  (937—998),  издоживъ  теорш  сЕнусовь,  опре- 
д^дяетъ  друпя  тригонометричесшя  линш,  которыя  онъ  ^  бу- 
лдетъ  употреблять  въ  своемъ  сотаневш,  чтобы  пользовать- 
,ся  вми  при  рЪшеваи  разныхъ  задачъ  сферической  астро- 
в  ноши. я 

Эти  ЛИН1И  суть  тангенсы  и  котангенсы,  которые  онъ  на- 
знваеть  обратными  и  прямыми  тгьнями  и  секансы,  назы- 
ваемые у  него  дгаметрами  ттьни. 

Абулъ  Вефа  вычислилъ  таблицу  тангенсовъ  для  радгуса  60; 
еекансовъ  онъ  не  вычислялъ. 

Его  таблица  тангенсовъ  бол^е  не  существуетъ;  но  для 
насъ  важно  только  знать,  съ  какого  именно  времени  нача- 
лось ихъ  употреблете  въ  тригонометрическихъ  вычисле- 
шмхъ. 

Это  счастливое  нововведеше  въ  наук%,  изгнавшее  изъ  нея 
сложныя  и  неудобный  выражен1я,  содержанця  синусы  и  ко- 
синусы неизвЪстнаго,  перешло  къ  Ёвропейцамъ  только  че-. 
резь  нятьсотъ  л^тъ  послЪ  этого;  оно  приписывается  Ре- 
помонтаву  и  даже  черезъ  сто  л'Ьтъ  посл^Ь  него  Коперникъ 
не  зналъ  еще  этого  вововведешя. 

Эбнъ-Юнисъ  (979 — 1008)  также  употреблялъ  тЬни,  т.  е. 
тангенсы  и  котангенсы  и  им'Ёлъ  для  этого  шестизначный 
таблицы  *'*). 

Ему  принадлежитъ  первая  мысль  о  введеши  вспомога- 
тельныхъ  угловъ  для  упрощешя  формулъ  и  для  устранен1а 
извлечен1я  ввадратныхъ  корней,  которые  такъ  затрудняли 
вычислетя.  Эти  пр1емы  теперь  весьма  обыкновенны,  но  они 
долгое  время  оставались  неизвестными  въ  Европе  и  толь- 
ко черезъ  700  хкть  встречаются  некоторые  примеры  ихъ 
въ  сочвнешяхъ  Симпсона  (ОеитаЪге^  НгзМге  Л^  1'а9Г9^9Пьк 
Ли  тоуеп  йде^  р.  165). 


«»•)  ХШ.,  р.  164. 
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Астроному  Геберу,  жившему,  какъ  предполагають,  овою 
1050  года,  обязаны  мы  формулою  сферической  тригономе- 
тр1и  совС  ж  згпВ.  созс,  одною  изъ  шести  формулъ,  служа- 
щихъ  для  р^Ьшешя  прямоугольныхъ  треугольнивовъ  *^®).  Фор- 
мула соза  =  со1дВ.  соЬдС  не  была  изв-Ьстна  до  ХУ1  вЪка; 
она  была  найдена  Вьетомъ. 

06%  эти  формулы  отличаются  т^^мъ,  что  содержать  въ 
006*6  два  косые  угла  треугольника.  Грекамъ  известны  были 
только  четыре  друг1я  формулы  и  он%  были  для  нихъ  доста- 
точны, такъ  какъ  въ  ихъ  приложешяхъ  тригонометрш  къ 
астроном1и  не  встр'1чался  случай  трехъ  данныхъ  угловъ. 

Таковы  важн&йш1я  усовершенствованхя,  сд&1анныя  Араба- 
ми въ  тригонометрш. 

Такимъ  образомъ  Арабы  могли  съ  усп'Ьхомъ  заниматься 
астроном1ей  и  между  арабскими  писателями  можно  насчи- 
тать весьма  многихъ,  носвятившихъ  себя  этой  наукФ*  Зд^сь 
не  м^сто  говорить  о  ихъ  усп^хахъ  въ  этомъ  отношенш; 
мы  скажемъ  только  несколько  словъ  объ  одномъ  изъ  нри- 
ложешйу  именно  о  гномоник^,  которая  въ  сущности  пред- 
ставляетъ  вопросъ  чисто  геометрическШ. 

Арабы  придавали  большую  важность  построешю  солнеч- 
ныхъ  часовъ,  которые  были  для  нихъ  почти  единственныиъ 
средствомъ  йзм^решя  времени.  Этимъ  вопросомъ  занима- 
лись, начиная  съ  1К  в-Ька^  самые  знаменитые  геометры.  Къ 
такого  рода  изсл'бдовашямъ  относились,  безъ  сомн%н1я,  даа 
сочинен1Я  Алкинда:  Ве  кого1одгогит  зсШкеггсогиш  Лезспр- 
Попе  и  Ве  Ього1одго  коггзопШг  ргаезЬапПоге;  и  также  два 
сл'6дующ1я  сочинешя  Тебитъ-Бенъ-Кораха:  Ве  Коготе1па 
вей  Ноггв  сИигпгз  ас  посЬитпгз  и  Ве  /гдгига  Ыпеагит  диаз 
дпошо1пе1гит  {81у1г  аргсгз  итЬга)  регсиггИ.  Посл']&днее  за- 
глав1е  показываетъ,  кажется,  что  Тебитъ  при  построешя 
солнечныхъ  часовъ  пользовался  коническими  с']Ьчетями.  Мы 
увидимъ,  что  такой  способъ  употребленъ  былъ  съ  большимъ 


'^^  Черезъ  Л,  С,  мы  означаемъ  два  косые  упа  треугодьннка,  черезъ 
&,  с, — противоположння  стороны  и  черезъ  а  гипотенузу. 
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иекусствомъ  другимъ  арабскимъ  геокетроиъ  въ  ХТТТ  в^к& 
Изъ  Европейцевъ  мысль  эта  явилась  въ  первый  разъ  у  Ма- 
вролива;  благодаря  ей,  сочинешё  его  получило-  харавтеръ 
оригинальностя  и  сд'Ьлалось  изв'Ьотно. 

Гномонива  бол1|е  всего  обязана  арабскому  писателю  Лбу лъ 
Гассанъ  Али  взъ  Марокко,  жившему  въ  начал^^  Х1П  в^ка; 
сочинеше  его  называлось:  ^Кми«а  соединяющая  въ  себть  на- 
чала и  цтьли,  потому  что  оно  состояло  изъ  двухъ  отд'Ьль- 
ныхъ  частей:  въ  первой  говорилось*  о  вычисленгяхъу  а  во 
второй  о  инструментахъ  и  ихъ  употребленш.  Седильо, 
смерть  вотораго  (въ  1832  году)  есть  чувствительная  потеря 
для  математичесвизгь  наукъ  и  для  восточннхъ  язывовъ,  пе- 
ревелъ  это  сочияеше,  которое  было  издано  сыномъ  его 
(М.  Ь,  Ат.  8ё<1]11о1;)  подъ  заглав1емъ:  ТгаШ  Лев  %пв^^итеп^в 
й$1гопотгдиев  Лев  АгаЬев  {2  уо1.  1П-4^,  Рапе,  1834). 

Сочинен1е  это  представляетъ  полный  и  весьма  подробный 
трактатъ  гномоники  Арабовъ;  въ  немъ  много  новаго,  изо- 
бр^теннаго  самимъ  Абулъ  Гассаномъ. 

Зд^сь  въ  первый  разъ  находимъ  мы  йкпшравныхъ  часовъ 
которыя  вовсе  не  употреблялись  Греками.  Это  нововведе- 
Щ  сохранившееся  потомъ  у  геометровъ  новаго  времени, 
1финадлежитъ,  кажется,  самому  автору,  потому  что  онъ  го- 
воритъ:  „Въ  этомъ  сочинеши  мы  указываемъ  вещи  еще  не- 
9  употребнтельныя,  какъ  результатъ  нашихъ  собственныхъ 
«размышленШ  и  соображенШ.''  (ЬгуЛП,  сЬар.  14).  Въ  боль- 
шой подробности  онъ  излагаетъ  построеше  ^1ивШ  разновре- 
меннизсъ  часовъ  {ЬетрогаггеВу  которыя  называются  также 
апИдиеВу  тедаХев  "*),  уиЛагдиев). 


'*0  ^сы  эти,  представляя  собою,  всегда  двенадцатую  часть  време- 
ни между  восхожден1емъ  и  захожден1емъ  солнца,  считались  равными 
пфодолжен1е  важдаго  дня,  но  продолжительность  ихъ  была  различна 
въ  разнне  дни.  Лин1и,  обозначавппя  эти  часы  отличались  весьма  мало 
оть  прямыхъ  ЛИН1&,  какъ  это  доказано  Делаибромъ  посредствомъ  вн- 
Ч11слен1я  (Нгв^дгге  с1е  Газ^гопотге  апсгеппе^  Т.  II,  р.  481).  Но  свой- 
етва  этихъ  дин1&,  еще  неизвестны;  он^  могли  бы  быть  предметомъ 
прекрасной  задачи  анализа,  которая  приводится  въ  следующему: 
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'  Въ  гшвАхъ  XXVI  ■  слфдуюпраъ,  под%  запаиенъ:  Ощ- 
дллете  параметра  и  главной  оси  параллелей  для  каждам 
дапнаго  мшта,  Абулъ  Г«сеав%  пользуется  свойствам!  ко- 
нитаскшъ  с^юшй  для  черчешя  дугь  часовнхъ  яншй.  Оп 
внпсляеп  парахетрн  и  осв  этнхъ  ц^ивнхъ  въ  фувкф! 
шврош  ]с1стЯ|  евлонен1я  солнца  и  внсотн  гномона. 

Этотъ  отд^Ьлъ  сопвешя  докаввваетъ,  что  геометръ-астро- 
вомъ  Абулъ  Гаесавь  бнлъ  человФкъ  вавсЪительнн!.  Онъне 
даетъ  докавательствъ  свовхъ  правки,  потопу  что  они  додв- 
пн  бнм  паходнтьоя  жь  папжсаннопъ  ппъ  сочпнешв  оконн- 
чеокм(съ  етчетяхь.  Делахбръ  основательно  изучил»  всшгео- 
петричесвую  часть  сочинешя  Абулъ  Гассана  н  нвшеп  что 
пр1емн  его  гораадо  лучше  унавнваеинхь  Боманднновъ  и 
Клав1е]гь9— писатедяшг,  воторне  чертили  часовня  лвн1в  т№ 
же  при  помощи  теорк  ковичесвип  сАчеиИ.  Впроченъ  овъ 
зам^тилъ,  что  правила  арабсваго  геометра  не  доведевы  еще 
до  окончательной  простотн:  въ  пихъ  для  опред'Ьлешя  пара- 
метра вводится  внсота  полюса  и  это  усложняетъ  и  удт- 
ияетъ  внчислешя  безъ  всякой  нужды,  такъ  какъ  внра«ев1е 
параметра,  приведенное  только  въ  существенвымъ  влеме!- 
тамъ,  не  завнснтъ»  какъ  это  довазалъ  Деламбръ,  отъ  высо- 
ты полюса  и  содержитъ  только  склонете  солнца  и  высоту 
гномона.  Зам<Ьчательно,  говорилъ  Дешмбръ,  что  эта  сто1ь 
важная  для  гномониви  теорема  не  обратила  на  себя  внива- 
в1я  писателей,  предшгавшихъ  весьма  слоашые  пргемы  дд< 
построешя  часовыхъ  лншй  помощио  коническнхъ  с^^е- 
тй  *"). 


Предета^имъ  еебл  на  пол^^сферл  илсколько  яфУН)^»,  плоекот^  ^' 
торьил  параААелшы  межд^  собою^  ионакланеиы  пьплосжоети  бамтаю 
1ф|Г«а,  сл1^9тата%о  осно€ан%елп  полксф^ри^  если,  д^%и  9тш?»  пароАл^- 
пыт  ир1^%овь  ралдплгит  въ  поеталмиолп  атиаыленгщ  то  точки  ^{ма'^л 
Ы^^а^^ютъ  на  поверсшости  шщ^оферы  шрив^ро  двоякой  кри^ммсм.  Про- 
ведемъ  чвревъ  вт^  ^д^ив^ю  «сомус!,  вершимою  котораю  быль  бы  центр 
пол^^сферы'' — сл^емм  такоъо  кокуеа  плоскостью  ^детъ  литя  ра9пып 
чаоовл. 

'**)  ШвМгв  Ле  Рав^гопотк  Ли  тоуеп  Аде,  р.  536. 
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Тбораса  эта,  выраапивм  теокетркчесви,  пошшваеть, 
1Г0  0С9ь  егьченгя  $1ряма%о  понреа  плоскостями  раем  отстоя- 
щ1$ми  отъ  вершимы  гмтютъ  одинано&ый  параметра. 

То  же  свойство  принадлежнтъ  и  косоку  конусу.  Это  еА- 
дуетъ  Й8ъ  прекрасной  теоремн  Якова  Бернудлн,  на  кото- 
рую хн  указали  по  поводу  коническнхъ  с^^чевШ  Аиоиошя 
I  которою  Бернуллн  польвовалса  для  опредЬлешя  паране- 
тра  сФчешя  косаго  конуса  (при  чемъ  онъ.предполагалъ  се- 
кущую плоскость  перпендикулярною  къ  осевому  треуголь* 
яику)» 

Матонету  Багдадину,  геометру  X  стол'Ьпя,  приписн- 
вають  изящное  и8сл1^дован1е  о  раздЬлеши  поверхностей^  не- 
реведенное  Хоганномъ  Де  и  Боммандиномъ  *")• 

Со^пгаея1е  это  им^кеть  предметомъ  раздЪлепе  фигуры  на 
части  дропорщональныя  данннмъ  чнсламъ  посредствомъ  ли- 
нШ,  приводимыхъ  подъ  ивв^стннми  УСЛ0В1ЯМИ.  Оно  ваклю- 
1аетъ  въ  себЬ  22  предложетя,  изъ  которыхъ  7  относится 
къ  треугольнику|  9  —  къ  четнреугольнику  и  6  •—  къ  пяти- 
угольнику. Авторъ  излагаетъ  эти  предложешя  въ  формЪ  за- 
дать, затФмъ  даетъ  р%шев1я,  хоторня  потомъ  доказнваетъ. 

По  своему  характеру  сочинеше  это  представляетъ  допол- 
неше  къ  геодезш:  ему  впосл&дствш  подраясали  всЪ  вовне 
геометрн  въ  сочннешяхъ  по  практической  геометр1и. 

Де  и  Боммандинъ  предполагали,  что  сочинеше  это  можетъ 
бнть  приписано  Евклиду,  который  также  писалъ  о  д4лен1и 
фигуръ,  какъ  это  указываетъ  Провлъ  въ  своемъ  коммента- 
рА  на  первую  книгу  элементовъ.  Савил1й  не  разд&илъ  это- 
го мн4н1я  и  вопросъ  съ  того  времени  остается  неразр'бшеи- 
ннмъ.  Мы  съ  своей  стороны  весьма  склоняемся  къ  тону, 
чтобы  приписать  сказанное  сочинеше  одному  изъ  грече- 
спхъ  геом^овъ,  если  угодно  —Евклиду,  такъ  какъ  Проклъ 
]гпомннаетъ   о    его    ТгасШиз    Ле  Л%ттп{Ьив\    сочинеше 


'**)  Ве  зирег/гЫёгит  Мшюп%Ьи8  Шег  ЩеЪотеи>  ВадсМмо 
р1и9.  Кипе  рНтит  ^оашм$  Вее  ЬопЛт$9Ш8  еЬ  РеЛегт  Соттап^Ш 
иНнтйОв  орега  гп  Ы^ет  еМиа. 

ЕсЛтеь  ОоттФпй%п%  Ле  еадет  те  ПЫШив.  Ршнг!,  1570|  1а— 4^ 
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по  фор]гЬ  и  чвстотб  геометрическаго  стежя  совершешо  по- 
добно греческнмъ  сочинешкъ  я  внкакнмъ  образсщъ  не  по- 
хоже на  сочинеи1я  Арабовъ,  которые,  соединяя  н&уну  Гре- 
ковъ  съ  наукою  Индусовъ,  вводили  въ  геометр1ю  аягебрак- 
чесшя  вычнсдешя  и  доказнвади  саиня  общ1я  теореин  на 
чиеловнхь  примфрахъ,  сл^доватедьно  не  въ  той  11:%рЬ  общно- 
сти и  отвлеченности,  какъ  мы  это  находииъ  въ  скаванпоп 
сочиневаи.  Прибавимъ  еще,  что  Греки  съ  перваго  вреиенн 
александрШской  школы  писали  о  геодез1я,  какъ  это  видно  изъ 
сочинешя  Герона  старшаго,  которое  издано  Вентури;  есля 
бы  у  пихъ  не  было  трактата  Ве  (иV^8^оп^Ьи8  зирег/гсгегишу 
то  это  бнлъ  бы  нробЬлъ  несогласный  съ  полнотою  вс^хъ 
другихъ  сочинешй  ихъ. 

Оптика  была  у  Арабовъ  предметокъ  изсл^довашя  нно- 
гихъ  писателей,  изъ  которыхъ  самый  И8в1^стный  есть  Аль- 
газенъ.  Его  дошедшее  до  насъ  сочинеше  ^^*)  отличается 
глубокими  и  обширными  геометрическими  изыскашями; 
зд4^сь  между  прочимъ  находимъ  мы  р'Ьшеше  задачи,  зави- 
сящей при  аналитическомъ  способе  изсл^довашя  отъ  урав- 
нетя  четвертой  степени.  Задача  заключается  въ  опред^де- 
Н1И  отражетя  точки  отъ  сферическаго  зеркала  по  данннхъ 
положен1Ямъ  глаза  и  предмета.  Она  занимаяа  собою  знаие- 
нитыхъ  геометровъ  новаго  времени:  Слюза,  Гюйгенса,  Боф- 
рона, Лопиталя,  Р.  Симеона.  Посл^дтй  р^шилъ  ее  очень 
просто  П0М0Щ1Ю  чисто-геометрическихъ  '  соображенШ.  (8е€' 
Ыопит  сапгсагит  ИЬгг  У^  Аррепд1х,  р.  223). 

Думали,  что  сочинете  Альгазена  есть  подражаше  Опти- 
ке Птолемея.  Таково  было  мн'Ьте  Монтуклы.  НоДеланбръ 
не  раздФлялъ  его,  хотя  онъ  вообще  склонялся  къ  мн^шямъ 
въ  пользу  Грековъ;  онъ  предполагалъ  даже,  что  сочинен1е 
Птолемея  могло  быть  совс&мъ  неизвестно  Ал^газену,   такъ 


'*^)  Напечатано  въ  Базеле  въ  1572  году  в]И^т^^  съ  третымъ  яэда- 
В1еиъ  Оптнвн  Ввтеихо  подъ  8аг1ав1е][ъ:  ОрИсае  ^кезаигиз.  А11кц^еп% 
ЛгаЫз  ИЬгг  верит  у  пипс  р^^тит  еМ%.  Ез%мЛет  ШЬег  Ле  сгеризсиШ 
еС  пиЫат  авсеп9%оп{Ьи8.  Нет  УиеШапи  ТН»^тдо•Рэ^оп^  ИЬг1  йг- 
сет,  а  Жг.  Е%8пего^  ш.  Ы. 
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какъ  собственное  сочинеше  посд^Ьдняго  гораздо  совершен- 
нее ^^^  Еакъ  бы  то  ни  было,  сочинеше  Альгазена  дЪшетъ 
честь  Арабамъ  и  мы  должны  его  разсматривать  какъ  осно- 
ву нашихъ  познашй  въ  Оцтик&  Польскхй  геометръ  Вител- 
лщ  одннъ  И8ъ  ученМшихъ  людей  13-го  стол'Ьт1я,  пользо- 
вался зтимъ  сочинешемъ  при  составлеши  своей  Оптики,  пер- 
вой, написанной  евронейскимъ  геометромъ. 

Мы  обязаны  Седильо  знакомствомъ  съ  новымъ  ориги- 
нальнвмъ  сочннетенъ  Арабовъ,  именно  съ  травтатомъ 
Гассана  бенъ  Хайтема  о  извпстнихъ  въ  геометрги  {ТгаШ 
йев  саппиез  дёатё{щиез)  ^'^ 

Этотъ  геометръ  процвФталъ  около  1009  года  и  умеръ  въ 
Еаир^  въ  1038  году.  Онъ  написалъ  комментарш  къ  Альма- 
тесту  и  къ  опред&1ен1ямъ,  съ  которнхъ  начинаются  элемен- 
та Евклида. 

Его  тракташъ  о  иаа^стныхь  раздЪленъ  на  двФ  книги. 
«Первая,  говорить  онъ,  содеряштъ  совершенно  новаго  рода 
я  предметы,  которые  никогда  не  были  изв^тиы  древнимъ 
,геометрамъ;  во  второй  же  заключается  рядъ  предложешй 
яСходныхъ  съ  тЪми,  которыя  находятся  въ  первой  книг^ 
^ВаШу  но  которыхъ  н^гь  въ  этомъ  сочинеши  Евклида ^ 

Подъ  рубрикой  Ргокдотепа  авторъ  излагаетъ  метафизи- 
ческое разсужден1е  о  опред'Ьленш  извгьстныосъ,  о  ихъ  раз- 
д^леши  и  подраздЪленш,  и  о  свойстве  тЪхъ  количествъ,  къ 
которымъ  швгьстныя  относятся. 

По  этииъ  вступительнымъ  разсуждешямъ,  говорить  Се- 
днльо,  характеризующимъ   духъ  ученнхъ   во  время  Гассана 


'•«)  НлаМге  де  г'аа^гопатъе  апЫеппе,  Т.  В,  р.  412. 

'"^  1Тот?еаи  ^агигпаЬ  (шаЩг^е,  На!,  1834. 

Рукопись,  съ  которой  Седильо  сделать  свой  переводъ,  откачена  З-мь 
ионя  1144  года;  въ  королевской  бибАотек'Ь  она  находится  подъ 
^  1104  виАстЬ  съ  шестью  дрряия  арабскиня  сочннен1яии  по  хатена- 
тЪ.  Седнльо  обФщалъ  издать  и  эти  сочинен1я,  нвъ  которыхъ  одно, — 
нненво  вышеупомянутый  отрнвовъ  по  алгебр^^  о  р^шен1и  уравнен1Й 
третьей  степени,— будетъ  важнФйшииъ  паиятникоиъ  для  истор1я  мате- 
шожки  у  Арабовъ. 
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бенъ  Хайтена|  можно  достаточно   точно  оц'Ьиить  матемап* 
ческую  фиософж  Арабовъ. 

Но  ученый  переводчикъ  передаетъ  намъ  только  яачио 
Рго1едотепа  и  мы  не  видимъ,  какое  значеи1е  могли  ик^ть 
9ТВ  Т0НК1Я  разлнч1я  для  геометрическихъ  предложен^,  сос- 
тавляющихъ  существенный  предмотъ  сочинеша.  Бевъ  сом- 
нФшя  разлнч1Я  эти  относятся  къ  форм'Ьу  въ  которой  авторъ 
излагав  гъ  свои  предложетя.  Но  указываетъ  ли  ов»  пользу 
такой  особой  формы,  также  какь  научный  характеръ  н  вс- 
тинное  8начен1е  предложен!!!?  Звать  это  было  бн  въ  осо- 
бенности важно. 

Форма  предложем1й  такова  же  какь  въ  ВЫа  Евклкда, 
такъ  что  сочинеше  есть  ничто  иное,  какъ  подражаше  ш 
продолжеше  Ва1а]  еъ  т§жъ  внрочемъ  различЕемъ,  что  пред- 
лояитя  первой  книги  суть  „предиеты  совершенно  новаго 
рода,  нензв'Ьстнаго  древнимь**  и  относятся  кь  предлоге- 
н1ямъ  о  геометрическихъ  м&стахъ,  тогда  какъ  предложен1я 
Евклида  суть  обывновенивя  теоремы,  въ  которыхъ  все  евре- 
д'клемо. 

Ц^Бл1Ю  предложешй  въ  ВаШ  Евклида  было  доказать,  что 
н'Ькоторый  предметъ  (точка,  прямая,  или  число),  получае- 
мый чрезъ  данное  построев1е,  илп  изъ  данныхъ  условгй,  со- 
вершенно опред*Ьленъ,  и  зат^мъ  найти  втотъ  предметъ  по 
величине  и  положешю. 

Такова  же  ц^Ьль  предложешй  первой  книги  „изв1ьстны%ь' 
Гассана  бенъ  Хайтема,  но  тутъ  въ  услов1яхъ  каждой  задача 
гходитъ  веопредЪленность,  приводящая  къ  изсл^довашю  гео- 
метрическаго  мтьста* 

Предложены  вти  двояваго  рода. 

Въ  однвхъ  требуется  доказать,  что  некоторое  геометриче- 
сное  мгьсто  совершенно  определено,  когда  оно  является  во- 
сл-ЬдовательностЕю  точекъ,  удовлетворяющихъ  даннымъ  уело- 
В1ямъ,  и  зат^мъ  требуется  найти  ярямое  и  непосредствеи- 
ное  построеше  этого  м^ста. 
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Воп  внражете  одвого  яю  предмженШ  этого  рода: 

Игъ  двухь  изе^мтныосъ  по  полажент  тсчекг  проеодилп 
д€%  прямыя  линШу  пересгьнаптф^ея  еъ  нгмсотпрсй  тачкгь  под% 
изтьстнымъ  угломъ;  если  однуизъэтихъ  литй  продолоюимь 
патомъ  такг,  чтобы  длина  ел  находилась  сь  продолжетем% 
п  извпстномъ  постоянномъ  отношенги^  то  конецъ  продол-- 
женгя  будетъ  находиться  на  окруо§ено(Апи  круга^  извгьст- 
на%о  $ю  положенгю.  (ЫЪ.  I,  Ргор.  У11). 

Во  всЪхъ  такихъ  предложешяхъ  геометритеское  м^сто 
есть  или  прямая  лин1я,  или  кругъ.  Они  кажется  вообще 
заимствованы  изъ  Ьоса  рХапа  Аполлошя. 

Въ  предложен1яхъ  другаго  рода  ищется  не  самое  геомет- 
рическое мЪсто,  а  что  нибудь  еъ  нему  относящееся  и  что, 
всл1дств1е  неопределенности  построетя,  принадлежитъ  бев- 
конечному  множеству  точекъ  или  лин1й.  Наприм^Ьръ: 

Изъ  двухь  касающихся  круговъ  одинъ  лежитъ  внутри 
другам;  кг  меньшему  кругу  проводимъ  касательнуЮу  конецъ 
которой  {не  тонка  прикосновенгя)  находится  на  больщемъ 
кругл;  если  соединимъ  этотъ  конецъ  съ  точкою  прикосно-^ 
венгя  обоихъ  кругозъ,  то  отношенге  посл$ьдней  линги  къ 
касательной  будетъ  извгьстно.  (Ргор.  XIX). 

Последнее  предложеше  и  друпя  подобныя  ему  относятся, 
какъ  мы  видимъ,  къ  тому  же  роду  предложен1В,  кавъ  и  по- 
ризмы  Евклида  по  воззрёнш  Р.  Симеона. 

Первый  же  предложешя,  отличаюпцяся  т'Ьмъ,  что  въ  ннхъ 
ищется  геометрическое  м'Ьсто,  соотвФтствуютъ  иде1^,  кото- 
рую мы  составили  себЬ  о  характере  и  истинномъ  значетн 
поривмъ,  прежде  нежели  яамъ  сд'Ьлалось  изв'Ьстно  сочгине- 
ше  арабскаго  геометра  (См.  Прим.  Ш). 

СочнЕен1е  это  до  сихъ  поръ  есть  единственное,  пред- 
ставляющее яамъ  аналопю,  или  по  крайней  мФр^  некото- 
рое сходство,  съ  знаменитыми  книгами  Евклида  о  порив- 
хахъ.  Это  обстоятельство  уже  само  по  себе  првдаетъ  ему 
значеше  въ  нашихъ  глазахъ;  и  отврыт1е  этого  сочнненш, 
подтверждающее  въ  некоторой  степени  мнете  учеяаго  гео« 


224  ившиьчАвмж 

метра  Гастидьона,  думавшаго,  что  сочияеше  Евклда  еще  су- 
ществоваю   на  востоке   въ  ХШ  столФпи,  позводяетъ  по 
крайней  м^р^^  над^^яться,  что  между  многочжсженннмн  араб- 
скими рукописями,   которыя   до  сихъ  поръ  легатъ  неразо- 
бранныя  въ  библ1отекахъ,  найдутся  некоторые  сд^ды  учен1я 
о  поризмахъ.  Не  знаемъ,  относится  ли  въ  этой  теорш  оро 
сочииеше  Тебита  бенъ  Бораха,  указанное  въ  катаяог'Ь  вос- 
точныхъ  рукописей  Лейденской  бибдхотеки  подъ  загдав1еиъ: 
Ва1агит   8^Vе    Ле6егтгпа1огит   ЫЬег   сопНпепв  ргоЫетсЛа 
деотеЬпса.  Сочинеше   это  но  загшв1ю   и  но  имени  автора 
должно  привлечь  внимаше  геометровъ,  знающихъ  арабсш! 
язнкъ. 

ВсФ  предложен1я  второй  книги  .  извплтныосъ  ^  одного  рода 
съ  предложен1ями  Евклида,  хотя  и  не  одни  и  тЬ  же;  кавъ  гЬ 
такъ  и  друпя  относятся  къ  элементарной  геометрш  (къ  пря- 
мой лити  и  кругу),  хотя  нЪкоторыя  представляютъ  большую 
степень  трудности.  Они  въ  родЪ  тЪхъ  задачъ,  которыя  въ 
настоящее  время  предлагаются  для  упражнешя  ученикаю, 
уже  усвоившимъ  себ%  элементы  геометрхи.  Приводимъ  сл4- 
дуюпця: 

Въ  треугольникгь^  котораго  стороны  и  уголъ  извлстны^ 
проеодимъ  отъ  вершины  къ  основант  прямую  лггтю;  если 
известно  отношенге  квадрата  этой  линги  къ  прямоугольг 
нику  изъ  двухъ  отргьзковъ  основангя^  то  и  полооюенге  линги 
будетъ  г^звлстно.  (Ргор.  ХУ). 

Черезъ  деть  точки  взятыя  на  окруоюности  круга  даннаи> 
по  величинкь  и  положенгю,  проводимъ  деть  прямыя^  переспг 
киющгяся  на  окружности;  если  извгьстно  произведенге  этихь 

двуосъ  линШ,  то   и  каждая  изъ  нихъ   по  величин^ь  и  поло- 
женгю будетъ  извп^стна.  (Ргор.  XXII). 

* 

Если  къ  двумъ  кругамъ,  извп»стнымь  по  величимь  и  поло- 
оюетю^  проведемъ  прямую  касающук1ся  обоихъ  кру%оеЪу  то 
эта  прямая  также  будетъ  изв1ьстна  по  величинл  и  поло- 
женио.  (Ргор.  ХХ1У  и  XXV — посл&дшя  предложешя  въ  со- 
чинеши). 
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яВс:Ь  эти  вещн,  говорить  въ  кон1^  Гассаиъ  бенъ  Хайхемъ, 
а  весьма  подезны  при  р^шеши  геометрическжхъ  вадачъ  и  не 
,были  высказаны  ни  однимъ  изъ  древнихъ  геометровъ". 

По  своему  характеру  сочинеше  это  заслуживаетъ  быть 
поставленншсъ  съ  одной  стороны  между  Ва(а  и  Рогг8та{а 
Евклида  и  между  ^оса  р1апа  Анолдошя,  съ  другой  сторо- 
ны между  сочинешями  Р.  Симеона  и  Стеварта;  подобно 
шъ  оно  заключаетъ  въ  себ^  дополненгя  къ  элементарной 
геометрш,  назначаемый  для  облегчешя  при  р'Ьшеяш  задачъ. 

Некоторые  думали  найти  въ  этомъ  сочияеши  Гассана 
бенъ  Хайтема  аналог1Ю  съ  геометр1ею  положев1я,  какъ  ее 
понимали  Д'Аламбертъ  и  Карно.  Но  мы  не  можемъ  приз- 
нать подобной  аналопи  между  мн']^шемъ  Д'Аламберта,  который 
самъ  вид'Ёлъ  въ  этой  наук*]^  особенность,  противоречащую 
характеру  алгебры  *^'),  между  ОёотёЬгге  Ле  розШоп  Карно 
и  хе;&ду  сочинен1емъ  арабскаго  геометра.  Карно  въ  своей 
гео»етр1и  положешя  им^^лъ  главнымъ  образомъ  въ  виду  уста- 
новить правильную  теорш  отрицательныхъ  количествъ  и 
его  геометрхя  положешя  по  его  собственному  воззр'Ьнш  и 
на  самомъ  ^^жЬ  была  ничто  иное  какъ  обыкновенная  гео- 
метр1а,  въ  которой,  согласно  съ  его  учешемъ  объ  отрнца- 
тельныхъ  количествахъ,  каждое  доказательство,  выведенное 
^ля  достаточно  общаго  случая,  можетъ  быть  непосредствен- 
но II  безъ  всякихъ .  новыхъ  пр1е:к1овъ  прилагаемо  ко  всякой 
другой  форм*  фигуры  **"*)• 


''•^  яБыло  бы  желательно  изыскать  средство  вводитъ  положете  въ 
•вычнслешя  задачъ,  что'  въ  большинств'Ь  случаевъ  значительно  упро- 
/л.ио  бы  нхъ;  но  состоян1е  и  самое  свойство  анализа,  кажется,  не 
-доптсваютъ  этого''.  {Кпсус1орас1к,  ктХ.  ЗИиаНоп). 

"*)  »Зто  было  существенное  нововведепхе,  которое  аа  н-Ьсколько  л-Ьтъ 
эе  было  бы  доиущеяо  двумя  математиками,  избравшими  спсщальнымъ 
ягед.11етомъ  своихъ  работъ  чистую  геометр1ю  и  ей  обязанные  своею 
^зв^стност^ю.  Мы  говоримъ  о  Р.  Симеон*  и  Стеварт4,  которые  для 
^^даго  лредложешд  давали  столько  доказательствъ,  сколько  раз- 
^ечннхъ  формъ  могла  допускать  разсматрпваемая  фигура  всл'Ьдств1е 
раала^ваго  расположения  ея  частей.  Карно,  напротивъ  того,  дока^авъ 
предложев1е  для  фигуры  въ  ея  общемъ  состоянш,  показываетъ  зат%мъ, 

Вня.  IV.  Отд.  П.  8 


226  ПРИМФ<1АШЯ 

Благодаря  атому  новому  характеру  общности,  простота 
н  краткости  и  свойству  теорШ  и  многотасденннхъ  предло- 
жешй,  заключающихся  въ  сочиненш  Еарно,  сошнеше  это 
пр1обр&10  свое  научное  значеше  и  им^ло  счастливое  вш- 
Н1С  на  усп'Ьхи  чистой  геометрш. 

Не  основываясь  на  иде{(  Д'Аламберта,  сочинеше  Карно 
не  представляетъ  никакой  аналопи  съ  сочинетемъ  арабска- 
го  геометра  ^о  извтьстныхъ  въ  геометрги^. 

Не  можемъ  кончить  нашего  обзора  трудовъ  Арабовъ  по 
геометрш,  не  сказавъ  слова  о  знаиенитомъ  персидскоиъ 
астрономе  н  геометр'Ь  Нассиръ  ЭддинЪ  изъ  Фузн  (1201— 
1274),  котораго  сочинешя,  написанный  на  арабсвомъ  языкЪ, 
обнимаютъ  вс^  отрасли  челов^ческаго  вн|1тя.  Въ  нихъ  на- 
ходимъ,  за  исключешемъ  трудовъ  относящихся  къ  астроно- 
М1И,  переводы  многихъ  греческихъ  сочинешй  Евклида,  Ар- 
химеда и  веодос1я,  сочинете  по  алгебре  и  Сотреп^иш 
ариеметики  и  алгебры.  Изъ  всЬхъ  этихъ  трудовъ  только 
элементы  Евклида  были  изданы  знаменитою  книгопечатнеЗ 
Медичи  (Кота,  1594,  ш  М.)  съ  присоединешемъ  комнен- 
тар1я  Нассиръ  Эддина, — ^комментар1я,  пользующагося  уваже- 
шемъ  и  принесшаго  пользу  многимъ  писателямъ  въ  то  вре- 
мя, когда  арабск1й  языкъ  былъбол'Ье  распространенъ,  ч-ёвть 
теперь;  ибо  въ  этомъ  комментар!']^  содергатся  мног1я  новая 
доказательства  предложешй  Евклида.  Особенно  зам%чате.1Ь' 
но  зд'Ьсь  доказательство  пятаго  постулата,  которое  Баллясъ 
находилъ  остроумнымъ  и  воспроизвелъ  во  П  части  своего 
сочинетя. 

Изъ  всего  предыдущаго    мы  выводимъ  сл'Ьдуюпця  заклю- 
чен1я: 


какъ  должны  измениться  преддоженЕО  и  выражающая  его  вдн  относя- 
лЦяся  Бъ  нему  формулы,  когда  фигура  изменяется  всдедств1е  изм^ве- 
Н1Я  въ  подоженш  ея  раздичныхъ  частей.  Новня  формулы  которняояъ 
называетъ  соотвштственными  (со^^е^аНVез)  первой  и  вотория  овъ 
выводить  непосредственно,  безъ  всякаго  новаго  доказатедьства,  дока- 
зывадисъ  бы  Симсояомъ  и  Стевартомъ  прямо,  точно  также,  какъ  н 
начадьное  преддожеше. 
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Арабы  выказали  большое  уважеше  и  решительную  на- 
клонность вънаукамъ  математическнмъ. 

Они  обладали  полныкъ  знашемъ  сочияешй  и  науки  гре- 
чесЕигь  геометровъ. 

Они  значительно  усовершенствовали  тригонометрш  и  эта 
часть  геометр1и  получила  у  нихъ  новую  форму,  существен- 
но необходимую  для  дальн-Ьйшихг    усн']&ховъ  астроном1и. 

6ъ  другихъ  отдФлахъ  геометр1и  они  невидимому  не  шли 
дал^е  Грековъ,  потому  ли,  что  не  одарены  были  изобрЪта- 
тедьностш,  или  потому,  что,  прхобр^тши  весьма  быстро 
9начительныя  познан1я  во  всЬхъ  наукахъ,  они  не  заботились 
о  дальнФйшемъ  расширети  границъ  знашя. 

Но  въ  другомъ  отношети  они  им^ли  существенное  пре* 
имущество  передъ  Греками: 

Они  обладали  алгеброю  Инд'Ьйцевъ  и  знали  приложетя 
ея  въ  геометрш. 

ИзслФдовашя  ихъ  въ  этомъ  родЪ  доходятъ  до  решетя 
уравнея1й  третьей  степени  посредствомъ  геометрическихъ 
построешй. 

Наконецъ,  изсл^дуя  геометрхю  Грековъ  и  алгебру  Инд^й- 
цевъ  одну  при  помощи  другой  и  благодаря  взаимной  поддер- 
хюЬ,  оказываемой  этими  двумя  отраслями  науки.  Арабы  сооб- 
ощли  математическнмъ  наукамъ  тотъ  особый  и  оригиналь- 
НЕЙ  характеръ,  который  перешелъ  къ  Ёвропейцамъ  и  въ 
рукахъ  ихъ  послужилъ  въ  ХУ1  стол'Ьпи  основою  быстро 
развившагося  превосходства  новой  науки  передъ  наукою 
древнихъ. 

Геометр1я  7  аападиыхъ  народовъ  въ  оредше  в^ва. 

Въ  то  время»  какъ  Арабы  проходили  быстрый  и  блестя- 
пцй  путь  въ  д'блЪ  науки.  Европейцы  были  еще  погружены 
въ  полное  нев^д'Ьше.  ПослЪ  Исидора  Севильскаго,  котора- 
го  мы  посл^дняго  упомянули  при  обзор']^  геометр1и  у  Рим- 
дянъ,  до  12-го  стол^Т1я  только  очень  немног1е  писатели 
оставили  намъ  слабые  сл'бды  не  одной  только  образованно- 
СТ1,  но  также  и  н^которыхъ  научныхъ  познанШ.  Въ  12*мъ 

8* 
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стол'Ёпи  выказывается  первыл  умственныя  стремдешя  въ 
Европе  и  делаются  многочислеяныя  попытки  перенестн  сю- 
да древнюю  науку  Грековъ,  сохраненную  и  пополненную  Ара- 
бами. Движете  это  повторяется  съ  новою  силой  въ  среди- 
не 15-го  стол']&т1я  и  съ  этого  времени,  подъ  руководствомъ 
знанхя,  почерпнутаго  изъ  греческихъ  рукописей,  подготов- 
ляются велик1я  открыт1я  16-го  в']&ка,  которыя  служатъ  на- 
чаломъ  неизм'Ьримаго  превосходства  новыхъ  народовъ  1^6- 
редъ  древними  въ  области  математики. 

Бросимъ  б'Ьглый  взглядъ  на  труды  по  геометрш,  явивше- 
ся  впродолжеше  этого  800-л'Ьтняго  пер1ода. 

8-е  столгып'(€ш  Въ  начал-Ь  8-го  в-Ька  отличался  больши1гъ 
для  своего  времени  образовав1емъ  Беда,  который  писалъ  о 
различныхъ  предметахъ.  Къ  математик']^  относятся  сл']^Д7Ю- 
щ1я  его  сочивешя:  1)  Дв*]^  статьи  о  теоретической  и  прак- 
тической музык^Ь.  2)  Газличяыя  сочинен1я  по  астрономш, 
изъ  которыхъ  зам^]^чателБц11е  другихъ:  небольшая  статья  Ве 
сггсиШ  зрНаегае  е1  ро10у  статья  по  гномоник*  подъ  загла- 
В1емъ  Ве  шепзига  ЬотсИодИ  и  сочинеше  Ве  аШоЫЫо^  въ 
которомъ  употребляются  графичесшя  построешя.  3)  Нако- 
нецъ  несколько  статей  по  ариеметик'Ё.  Одно  сочинеше,  на- 
зываемое Ве  атиЬшеИсгв  питеггз,  есть  весьма  сжатый  пе- 
речень опред'Ёлешй,  заимствованныхъ  изъ  сочинешй  по  арне- 
метик^  Апулея  и  Боэщя,  имена  которыхъ  Беда  приводить 
самъ.  Другое — Ле  ^о^ие^а  рег  девЫш  (ИдИогиш — научаетъ 
счету  по  пальцамъ  и  ихъ  сочленен1ямъ.  Этой  книгой  пользо- 
вались и  воспроизводили  ее  различные  писатели. 

Третье,  —  представляющее  кажется  изъ  всего  объемиета- 
го  собрав1я  сочинешй  Беда  наибол'&е  интереса  въ  настоя- 
щее время,  —  есть  статья  Ве  пишегогиш  сНьгвгопе^  на  ко- 
торую до  посл'Ьдняго  времени  такъ  мало  обращалось  впп- 
машя,  что  писатели  дававш1е  объ  ней  отчетъ,  перепутыва- 
ли ея  содержаше  **^).  Это  именно  та  статья,  которая  ел*!- 


*••)  Моп1ис1а,  НгзШге  (1е8  та^Нёта^^^и€8^  Т.  I,  р.  495.  ^Веда  из- 
далъ  книгу  объ  ариеметик*  подъ  заг1ав]е1гь  1М  шппеНа  и  еще  другую 
7>е  питеготт  (Игп8и>пеу  нзъ  чего  видно,  кавъ  затруднительны  еще  былв 
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дуегь  за  письмомь  Герберта  къ  Константину  и  въ  которой 
предполагали  вообще  изложенхе  нашей  системы  счнслешя. 
Принадлежнтъ  ли  эта  статья  Беда  или  Герберту?  Мы  уже 
устранили  этотъ  вонросъ,  когда  говорили  о  томъ  м'Ьст'б 
геометрл  Боэщя,  которое  относится  къ  системе  счисле- 
т;  статья  представляется  по  видимому  заимствовашеиъ  и 
развит1емъ  этого  м^^ста;  по  крайней  х'Ьр^  въ  ней  говорится 
о  томъ  же  предмете  и  по  нашему  мн'Ьтю  она  им-бетъ  то  же 
происхождеше  '^^).  Также  какъ  ивъ  рукописяхъ  Боэщя^въ 
старыхъ  спискахъ  статьи  Беда  мы  находимъ  арабсшя  цифры 
(^а1118,  Ле  сйдеЬга  (гасШив^  сар.  IV). 

Наконецъ,  между  сочинен1ями  Беда  есть  книга  Ве  агИН- 
теОш  ргоро^ШопгЪиз^  гд%  мы  сначала  встр-бчаемь  различ- 
нне  способы  отгадывать  задуманное  число,  а  потомъ  нахо- 
димъ довольно  большое  число  ариеметическихъ  задачъ  скГ 
асыепф)8  ^иVепе8у  какъ  выражается  Беда,  обнаружмвающихъ 


п  его  время  подобннд  д^Шетв1а^. — ^Ве1атЪге,  НььЫпге  Ле  1*€^%гопот%е 
ляе1еппе^  Т.  I,  р.  322:  „Въ  этой  глав']^  (2>в  с1%1П8%опе  пгипегогит) 
Веда  аоказываеть,  какъ  пользоваться  пальцами  и  ихъ  сочленен1Ями, 
чтобы  облегчить  д'Ьлеше  и  умноаюше^. 

'^  Постараемся  зд^сь  исправить  ошибку,  въ  которую  мы  впали 
орезсде,  сказавъ,  будто  никто  еще  не  замФтилъ,  что  письмо  Герберта 
находится  въ  сочинен1яхъ  Беда.  Мы  тогда  не  обратили  вниман1я,  что 
заи^чан^е  это  было  сделано  Андресомъ  (Апогее)  въ  сочиденш:  В€1Г 
йггдгпе,  с^в  ргодгез^г,  е  йеИо  зЬсЛо  аНисЛе  д,*одп1  ШЬегсЛига^  Рагша 
7  ^о].  ш — 4^,  1799,  гд'Ь  онъ  выраакается  такъ:  Ма  е  За  088е^Vа^8г,  его 
(^  поп  те^  гг(1€Иии>  пе  Фл  таЬетаИсг^  пе  йа  сггИсь^  сЬе  ЬсЛе  ЫЬега 
прогШа  (га  1е  &егЪег0%апе  е  ^ие^^а  тес^езипл  а(^(Шо,  сНе  $г  гИго^а 
^№  орете  (И  Веск^  а1  рггпсгрго  €^1  ИЬго  О е  п  итег  огит  ^^V^' 
^гоне  ай  Сопз^апИпит;  пе  го  тдХго  (^сгЛеге $е зга Фл  ггрогзг 
1га  1е  орете  дл  (хетЬег1о  ОVVе^  /та2ие11е  Л  Вескг  (Т.  IV,  р.  63). 

Но  Андресъ  говорить  только  о  самоиъ  письме»  а  не  о  следующей  за 
оогь  статье,  которая  ему  была  нзв']Ьстна  въ  сочияен1и  Беда,  но  о  ко- 
ро1  онъ  не  зналъ,  что  она  приписывается  Герберту. 

Прнбавииъ  еще,  что  этотъ  ученый  историаъ  оодробяо  комментиро- 
>иъ  упомянутое  мФсто  иаъ  Бо8ц1я  съ  ц^Л1Ю  доказать,  что  оно  ня- 
копъ  образоиъ  не  могетъ  относиться  къ  нашей  систем'1  счисленхя 
(Т.  ЛГ,  р.  41—45),  но  не  зам'^тнлъ  аналог1и  его  съ  сказанною  статьею 
•2)е  питетотиш  ЛШзгопе. 
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нам^решя  поддера&ать  математическое  образов&нхе.  Но  езъ 
правилъ,  которыми  пользуется  авторъ  для  вычислешя  пло- 
щадей треугольника  и  четыреугольника  видно,  въ  какохъ 
жалкомъ  вид'Ь  ему  удалось  это  сделать.  Мы  приводили  эти 
правила,  когда  говорили  о  сочинешяхъ  Брамегупты. 

Книга  Ве  агИНтеОсгв  ргорозШопгЬиа  приписывалась  так- 
же Алкуину  и  вом^^щалась  между  его  сочинешями.  Но  во- 
просъ^  кто  былъ  дМствительно  ея  авторомъ,  не  представ- 
ляетъ  для  насъ  интереса. 

Алкуинъ,  ученикъ  Беда,  считался  подобно  ему  чудомъ 
учености  въ  свое  время.  Достаточно  сказать,  что  онъ  пи- 
садъ  о  всЬхъ  семи  свободныхъ  иркуствахъ  и  преимуществен- 
но объ  астрононш.  До  насъ  дошла  только  .часть  его  сочн- 
нен1й,  относящаяся  къ  грамматик'Ь  и  реторик']^;  признано, 
что  эти  сочинешя  представляютъ  заимствовашя  изъ  Касс1а- 
дора*  Знаменитость  Алкуина  между  прочимъ  происходить 
отъ  того,  что  онъ  принималъ  большое  участие  какъ  въ  уч- 
реждети  университетовъ  въ  Париж'Б  и  Пав1И,  такъ  и  въ 
стремлетяхъ  Карла  Великаго  противодМствовать  дальней- 
шему распространен1ю  мрака,  лежавшаго  на  Бвроп']^,  и  воз- 
будить снова  пламя  науки. 

Но  явилась  схоластика,  и  релипозный  элементъ,  служив- 
ппй  ей  основою,  былъ  такъ  всемогущъ,  что  исключительно 
поглотилъ  всЬ  умы.  Такимъ  образомъ  совершилось  въ  исто- 
р1и  обстоятельство  въ  высшей  степени  удивительное:  посл1^ 
всЗ^хъ  старашй  Карла  Великаго  настала  именно  эпоха  са- 
««саго  глубокаго  нев'6д1н1я,  продолжавшаяся  около  двухъ  сто- 
л'Ьтй. 

Ю-е  столтьтге.  За  все  это  время  исторхя  называетъ 
только  имена  Герберта  (сделался  папой  въ  999,  умеръ  въ 
1003  году)  и  нЬкоторыхъ  его  учениковъ.  Монахъ  Гербертъ, 
по  образцу  греческихъ  мудрецовъ,  ^здившихъ  для  своего 
образован1я  въ  Египетъ,  отправился  съ  тою  же  х^лш  въ 
Испанш,  —  единственное  м'Ьсто  въ  Европе,  гд^  разрабо- 
тывались  Сарацинами  науки,  перенесенныя  съ  востока.  По 
возвращети    во   Францш    онъ  ревностно    распространялъ 
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ево1  поанашЯу  которая  считались  чудомъ  у  его  современ- 
яиковъ,  такъ  что  его  обвиняли  да&е  въ  наг1и.  Но  это  по- 
хазываетъ  только,  какъ  глубоко  было  въ  то  время  невеже- 
ство; ибо  нельзя  не  признаться,  что  сочинеше  Герб^та  по 
геометр1и  и  статьи  его  о  сферф,  объ  астроляб1и  и  о  сол- 
нечныхъ  часахъ  касаются  только  самыхъ  элементарныхъ 
вопросовъ  науки  и  обнаруживаютъ  лишь  весьма  поверхност- 
ння  св^дЪшя.  Несоотв']&тств1е  этихъ  сочинешй  съ  весьма 
развитымъ  состояшемъ  науки  въ  это  время  у  Арабовъ  Се- 
вильи и  Бордовы  заставляетъ  даже  сомн-Ьваться,  отъ  нихъ 
ли  получилъ  Гербертъ  свои  знашя,  хотя  это  и  повторяютъ 
обнкеовенно  всл'бдъ  за  Вильгельмомъ  Малесбюри.  Въэтихъ 
сочинен1яхъ  и  особенно  въ  геометр1и  видно  скорее  заим- 
етвоваше  и  объяснеше  сочинешй  Боэц1Яу  нежели  перенесе- 
те науки  и  методовъ  Арабовъ  '^%  первые  сл-^Ьды  котораго 
мы  встр^чаемъ  во  Франц1и  только  въ  12-мъ  стол'Ьтш. 


*^*)  За1гЬчаше  это  сопасно  съ  мн^нхемъ  Гуже  (Ооизе!;),  который  го- 
ворить, что  предподожеше  о  пушеств1и  Герберта  въ  Нспанш  ии^етъ 
освован1е,  но  что  ц'Ьль  путешествш,  обыкновенно  указываемая,  не  до- 
казана. (2>е  1'е^а^  скз  зсгепсез  еп  Ггапсе  с^ертз  1а  тоН  деСЬагЫта- 
дпе  ^из^и'й  сёНе  йи  го%  ЕоЬег(,  р.  55). 

Напротивъ  того  Андресъ,  который  придаетъ  большое  историческое 
знанен1е  знанииъ  и  труданъ  Герберта,  приписываетъ  имъ  арабское 
пронсхожденде,  предполагая,  что  Гербертъ  получилъ  ихъ  не  прямо  отъ 
Сарацивовъ,  но  скор']Ье  отъ  ихъ  учениковъ,  испанскнхъ  христханъ,  ко* 
торые  не  могли  научить  ничему  другому,  какъ  наук']^  и  методамъ  Ара- 
бовъ. ^^ие8^е  гадгопг  тъ  /'аппо  сопдеНигаге  поп  зепеа  ^иа^сНе  ргоЬог 
ЬИНа,  сНё  ^ие^  йоНо  е  дгапсРгюто  сЬе  ^и  СгегЬЫо  ЫШ  едЫ  31  /есд 
зШо  1а  длшрИпа  й€  сЬт%9Ыст%  зрадпиоН,  зепеа  апете  аьи1о  Ызодпо 
й  тепЛгеаге  И  зоссогзо  ёеШ  зсио1е  ^е'  Загасет.  Ма  диап^ип^ие  зрад^ 
птИ  Соввего  г  таЫН  их  ОегЬег(о^  агаЫса  риг  ега  1а  йоНгта  сЛ' 
ег  1га88е  йаШ  Зрадпе  е  сатитсо  аИе  СгаИк  еЛ  аП'  1Шга.  Ьа  зсгепга 
[аVО^иа  Л1  1и%  ега  1а  тйЬешаНеа;  е  1а  та^^^таИса,  дие  зг  зареVа  т 
Тзрадпа,  ЬиМа  ^етт  М1е  зсиоЬе  е  йа  ИЬгг  (?е'  Загасепи  5г  Vе^о  в, 
сКе  ОетЪегЬо  ЛеИа  Врадпа  аИе  зсидЬе  Еигорее  гесаззе  ГагИтеИса  агО' 
Ыса^  ео11а  диаХе  (асШ  с^^Vеп^Vапо  тоНе  орегавитг,  сНе  пеЛ'апИсо  те- 
и)до  1горро  егапо,  гтЬагаяеапН^  диезЬа  %ттШа1атеп1е^  о  рег  теего 
^тае81гг  зрадпиоН  гарНа  (и  да  1и%  а  Загасепг,  соте  йьсе  &идИето 
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Предлагаемъ  разборъ  еочвнешя  Герберта  по  геометрхи, 
которое  было  издано  Бернардомъ  Пецомъ  (Вегаагс!  Рег)  и 
пом']Бщено  въ  его  Ткеваигиз  апесЛоШит  пошвшнз  (Ав^- 
8(ае  УшдеИсогат,  1721,  т  Ы.)  Тот,  III,  Рагз  П. 

Првцложивъ  первыя  опред']^лен1я,  относящхяся  къ  геонет- 
р111,  Гербертъ  внакомитъ  съ  лгбрами,  бывшими  въ  употреб- 
леши  у  древнихъ;  именно  съ  римскими  сРгдИиЗу  ипсга,  рас- 
тив, зехЬа^  ЛоЛгап$  и  пр.,  перечень  которыхъ  находится  въ 
геометр1и  Боэц1я.  Во  всемъ  сочинеши  Гербертъ  употреб- 
ляетъ  эти  м^^ры,  также  какъ  и  изображающхе  ихъ  знаки, 
которыми  выражаются  также  и  отвлеченныя  дробщ  въ  род^ 

^,    о^  и  т.  п.  Для  означен1я    верхняго  оенов«н1я   въ  четве- 

реугольник^  онъ  употребляетъ  слово  согаивЫз.  Посвящаетъ 
несколько  главъ  прямоугольнымъ  треугольникамъ,  которое 
онъ  называетъ  ЫапдиИ  'руИшдбггсц  и  ноказываетъ  построе- 
ше  ихъ  въ  рац10нальныхъ  числахъ,  когда  дана  одна  язъ 
сторонъ.  При  этомъ  онъ  прилагаетъ  извЬстныя  правила, 
приписываемыя  Пивагору  и  Платону^  помощгю  которнхъ 
получаются  для  сторонъ  ц'Блыя  числа,  и  отчасти  друг1Я  пра- 
вила, приводящ1я  къ  дробямъ.  Какъ  т'Ь,  тавъ  и  друпя,  со- 
вершенно одного  рода  и  выводятся  изъ  общихъ  правилъ, 
найденныхъ  нами  въ  инд'^йскихъ  сочинешяхъ.  Относптельно 
прямоугольнаго  треугольника  Гербертъ  р^шаетъ  зам'бчатель- 
ную  для  того  времени  задачу,  зависящую  отъ  уравнешя  вто- 
рой степени,  именно:  найти  катеты  по  данной  площади  и 
гипотенуз^Ь.  Пусть  будетъ  А  —  площадь,  с  —  гипотенуза;  р*- 
шеше  Герберта,  переведенное  на  формулу,  даетъ  для  кате- 
товъ  сл'Ъдующее  двойственное  выражеше: 

2"  |>/с*-4-4>1  ^  \/'с^'^^^^1А 


€И  МаШЬигг^*,  (ОеИ'оггдгпе^  (к  ргодгезвг,  еЬс.  Т.  I,  сар.  IX).— Сво*- 
ство  сочинен!^  Герберта  не  позволаетъ  намъ  раэд']&1дть  8то  мгЬя1б  о 
происхожденш  званШ  Герберта. 
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Зат^нъ  онъ  научаетъ  при  помощи  астролябии  и  другаго 
инструмента,  который  онъ  называетъ  Логовсору  опред'Ьлать 
высоту  башни,  глубину  *  колодца  и  изм'Ёрать  разстоянхе  до 
недоступнаго  предмета.  Потомъ  вычисляетъ  перпендику- 
ляръ  въ  треугольник'Ь,  стороны  котораго  изв']&стны.  Для  дли- 
ны сторонъ  онъ  беретъ  числа  13,  14  и  15.  Даетъ  для  пло- 
щади правильнаго  многоугольника  неверную  формулу  рим- 
скихъ  землем'бровъ  и,  подобно  имъ,  р^шаетъ  обратную  за- 
дачу: по  данной  площади  правильнаго  многоугольника  най- 
ти его  сторону.  Говоря  о  круг§,  даетъ  отношеше  окруж- 

22 
ности  Бъ  д1аметру:  -у.  Въ  главахъ  подъ  загдавяемъ  1п  сат- 

ро  диаЛтапдиЪ  адггреппоз  бодпозсеге  и  1п  сатро  1ггапуи1о 
адггреппоз  тьетгву  находятся  нев^рныя  правила  для  изм%- 
решя  площадей  четыреугольника  и  треугольника,  который 
мы  указали  уже  по  поводу  сочиненШ  Беда;  Гербертъ  упот- 
ребляетъ  въ  прим'Ьрахъ  т:Ьже  самыя  числа,  какъ  и  Беда. 
Наконецъ  находимъ  (Сар.  85)  формулу,  выраашющую  сумму 
членовъ  ариеметической  прогрессш  ^^').  Формулы,  выражаю- 
щей площадь  треугольника  въ  функцхи  трехъ  сторонъ, 
нЪтъ;  но  есть  другая,  нев-брная,  формула  для  пряА1Г0угольна-  ^^ 
го  треугольника. 

За  геометрхей  сл^л^еть  небольшое  сочинеше  подъ  загла- 
В1емъ:  ОегЪегН  ерШо1а  аЛ  АЛсЛЬоЫит  Ле  саи$а  сЧь^егзИаИв 
агеагит  гп  1пдопо  ае^иг^а^е^о  деошеМсе  а^^^кте^гсеVе  ехреп^ 

$0.  Гербертъ  объясняетъ,  что  геометрическая  формула  —.УЗ 
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для  площади  раввосторонняго  треугольника  точна,  ариемети- 
ческая  же  формула  ^^I^  не  точна,  а  только  приближенна. 


^^  Впиуазонъ  (У111о180п)  говорить,  что  въ  одной  очень  старой  ру- 
кописи въ  85-й  глав^  находятся  арабск1я  цифры.  (См.  АпаХесЬа  дгаеса^ 
Т.  II,  р.  153).  Но  мы  должны  сказать,  что  въ  двухъ  руконисяхъ  Гер- 
берта, находящихся  въ  Парижской  королевской  библотек*]^  (№  7185  и 
7377),  мы  вид'Ьди  только  римскхя  цифры  и  знаки,  помощхю  которыхъ 
у  Ринлянъ  изображались  дроби.  Эти  знаки  в^рно  переданы  Пецомъ  въ 
его  яздаши  геометр1И  Герберта. 
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Въ  своемъ   объяснеши   Гербертъ   д^даетъ  ошибку:  изь  его 
разсуждетй  видно,  что  они  относятся  къ  формуле  — ^ — , 

которая  д]&йствительно  есть  приближенная.  Въ  самомъ  дШ, 
преобразуя  ее  въ  однородную  чрезъ  введете  единицы  длинн, 

которую   означииъ   черезъ  6,   мы   получаемъ — 

формулу^  которая  т'Ьмъ    болЪе  приблиашется   къ  истинному 

д«      

выражешю  площади  —  V  3,  ч^Ьмъ  мен^^е  будетъ   Ъ. 

Изъ  этого  разбора  геоиетр1и  Герберта  видно,  что  она  со- 
ставлена на  педоб]е  сочннешй  Боэщя  и  Беда  и  въ  ней 
нельзя  признать  арабскаго  происхождешя,  которое  припи- 
сывается поверхностно  и  безъ  критики  научнымъ  познатямъ 
ея  сочинителя. 

Гербертъ  повидимому  писалъ  много  объ  ариеметикЪ, 
преимущественно  о  систем']^  счислешя,  отличавшейся  отъ 
бывшей  въ  то  время  въ  употреблеши  латинской  системней, 
благодаря  главнымъ  образомъ  этому  обстоятельству,  имя  его 
стало  столь  знаменито  въ  истор1и  науки.  По  поводу  изв^- 
стнаго  м']^ста  въ  геометрш  Боэщя  мы  говорили  уже  о  при- 
писываемой Герберту  стать*  Ве  питегогиш  сИтзгопе  "'); 
тамъ  мы  зам'Ьтили,  что  статья  эта  помещена  въ  двухъ  изда- 
н1яхъ  сочиненШ  Беда,  и  на  основан1и  этого  высказали  пред- 
положев1е,  что  статья  эта  можетъ  быть  приписана  послед- 
нему. Но  Гербертъ  и  ученики  его  оставили  еще  много  дру- 
гихъ  сочинешй  объ  томъ  же  предмет**,  изъ  которыхъ  видно, 
что  тогда  имелись  уже  значительный  св*д*н1я  о  вычисле- 
шяхъ  по  этой  систем*,  называвшейся  системой  АЪасы^л. 
Этого  рода  сочинешя  Герберта^  хранящхяся  большею  част1Ю 
въ  Библ1отек*  Ватикана,  озаглавлены  такъ;  1)  ОетЬегН 
зсНоЫзОсг  АЪасиз  сотрозгШз;  2)  Ве  питеггз;  3)  Меди1ае 
АЬасц  4)  РтадшепЫт  ОегЪегИ  г^диЫе  Ле  Масо\  5)  ОегЪегИ 

*^')  Первый  издатель  лисемъ  Герберта  ном'Ьстидъ  поел*!  161-го  н 
посл']^дняго  письма  первыя  строки  этой  статьи.  Второй  издатвА  со- 
хранидъ  письмо,  но  внкинулъ  эти  первыя  строки. 
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агИНтеИса.    Первое  сочиненхе,  АЪасиз  сотрозНиз^  сущесх- 

вуетъ  еще  во  многихъ  другихъ  б1бл10текахъ.  Въ  бибдготек]^ 

Ст.  Эмеранскаго   аббатства   въ   Регенсбург']^  Пецъ  нашелъ 

9Т0  сочинен1е  съ  присоединенною  къ  нему  статьею:  0. 1гЬег 

зиЫгШзвшиз    <1е  ЛгИктеИса,  которую  онъ  основываясь  на 

начальной  букв'Ь  О.  прнписадъ  Герберту.    Въ  этой   Регенс- 

бургской  руЕОписи  статья  Л&асш  называется  т!Ню&еЛ1догг8ти8; 

она  посвящена  Оттону  III  ^^^).    Въ   Лейденской  библ10тек% 

есть  также    дв'6   рукописи,    доставш1яся    отъ    Скалигера  в 

Восс1я;     одна    съ   заглавхеиъ:    ЫЬеПиз     тиШрИсаНопиШу 

гп  дио  ергвШа  ОегЪегЫ  ад,  СотЬстЫпит  Ле  Лос1ггпа  АЬас%\ 

другая — ОегЬегН   йе  ВгтзгопгЬиз  сгшь  поИз  аЛ  Шаз.  (Са1а- 

Ходив    ВгЫгоНьесае    ТТпШгзИаНз   Ьидйипо-ВсЛаь<]1;е^   р.  341 
е1  390). 

Что  касается  до  статьи  1)е  питегогиш  дшзгопе^  то  уди- 
вительно, что  ее  н'1тъ  подъ  этимъ  заглавхемъ  нивъ  одномъ 
большомъ  книгохранилищ'^,  или,  что  в'Ьрн'^^е,  она  покрайней 
м'Ьр'Ь  не  упомянута  съ  такимъ  заглавхемъ  ни  въ  одномъ  изъ 
каталоговъ.  Это  обстоятельство  способствовало  нашему  пред- 
положенш,  что  статья  9та  могла  принадлежать  Беда,  хотя 
мы  вполне  сознаемъ,  что  способы  исчислешя,  излагаемыя  въ 
ней,  были  известны  Герберту  *"). 

Но  кто  бы  ни  былъ  авторъ  ея,  мы  утверждаемъ,  что  надо 
разсматривать  ее  какъ  заимствован1е  отрывка  изъ  БодЦ1я  о 
томъ  же  предмете  и  думать,  что  она  касается  системы  счи- 
слен1я^  отличающейся  отъ  нашей  современной  только  въ  од- 


"^)  ОегЪегИ  ЛЬаоиз  зеи  АХдоггатиз  ай  ОЫопет  ътрегсЛогет,'  (См. 
ТНезаигиб    а/песйоЬогит    пошв^ътиз^    Т.    I,   ВгввегШьо  гзадодгса^  р. 

ххх^аи). 

^'')  Два  экземпляра  этой  статьи,  находлщ1еся  подъ  другпмъ  назва- 
Н1емъ  въ  Парижской  Королевской  бвбл10тек'1,  сопровогдаются  именемъ 
Герберта,  которое  приписано  конечно  въ  поздвМшее  время.  ПерЛ^ый 
экземпляръ  озаглавленъ:  ВаНопез  питегогит  ЛЬасг  (Мапазсг.  /6  6620), 
а  второй  Т^€^с^а^из  йе  АЬсксо  (№  7189,  А).  Мн  оолагаемъ»  что  часть 
рукописей,  упомянутыхъ  нами  выше,  и  въ  особенности  рукописей  Лей- 
денской библютекн  суть  также  ничто  иное,  какъ  списки  статьи  2>е 
питегогит  сИтзите. 
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номъ,  именно  въ  употребленги  нуля^  которое  введено  бвло 
поздн'Ье  и  поведо  за  собою  уничтожеше  стодбцовъ.  Пржта- 
комъ  воззр^ши  остается  неразрЪшенннмъ  только  одивъ  вон- 
росъ  относительно  АЪасиз'а:  было  ли  это  удачное  нововведеше 
— употреблев1е  нуля — прямынъ  усовершенствовашемъ  систе- 
мы ЛЪасиз'  а,  или  же  Европейцы  заимствовали  его  изъ  арабской 
ариеметики  въ  11-мъ  или  въ  12-мъ  стол-Ётхи? 

Мног1е  изъ  современниковъ  Герберта,  которыхъ  считаютъ 
обыкновенно  его  учениками,  писали  также  объ  ариеметики, 
какъ  о  примЪнен1и  системы  АЬаси$'  а;  таковы  Адальбодьдъ, 
епископъ  Утрехтсий,  Геригеръ  аббатъ  Лаубсюй  и  Бер- 
нелинъ. 

Въ  библ1отек41  Ватикана  еще  сохранилась  книга  перваго  изъ 
нихъ  подъ  заглав1емъ  АскйЪоШг  ай  ОсгЬегШт  ^сНок^Нсит  Ае 
АзЬгопотга^  зеи  АЬасо  ^^0  У  Иеце^въТНезагбгиз  апесЛо1огиш 
поVШ%ти8  (Т.  Ш,  2,  р.  86)  находимъ  другое  сочиненхе  Адаль- 
больда  подъ  назвашемъ:  ЫЬеЧив  Ле  гаИопе  гпьепгепМ  стаз- 
зИиЛгпет    ерЫегае^    гд*!  онъ  даетъ  для  объема  шара  фор* 

мулу  В^  —  {В  означаетъ  д1аметръ)«  въ  которой  за  основа- 

ше  принято  отношете  Архимеда.  Въ  д^йств1яхъ  надъ  чис- 
лами Адальбольдъ,  какъ  и  Гербертъ,  употребляетъ  римск1е 
знакИ;  выражающ1е  дроби  У^,  У,  и  т.  д. 

Геригеръ  комментировалъ  АЪасиз  Герберта  въ  сочине- 
ши,  которое  храцится  въ  Лейденской  библготек']^  подъ  за- 
глав1емъ:   КаНо  АЪась  зесипЛит  Лгьит  Неггдегит  *"). 

Бернелинъ  издалъ  сочинеше  о  музык*!,  геометр1и  и  арие- 
метики, которое  записано  въ  библ10тек^Ь  Ватикана  подъ  наз- 
вашемъ: ВетеИт  АЬасг^  Мизгса^  АгИНтеИса  е1  Оеоте(- 
л%а  ^'*);  потомъ  еще  сочинете  въ  четырехъ  книжкахъ:  Ое 
АЬасо  е^  питегщ  Винье  (У19шег)  въ  ВШгоЛедие  МзЬшак 

^^)  Моп^Сапсоп,  ВМШкееа  ЫЫШНесагит  тапг^зсггрЬогит  поьа^  I. 
I,  р.  87. 

***)  Н%8к>%ге  гШёгагге  Об  1а  Ггапее^  и  7,  р.  206. 

«'в  Моп^Гааеоп  Шс1,  I.  I,  р.  24.  Брои^^  того  на  стр.  116  узнаемъ,  что 
Ватиканская  библотека  ии^^етъ  еще  несколько  сочиненхй  того  хе  пи- 
сателя подъ  заг1ав1емъ:  ВетеНпиа  ^ипгог  е1б  АЬасо  е^  аНа  р1игга. 
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удостов^ряетъ,  что  сочинеше  это  находится  во  влад^нш  у 
зшшентитаго  юриста  Питу  (Кегге  РйЬои)  *^^).  Изъ  Шв- 
Ыге  ииёгагге  йе  Ы  Ргапсе^  Т.  Ш,  написанной  въ  1773  году, 
хн  узнаемъ,  что  одинъ  экземпляръ  этого  сочинешя  нахо- 
дился въ  то  время  въ  ПарижЪ^  въ  аббатстве  8(  У1С(ог.  Пре- 
дислов1е  озаглавлено  словами:  ТпсгрИ  ргае^аНо  ИЪгг  АЪасг 
щт  зишот  ВегпеЫпиз  еЛгсШ  РаггвИз  "^).  Можетъ  быть 
къ  этому  же  изсл'Ьдовашю  объ  ЛЬасш'  1^  относится  другая 
статья  Бернелина,  которая  въ  Лейденской  библштек*!  поме- 
щена посл']^  АЬасиз' 9^  Герберта  подъ  зах^лавхемъ:  ЗсоЫса 
(вероятно  ВсКоНа)  ВегпеЫпг  Раптз  аЛ  АтеНит  зииш  есШа 
Ле  тгпиШзш 

Упоминаютъ  еще  объ  одвомъ  монах^Ь,  по  имени  Гальбер'6, 
который  около  того  же  времени  также  писалъ  объ  ЛЪасиз'^ 
Герберта  {ШзЫге  ИИёгагге  Ле  Га  Ргапсе^  4.  7,  р.  138). 

Было  бы  въ  высшей  степени  полезно  для  разъяснешя  исто- 
рическихъ  вопросовъ,  касающихся  нашей  ариеметики  и  вве- 
дешя  ея  въ  Европу  и  особенно  касающихся  системы  АЬасиз'я 

^^*)  Прнведеиъ  одно  м'Ьсто  изъ  Винье,  которое  кажется  не  обратило 
ва  себя  внимашя,  по  важности^  которую  нельзя  отвергнуть;  оно  дока* 
зываегь,  что  въ  16-мъ  в^к'Ь  наши  цифры  и  нашу  систему  исчислешд 
разсматривали,  если  не  какъ  выведенный  прямо  отъ  АЪаси8%  то  по 
крайней  и1р'Ь  какъ  происшедш1я  съ  нямъ  Изъ  одного  источника.  Это 
х1»сто  подтверждаетъ  то  объясненге,  которое  мы  предложит  но  пово- 
ду АЬасиз'а,  Бо9ц1а«  Вотъ  слова  Бинье: 

^ОегЪег1  еиЬ  епсоге  ип  аи1ге  згеп  сотрадпоп  ои  Л*8сгр1е  ёззсгепсез 
дёот€^^^^иез  е1  таИ1€таи2ие8  поттё  ВетеИпиз,  ^ш  сошроза  дпа1ге 
шез  В  е  АЬас  о  е^  п  и  т  е  г  г  з.  Вездие1з  зе  реЫ  арргепйге  Хоть- 
рпе  йе  СЫД'ге  с1опЬ  поиз  изопв  аи^оигд^Ът  Ьз  сотр^е9  д^агШтёНдие* 
1щие1з  1ш'ез  Зауоуе  РИНои  т'а  аззигё  аШг  еп  за  ЫЫгоШдие^ 
й  гесодпогз1ге  еп  1сеих  гиг  8даVог^  е(  гпШИдепсе  а^тггаЫе  ^  1а 
штсе  ^и'^^з  1гаИеЫ.  Е1  роиг  се  ^и'ахес  сеих  1а  (итеп!,  епсоге  (ог1 
ппоттёз  аи  тёте  Ьетрз  еп  1а  Жгапсе  рХизгеигз  аШгез  дгапд^  рет- 
8оппадез^  а  саизе  €1е  1еиг  дгапЛ  здаVог^  ёз  тётез  зскпсез  рКИозорЫг- 
^Яцез  е1  шаЬНётаИдиез,  сотте,  е1с.**  {В%Ы^о^ЬЬ^ие  кШогьаХе^  3  Уо1.,  т 
Ы.  Рапз,  1588;  Уо1.  П,  р.  642) 

'® ')  Ъъ  аббатстве  81.  Укког  существуетъ  ^еще  другая  статья  объ 
АЬасиз*  %,  упоминаемая  Монфокономъ  подъ  загдав1емъ:  Еа^иХрЫ 
1аи(1ипеп81з  (Не  АЬасо,  (В%Ы.  ЫЫ.  Т.  II,  р.  1374). 
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занимающей  вагное  м'бсто  въ  исторш  письменности  Ю-го 
стол%т1Я, — системы,  которая  в'Ьроятно  тольео  посл%  н'бсколь- 
кихъ  в']^ковъ  забвен1я  возобновлена  была  по  сочинешяиъ' 
Боащя  и  другихъ  того  же  времени  писателей  ^^'^  получив- 
шихъ  ее,  какъ  говорить  Боэщй  ^^%  изъ  школы  Пиеагора, 
было  бы  въ  высшей  степени  полезно,  говорю  я,  если  бы 
изданы  были  сочинешя  Герберта  и  его  учениковъ,  сочине- 
шЯу  заглав1я  которыхъ  мы  упомянули  выше,  и  если  бы  об- 
ращено было  внимате  на  друг1Я  подобныя  сочинешя,  не- 
сомненно существуюпця  въ  библ1отекахъ  богатыхъ  рукопн- 
сями* 

И-е  сшолтыпге.Въ  11 -мъ  слол'Ьт1и  составилъ  €06*6  изв^^ 
стность  Германъ  Бонтрактъ  сочинен1ями  по  математик'^, 
между  которыми  есть  одно  о  квадратур'^  круга  и  одно  объ 
астроляб1и.  Посл'Ьднее  сочинеше,  въ  которомъ  говорится  о 
устройстве  и  употреблеши  астролябш,  напечатано  въ   Тке- 


^®')  Мы  оолагаемъ,  наприи^ръ,  что  Виктор1&,  иатематикъ  времени 
Бо8Ц1я,  писагь  также  объ  атой  системе,  или  покрайней  м^р^^  оста- 
вилъ  0ТН0СДЩ1ЯСЯ  БЪ  не&  бнчвслен1Я,  и  что  Бъ  ней  относятся  цитатн 
Герберта  и  учениковъегообъ  исчислен1и  6иБТор1я  и  о  краткости  этого 
^с«ислетя,  такъ  какъ  зд^сь  по  видимому  нельзя  разуметь  пасхалю, 
которую  также  вычислялъ  Вивтор1&. 

^^)  Въ  истор1и  наукъ  нер']^дко  встр']^чается,  что  идеи,  принципы, 
даже  теор1и,  по  нескольку  разъ  и  черезъ  долгхе  промежутки  времени 
являются  и  снова  исчезаютъ,  пока  не  найдутъ  себ^^  достаточно  под- 
готовленной почвы,  чтобы  укорениться  въ  ней  и  обезпечнтъ  себ^  про- 
должительное существован1е.  Зв^^здчатые  многоугольники  представля- 
ютъ  лрим^^ръ  иодобныхъ  перерывовъ.  Сначала  они  разсматривались 
въ  школ*!  Пиеагора,  зат^мъ  посл^  десятив^^коваго  забвенхя  является 
въ  геометрш  Бо8ц1я  зв1ьздчатий  пятиугальникъ;  забытая  снова  въ 
продолженш  шести  стол'Ьтхй,  теорхя  ихъ  нолучаетъ  новую  жизнь,  бла- 
годаря Каилану;  черезъ  сто  л^тъ  лосл'Ь  этого  возникаеть  теорхя  «м- 
дающихся  многоугольняковъ;  еще  черезъ  два  стол^т1я  можно  было  по- 
думать, что  блестящая  роль  и  прочная  будущность  обезпеченн  для 
9Т0Й  теорш,  благодаря  ^.имени  и  неувядаемнмъ  трудамъ  Кеплера;  но 
не  смотря  на  это,  она  впала  опять  въ  полное  забвете,  продолжав- 
шееся два  столФт1я;  посл<1  чего  достигла  уже  наконецъ  незыблемаго 
существован1я,  обезпеченнаго  ей  аналитическими  изсл^дован1ями,  слев- 
шими  ее  съ  теорхею  обыкновевныхъ  многоугольниковъ. 
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заигив  пошзшиз  Пеца  (Т.  Ш).  Валлисъ  въ  исторхи  алгеб- 
ры говоритъ,  что  одно  м'Ьсто  старой  рукописи  И8Ъ  ВШгО' 
1Ьеса  Вод1егапа  привело  его  къ  мысли,  что  Герману  Бон- 
тракту  известна  была  наша  система  счислешя,  и  онъ  ста- 
вить его  всл^^дъ  за  Гербертомъ  во  глав-б  другвхъ  авторовъ, 
писавшихъ  объ  этомъ  предмете  '®'). 

12-е  столгьтге.  Дв-Ьнадцатый  в'1къ  изв^стенъ  по  н']^кото- 
рымъ  усил1ямъ  противъ  общаго  невежества.  Мног1е  евро- 
пейцы по  прим'Ьру  Герберта  оставляютъ  отечество,  чтобы 
получить  образоваше  въ  дальнихъ  странахъ.  Особенно  из- 
вестны Аделардъ  (Ас111е1аг(1,  или  А1;}1е1агс[)  и  ГерардъКре- 
монсюй  (СгегагА).  Первый  изъ  нихъ  посЪтилъ  Испанш,  Ёги- 
петь  и  Аравш  и  по  возвращещи  перевелъ  съ  арабскаго 
иного  сочиненШ  и  между  прочимо  элементы  Евклида.  Это 
быль  первый  переводъ  элементовъ  въ  Европе.  Твореше  Ев- 
клида было  известно  до  т^хъ  поръ  только  по  весьма  огра- 
ниченному извлечешю,  содержавшему^изложеше  некоторыхъ 
теоремъ  и  помещенному  въ  первой  книге  геометрш  Боэщя. 
Адедардъ   къ  своему   переводу  прибавилъ  еще  комментарш 


^^Ни^изсе  Негтаппг  тепИопет  герегго  т  диойат  ВгЫШНе^ае 
ВосЯегапае  М80,  иЫ  сИсИиг  диой  аЪ  Негтаппо  еЬ  Ргос1осгто  йШ- 
ееггпЬ  АЪ  ас  и  т^    Ьое  езЬ  {аШ    потгпе)  А1  д  оггзт  ит, 

Германъ  Бонтрактъ,  въ  тлазахъ  н'Ькохорыхъ  историковъ,  особенно 
Брукнера,  их^етъ  значенхе  потому,  что  онъ  усиленно  изучадъ  араб- 
СК1Й  языкъ  н  доставилъ  первые  латнискхе  переводы  Аристотеля. 

Журденъ  разбирая  источники  этого  мн^^тя,  думаетъ,  что  оно  оши- 
бочно, или  по  крайней  м'1р^  недостаточно  подтверждено;  онъ  полагаетъ, 
что  сочинеше  Германа  объ  астролябхи  не  есть  переводъ  съ  арабскаго, 
а  скорее  составлено  но  изданнниъ  уже  въ  его  время  матер1аламъ. 
{ВесНегскегз  зиг  Гиде  еЬ  1*оггдгпе  скз  Ьг(1йисЬ%опз  ХаИпз  сГАггзШе 
р.  156) 

Сопоставляя  это  суждеше  Журдена  съ  фактомъ,  о  которомъ  упоми- 
наеть  Валлисъ,  мы  получаемъ  сл^&дств1е,  благопрхятствующее  уже  н^- 
скояько  разъ  внсвазанному  нами  мн']^н1ю,  что  вс^  сочиненхя  объ^1&а- 
сиз^±^  каковы  сочинешя  Герберта  и  его  учениковъ,  им^ютъ  тотъ  же 
нсточникъ,  кавъ  н  сочинеше  Боэщя,  т.  е.  что  они  не  прямо  ваим- 
ствованн  изъ  арабскихъ  сочинешй,  перенесенныхъ  испанскими  Сара- 
цинами. 
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на  предложешя  Евклида.  Переводъ  этотъ  остался  въ  руко- 
писи ***) 

Журденъ  (^ои^(Iа^п)  приписываетъ  Аделарду  со%инен1е  объ 
Астролябхи  и  учете  объ  АЬасиз'Ь  ***).  {ЕескегсНез  зиг  1е8 
ЬгаЛисИопз  й'  ЛггзШе^  р.  100). 

Герардъ  изъ  Кремоны  (1114—1187)  ^здилъ  на  долгое  вре- 
мя въ  Толедо;  тамъ  изучилъ  онъ  арабск1й  языкъ  и  сд']^лалъ  ино- 
го переводовъ,  которые  привезъ  съ  собою  въ  отечество- 
Переводы  эти  относятся  ко  всЬмъ  отд^ламъ  знашй,  процв'Ьта- 
вшихъ  у  испанскихъ  Мавровъ.  Между  ними  находимъ  Аль- 
магестъ  Птоломея,  ТгасШиз  Ле  сгеризсиНз  Альгазена  и 
книгу  ^е  зсгепШз   Альфараб1я  **•).    Журденъ    думаетъ,    что 


^^^)  Онъ  находится  въ  би6л1отек^  доминикавцевъ  Св.  Марка  во  Фло- 
ренд1и  подъ  заглав1емъ:  ЕисШгз  ОгеотеЬгга  сит  СоттепЬо  АййагИ, 
и  въ  ВьЫ.  ВсхИегапа  подъ  заглав1еиъ:  Еги^Шгз  е1етепЬа  сит  зсШш 
е1  сИадгаттаНз  Шгпе  геМНа  рег  А<^е1аг<Ит  ВаПюпгепзет.  Въ  Па- 
рижской королевской  библ^отек"]^  есть  также  боп1я  (М  7213  латпв- 
скихъ  рукописей).  Другая  воа1я,  принадлежавшая  Репононт&ну,  нахо- 
дится въ  библ^отек*:!^  въ  Нюренберг^. 

"*)  Мы  не  знаемъ,  на  какомъ  авторитет*  основывается  Журденъ, 
говоря  объ  этомъ  учен1и  объ  ЛЬ(1С118*^,  не  знаемъ  также  состоять  ли 
это  учев1е.въ  томъ  же,  въ  чемъ  система  ЛЪасизл  Бо9Д1я  и  Герберта. 
Этотъ  псторичестй  воаросъ  чрезвычайно  важенъ,  тавъ  какъ  вс*  ра- 
боты Адсларда  им'&ли  ц^^л1ю  ознакомить  съ  философскими  математиче- 
скимц  сочинен1ями  Арабовъ,  при  чемъ  авторъ  призе аетъ  значительное 
преимущество  этихъ  сочиненхй  передъ  схоластическими  учен1ями  того 
времени;  поэтому  мы  склонны  думать,  что  если  онъ  писалъ  объ  арпе- 
нетик'й,  то  в'Ьроятно  объ  ариеметик*  Арабовъ,  которая  основывалась 
на  значенги  мгьста  цифръ,  также  какъ  система  АЬасиз%  отъ  которой 
она  по  нашему  мн'^шю  отличается  только  уиотреблен1емъ  нуля.  Мо- 
жетъ  быть  сочинен1е  Аделарда  представляетъ  переходъ  отъ  системы 
ЛЪаси^л  къ  арабской  системе,  указывая  ихъ  тождество,  поел*  чего 
вторая  система,  какъ  бол'Ье  удобная  для  приложешй,  заменила  собою 
первую^  получивъ  назван1е  А1догг8тиз.  Поэтому  сочинеихе  Аделарда 
можетъ  представлятъ  особенную  важность,  р'Ьшая  можетъ  быть  еще 
темный  вопросъ  объ  истинномъ  происхожден1и  системы  счислеви, 
употребляющейся  уже  пять  или  шесть  стол"Ьт1й. 

«••)  Первый  указатель  переводовъ,  приписываемыхъ  Герарду  Кре- 
монскому  составленъ  Фабриц1емъ    (ВШ.  тес1.  еЬ  гп^гтае  Ш.  Т.  3,  р. 
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Герарду  же  обязаны  мы  переводомъ  сочинен1я  Альгазена  о 
перспектив'Ь  [ВесЬегскев  аггЩиев  зиг  1е8  ЬгайисИопз  сРАпв- 
1о1е^  р.  128).  Сочинеше  по  ариеметив'Ь,  находящееся  въ  ВгЫ. 
ВоЛШапа  подъ  назватенъ  А1дагг8ти8  тадгзЫ  ОегаЫг  гп 
Шедпз  е1  тгпиШз  ^^^),  принаддежить  можетъ  быть  также 
Герарду  Бремонсвому,  который  д'1йствительн0;  перенося  изъ 
Испаши  часть  научныхъ  св'Ьд'Ьнхй  Арабовъ,  не  иогъ  не  обра- 
тить внймав1я  на  ихъ  остроумную  систему  счнслешя,  хотя 
она  уже  была  достаточно  известна  вс^Бмъ,  посвятившимъ 
себя  изученш  наувъ.  Допустить  9то  мы  счнтаемъ  возмож- 
нымъ,  принявъ  въ  соображеше  большое  число  авторовъ 
сл'Ьдующаго  в'Ька,  писавшихъ  объ  этой  систем'Ь,  или  упот- 
реблявшихъ  ее  въ  своихъ  сочинетяхъ. 

Еще  три  современвива  Аделарда  и  Герарда  Бремонскаго 
трудились  надъ  переводами  математическихъ  сочиненШ, 
распространенныхъ  у  Арабовъ;  именно:  Платонъ  изъ  Ти- 
воли  (Р1а1о  ТгЪгигИпиз)^  еврей  Хоаннъ  Севильсвхй,  известный 
подъ  именемъ  1окаппе8  Нгзракпзгз,  и  Рудольфъ  изъ  Брюгге, 
(Вгидкепзгз). 

Первый  перевелъ  съ  арабсваго  Сферику  веодос1Я  оволо 
1120  года  (напечатана  въ  1518  г.),  съ  еврейсваго— изложе- 
ше  геоиетрш  Савосарды  *^*)  и  различныя  друг1я  сочи- 
нешя. 

1оаннъ  СевильскШ  (ПгзраЬепзгз)  перевелъ  элементы  астро- 
Н0М1И  А1ьфрагана  (по  увазангю  Восс1я  и  многихъ  другихъ 
писателей    въ    1142  году)  и  различпыя  сочинешя  по  астро- 


115).  Журденъ  даетъ  второй  скисокъ,  почти  вдвое  бод1;е  длннвыВ;  со- 
чннеи1я  Лдьфараб1я  въ  нет.  н'1тъ;  оно  найдено  Либри  въ  королевской 
библотек'Ь  въ  рукописи  подъ  заглав1емъ:  ЫЬег  Л1/'агаЫг  Ле  всгепНгз 
^гапвШиз  а  тадгз1го  ОЬетагйо  Сгетопепзг^  гп  ТоШо,  Ле  агаЫсо  гп 
Штит.  {ЛгзШге  йез  зЫепсез  та^Нетси^^иез  еп  ИаЫе^  1. 1,  р.  172). 

^^)  НеИЪгоппег,  НШогга  та1Ье8еоз^  р.  601. 

^^  ЫЬег  ЕтЬас[огит  а  8аVоза^йа  упйасо  гп  ЬеЬгагсо  сотрозииз 
^^аР^а^(те  ТгЬигНпо  гп  ЬаНпит  зегтопет  ЬгапзШиз.  (Гп  В1Ыю1Ьеса 
§.  Магс1  Оот1П1соп]т  ПогенНае).  Либри  до1женъ  бы1ъ  поместить  во 
второмъ  тои*]^  ШзШге  йез  зсгепсез  та^Нетаи^иез  разборъ  этого  важ- 
ваго  сочвнен1я. 

Т.  УПТ,  вып.  II.  отд.  П.  1 
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лопн,  къ   числу    которыхъ  принадлежитъ  сочинев1е  Адъбу- 
мазара,    находящееся    въ   рукописи    въ   ВгЫ.    МадЫаЬессНг 
подъ    8аглав1емъ:    1лЬег    гп1гойисШп  та^аггз  гп  пгадЫепо 
всгепИае    А81гогит^    еЛИгопе    А1Ьиша2аг    е1  ШегргеЫгопе 
1оЬаппги  НщсЛепзгв  ех  агаЫсо  гп  Шгпит.  Переводъ  этотъ 
оконченъ  былъ  в'^Ьроятно  въ  1171  году,  потому  что  онъ 'зак- 
лючается  словами:    зсггрЫн  езЬ  ЫЬег  г8{е  аппо  Фпшпг  позЫ 
7е8иСНгг81г  1171.  Онъ  им:Ьетъ  значен1е,  потому  что  содер- 
житъ  астрономическ1я   таблицы,  написанныя  арабскими  циф- 
рами  '^').  Это  можетъ    быть   самый  древн1Я  цифры  изъ  на- 
писанвыхъ    въ    точно    известное   время.  Хоаннъ  Севнльск1й 
оставилъ    еще    сочинен1е    объ    арабской  ариеметик'Ь    подъ 
ваглавгемъ  ^/^ог/$1»ш5— древнМшее  сочинеше  по  ариеиетик']^ 
съ  такимъ  еазвашемъ,  встр'Ьчающимся  потомъ  во  вс1хъсо- 
чинешяхъ  12-го  стол'Ьтгя.   Оно  начинается  такими  словами: 
ТпсгрИ  рго1оди8  гп  иЪго  А1догг8шг  Ле  ргасНса  АгНктеИсае, 
^и^    еЛИиз  е81  а  МадШго  1оЫппе   Нгзракпзг,     Оно  очень 
полно  и  обвимаетъ  собою  семь  д'ЬйствШ:  сложев1е,  вычвташе, 
удвоеше,    д%лен1е  пополамъ,  умножеше,  д'Ьлен1е  и  извлече- 
те корней,  сперва  для  ц'ёлыхъ  чиселъ,  потомъ  для  дробей. 
Тутъ  же,  непосредственно  посл'б  ариеметики,  находииъ  от- 
рывовъ    алгебры,    составляющ1й  кажется  часть  того  же  со- 
чинешя,    съ    заглав1емъ:     ЕхсегрИопез   Ле  ИЬго  дш  ЛгсШиг 
ОеЪга  е1  МисаЬаЫ.  **^).    Въ    немъ   заключается    р'Ьп1ен1е 
уравненШ  второй  степени    и    рЪшамтся  многГя  задачи,  по- 
добныя  слЪдующимъ:  Какое  число,  будучи  сложено  съ  свошгь 
удесятереннымъ  корнемъ,    даетъ  Я9?    Какое  число,  будучи 
аридано  къ  9,  даетъ  свой  ушестеренный  корень? 

Сочинете  это,  остававшееся    до  снхъ    поръ  повидимому 
неиввЪстннмъ,  шуЛ&п  также  значен1е  ^'%  какъ  самое  древ- 


"•)  Таг^10111,  ВеЫкхопг  Л  аХсипг  Угаддг,  е1с.  Ь.  II,  р.  67. 

^^  Въ  рукописи  написано:  ЕхсерОопез  йе  1%Ьго  ди»  сИсЫиг  ОкЬа 
ег  МиЬаЫНа^  но  это  по  всей  вероятности  происходить  отъ  ошибвп  пе- 
реписчика. 

**^)  Коп1и  его  должно  быть  весьма  р^^дки,  тавъ  какъ  въ  каталогах^ 
рукописей  оно  иигд'Ь  не  упоминается. 


нее  изъ  ивв'Ьстныхъ  по  арабской  ариеметик*  и  алгебр*. 
До  сихъ  поръ  древн4йшимъ  считалось  сочинеше  Леонарда 
изъ  Пизы. 

Рудольфу  изъ  Брюгге  мы  обязаны  знакомствомъ  ст.  Пло- 
скошар1емъ  Птолемея,  которое  онъ  перевель  съ  арабскаго 
перевода,  снабженпаго  комментархами  автора,  по  имени  Моль- 
зема.  Гречесюй  текстъ  до  насъ  не  дошелъ.  Сочинеше  Ру- 
дольфа напечатано  въ  первый  разъ  въ  1507  г.  въ  конц4  Пто- 
лемеевой Географш  (Кота,  ш  Ы,)  и  потомъ  въ  1536  г.  *•*). 
Правильный  переводъ  сд-бланъ  былъ  Коммандиномъ  въ  1558 
году  и  пополненъ  комментар1емъ,  представляющимъ  по  боль  - 
шей  части  общее  изложеше  перспективы;  этотъ  трудъ  на- 
писанъ  въ  легкомъ  геометрическомъ  стил*,  какъивсЬ  вооб- 
ще многочисленный  сочинешя  о  перспективЬ  16-го  и  17-го 
стол4т1я. 

ЗЗе  стоАгьтге,  Тринадцатый  в-Ькъ  представляетъ  новую 
эру  въ  истор1и  наукъ.  Въ  этомъ  в'ЬкЬ  распространяется 
арабская  система  счисленхя,  алгебра  имнопя  важныя  сочи- 
нешя греческой  школы  и  тЬмъ  подготовляется  время  воз- 
рвжден1я.  Эпоха  эта  богата  писателями:  мы  встр'Ьчаемъ  здЬсь 
знаменитый  имена,  составляющ1я  славу  среднихъ  в'Ьковъ: 
1ордаоа  Неморар1я,  Леонарда  Фибонакки  изъ  Пизы,  Сакро 
Боско,  Кампана  изъ  Наварры,  Альберта  Великаго,  Винцен- 
та-де-Бове,  Рожера  Бакона,  Вителл10. 

Еампанъ  перевелъ  съ  арабскаго  13  книгъ  элементовъ  Ев- 
клида   и  двЪ  книги,   приписываемый    Гипсиклу,  и  снабдилъ 


II 


'•«)  Вм'ЬсгЬ  съ  пдоскошар1емъ  1ордана  и  различными  другими  отрыв- 
Еамн^  относящимися  къ  астрономии,  подъ  обгцимъ  :{аглав1емъ:  ВрЬаегае 
(идие  азЬгогит  соеизИит   гаНо,  паЫга  еЬ  тоыз;   Уа1сКегаб  ВавНеае, 

1536,  ш— 4». 

Деламбрг  въ  ШвЫге  йе  1'аз1г(тат%е  апсгеппе  (Т.  2,  р.  456)  пока- 
залъ  для  времени  латинскаго  перевода  Рудольфа  изъ  Брюгге  1544  годъ, 
вм^то  1144.  Эта  ошибка  объясияетъ,  почему  этотъ  знаиеннтн&  астро- 
номъ  удивлялся,  кавимъ  образомъ  переводъ,  сделанный  въ  1544  году, 
оказался  въ  сочиненш  напечатанномъ  въ  1536  году. 

1* 
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свой  переводъ  вонментаркми  **').  Благодаря  этому  труду 
распространилось  въ  Европ'Ь  знанхе  геометрхн;  онъ  вапеча- 
танъ  былъ  въ  первый  разъ  въ  1482  году  и  пережилъ  много 
издашй.  Онъ  пользовался  большимъ  уважешемъ  долгое  вре- 
мя посл']^  возрожден1я  наукъ  и  комментар1и  Кампана  слу- 
жили постоянно  пособ1емъ  для  геометровъ,  писавшихъ  объ 
элемептахъ,  каковы  Замберти,  Лука  Бурго,  Пелетье,  Клав1й 
и  пр.  и  также  для  алгебраистовъ,  тра]стовавшихъ  о  несоиз- 
м'Ьрямыхъ  величинахъ,  напр.  для  Стифельса  въ  его  АгНЬте- 
Иса  гпЬедга. 

Говоря  о  томъ  м'&ст'Ь  изъ  Боэц1я^  въ  которомъ  по  наше- 
му мнФшю  р'Ьчь  ядетъ  о  зв^здчатомъ  пятиугольник']^,  мы 
упомянули  уже,  что  этаже  фигура  разсматривается  въ  кои- 
ментарш  Бамяана  къ  32-му  предложешю  первой  книги  Ев- 
клида и  что  въ  сл^дующемъ  стол'6т1и  Брадвардинъ  заимство- 
валъ  отсюда  свою  идею  о  выдающихся  многоугольникахъ, 
теор1ю  которыхъ  онъ  развилъ  довольно  подробно. 

Въ  концЪ  четвертой  книги  находимъ  дв-б  теоремы  Кам- 
пана  ^**),  изъ  которыхъ  первая  им'1етъ  предметомъ  д']&леше 
угла  на  три  части,  вторая  же — вписываше  въ  кругъ  пра- 
вильнаго  девятиугольника.  Вторая  задача  приводится  къ  пер- 
вой. РЪшеше,    предлагаемое    Кампаномъ,    замечательно  по 


^*')  Шкоторые  историки  думаютъ,  что  атотъ  трудъ  Камнава  есть 
ничто  иное,  какъ  переводъ  Аделарда,  къ  которому  Каипанъ  врибавигь 
конхеятарш.  Вотъ  что  говоритъ  по  этому  поводу  Андресъ:  8е%  {Сат- 
рапо)  поп  ^^ас^и88е  соте  зе  сИсо  сотипетепЬе;  сеНо  Шиз^го  соп  со- 
ттИ  V  ЕиеЫде^  1гаЛоио  рггто  ЛаН*  АгаЬо  т  ЬаЫпо  йсЛХ'  1пд1езе 
АиНагйо  ИоИНо^  соте  На  (аЫо^  Vес^е^^  И  ТггаЬовсКг  {ВеИ'оггдгпе.^  (1е 
ргодгеззг,  е  йеИо  91аЬо  аНиаХе  сРодпг  ИИегаЫга^  Раг.  I,  Сар.  IX). 
Мн^н1е  это  подтверждается  сл'Ьдующимъ  заглавхемъ  рукописнаго  ЭЕзем- 
пляра  Каипанова  издашя  Евклида,  хранящагося  въ  Парижскоб  коро- 
левской библ10тек'Ь  подъ  №  7213:  ЕисИсИз  рНИозорЫ  зосгаШг  гпЫрИ 
иЬег  Шетегиогит  агНз  деоте1ггсае  (геигзШиз  аЬ  ЛгаЫсо  гп  ^(и^пит 
рег  АйёЬагЛит  (хоЬЬит  Ва1Нопгеп8ет,  зиЬ  соттепЬо  МадьзМ  Сатра- 
п%  NоVа^^епз^з.  (Въ  рукописяхъ  11-го  стол*Т1я). 

^*^)  Въ  изданш  1537  года  (Ваве!,  ш  Го1),  заключающемъ  въ  себ^всЬ 
дошедипя  до  насъ  сочинен1Я  Евклида,  эти  хь^  теоремы  находятся  въ 
ковц±  тома. 
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своей  простоте:  на  д'Ьл'Ь  оно  приводится  къ  построешю 
ковхоиды  Никомеда.  Вотъ  на  чемъ  оно  основано:  нзъ  вер- 
шины угла,  какъ  изъ  центра,  опишемъ  произвольнымъ  ра- 
д1усомъ  кругъ,  который  пересЬчетъ  стороны  угла  въ  точкахъ 
а  и  6;  построииъ  радхусъ,  перпендикулярный  къ  первой 
стороне  и  черезъ  точку  Ъ  проведемъ  прямую  такъ,  что- 
бы часть  ея  между  перпендикуляромъ  и  окружностш  была 
равна  рад1усу;  наконецъ  черезъ  вершину  угла  проведемъ 
параллельную  этой  прямой;  параллельная  эта  и  будемъ  опре- 
д^Ьлять  третью  часть  угла. 

Вампанъ  не  говоритъ,  какъ  опред'1ляется  положеше  пря- 
мой, которая  проводится  черезъ  точку  окружности  и  отр-Ё- 
зокъ  которой  между  д1аметромъ  и  окружвост1ю  долженъ 
равняться  рад1усу.  Можетъ  быть  онъ  далъ  р'Ьшеше  этой 
задачи  гд%  нибудь  въ  другомъ  м'ЬстЬ;  оно  приводится  оче- 
видно, какъ  мы  сказали,  къ  построенш  конхоиды  Никомеда. 
Задача  эта  около  конца  17-го  стол'Ьтхя  им^ла  некоторую 
знаменитость:  она  предложена  была  вм^стЪ  съ  двумя  дру- 
гими задачами  въ  Лита1  Л^  Заьапз  (Августъ,  1676  г.)  и 
решена  Вив1ани  въ  его  сочинеши:  ЕпоЛаНо  ргоЫешаЫт 
ипШгзгв  уеотеМз  ргорозОогит  а  С1.  е1  В.  В.  С1аи€[го 
СошцгЗу  Сапопгсо  ЕЪгес^ипепзгу  соПедгаЫз  есЫезгае  йе  Тег- 
пап1  РгаерозШо  гИдпгззгто.  Ргасшгззгз,  Ьогиш  оссазгопе^ 
кпЫтепИз  уо/пгз  аЛ  зоЫИопет  ШизЬггз  Vе^е^ит  ргбЫетаЫз 
Ле  апдиИ  ШзесНопе  (Погепйае,  1677,  ш— 4^).  Вивхани  по- 
казываетъ  при  помощи  оэень  простаго  геометрическаго  до- 
казательства, что  три  точки,  въ  которыхъ  конхоида  пере- 
сЬкается  съ  кругомъ  и  которыя  соотв^тствуютъ  р^шешю 
задачи  о  трисекц1и  угла,  лежатъ  также  на  равносторонней 
гипербол-Ь. 

Известно,  что  д'Ьлен1е  лиши  въ  крайнемъ  и  среднемъ  от- 
ношев1п  играетъ  большую  роль  въ  теорш  несоизм'Ьримыхъ 
количествъ,  въ  10  и  13  книгЬ  Евклида  ивъ  теории  правиль- 
ныхъ  т"6лъ.  Многочисленныя  свойства  этого  д-Ьлешя  не 
ускользнули  отъ  Кампана  и  онъ  называетъ  его  удивитель- 
нымъ  и  основаннымъ  на  начал!;  достойпомъ  вниман1я  фило- 
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софовъ  ''').    Лука  Бурго    въ  своемъ  сотанснхи  ВШпа  рго- 
рогИопе  еЪс.  называв!"!»  именемъ  ргарогНо  4тпа  именно  дто 
хЬлете  и  перечисляетъ  его  тринадцать  в//бШ — приложешб. 
Теперь  сиойства  эти  мало  известны,  потому  что  па  д'Ьленхе 
прямой  лиши  въ  крайнемъ  и  среднемъ  отношеши  смотрятъ 
просто    какъ    на  р']&шеше    квадратнаго  ура1шен1я,    которое 
должно  заключать  въ  066*6  вс1;  эти  свойства.  Но  это  вЬрно 
только  относительно  свойствъ  чисто  аналитическихъ,  между 
тгЬмъ  какъ  самыа  многочисленный  и  любопытных  получают- 
ся именно    изъ  соображевШ  геометрическихъ.    Это  д^^леше 
васдуживаетъ  того,  чтобы  всЬ  относящ1яся  къ  нему  теоремы 
были  за  ново  возстановленЫу  какъ  это  уже  сд'Ьлано  н'Ькото- 
рыми  геометрами  относительно  гармоническаго  д'Ьленгя  пря- 
мой линш  ^^^)ш  Это  было    бы  несомненно   собрате    весьма 
интересныхъ    предложсшй,    которое  повело  бы    къ  новымъ 
открыт1ямъ  о  томъ  же    предмегЬ    и  къ  другимъ  подобннмъ 
весьма  общимъ  соотношешямъ  '*^. 


"5)  МггаЫИз  Иа^ие  езЬ  роипНа  8есипс1пт  ргороНитет  НаЬеЫгШ 
тесИит  йиоцис  ех1гета  йМзае.  Сиь  сит  рХиггта  рЬИоворЬапЫит  аЛ- 
тггаНопе  (Идпа  сопоеп'шпЬ^  Нос  рггпсгршт  Vе^  ргашриит  ех зирсгю- 
гит  рггпс1}ногит  ^пVа^^аЫ^^  ргосьШ  паЫга^  т  (ат  сИрсгза  зоШа 
Ыт  тадпИи^те  Ыт  Ьаз'ыьт  питего^  ^и7п  еНат  (ьдига^  гггаЫопаН 
д^иаЛат  зушрНота  гсиюпаЫШег  сопсШеЬ,  (ЫЪ.  XIV,  Ргор.  10). 

*••)  Ве  ВШу:  ТгасШиз  <]1ергорогИопеиагтопгса^Рлт\5^  1658,  1п-4в. 
8а1ас[ш1:  ЮеЫа  ргорогггопе  агтопгса,  Во1о§па,  1761,  ш  8'*. 

**'')  Д'к1е1пс  .ШН111  въ  Бра1)немъ  и  среднемъ  отао1иен]н  приводится, 
наирим'Ьрц  цъ  аадачЬ:  ил^та  исжду  двумя  давнымп  точками  А  а  В 
такую  третью  С,  чтобы  выходило  ЛС^  —  ЛВ,  СВ^  легко  обобщить  эту 
задачу,  выводя  се  лзъ  другой,  въ  которой  для  этого  нужно  предполо- 
жить одиу  точку  на  безкопечномъ  разстоянш.  Пусть  7  будетъ  такая 
точка;  искомая  точка  С  должна  опред']&ляться  относительно  трехъ  дан- 
ныхъ  точекъ  Л^  В,  1  помощ1ю  уравиен1я: 

СА^.  ЗВ^—СВ.  07.  ВА.  В7. 

Если  предположимъ  7  въ  безконечностн,  то  это  уравоеихе  дМств!- 
тельно  приведется  къ  предыдущему. 

Уравнен1е  это  замечательно  т^мъ,  что  каждая  изъ  вгодящихъ  въ 
него  точекъ  играетъ  одну  и  туже  роль  по  отношен1Ю    къ  остальныиъ, 
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Бъ  одномъ  прим'Ьчан1и,  слЪдующсмъ  за  первымъ  предло- 
жен1емъ  14  книги  (первой  изъдвухъ  кпигь  Гипсикла),  Бам- 
панъ  говоритъ,  что  Аристесмъ  и  Аполлон1емъ  доказана  бы- 
ла следующая  теорема:  Поверхности  вписанныхъ  въ  одинъ 
и  тотъ  оюе  шаръ  правильныхъ  додекаэдра  и  икосаэд2)а  от- 
носятся между  собою  какъ  туь  объемы.  Сочинеше  Арвстея^ 
говоритъ  онъ,  называлось  ЕхрозгНо  зсгепНае  ^и^п^ие  гогро- 
гит;  сочинен1е  же  Аполлошя  им'Ьло  предметоиъ  сравпенге 
додекаэдра  и  икосаэдра.  Въ  начал'Ь  10-го  предложешя  той 
26  КНИГИ;  которое  есть  именно  вышеприведенная  теорема, 
Канпанъ  опять  упоминаетъ  имена  Арнстея  и  Аполлон1я. 
Самыя  сочинешя  етихъ  двухъ  знаменитыхъ  геометровъ  древ- 
ности до  насъ  не  дошли;  можетъ  быть  они  неизвЬстпы  бы- 
ли и  Бампану  и  онъ  упомянулъ  о  нихъ  только  с.г]^дуя  за 
Гипспкломъ,  который  почти  въ  тЬхъ  же  словахъ  говоритъ  о 
евхъ  въ  начал']^  втораго  предлоасенхя.  БромЪ  того  Гипсиклъ 
въ  свосмъ  предислов1и  говоритъ  подробно  объ  АП0ЛЛ0Н1И  н 
его  сочиненш  Ве  ЛоЛесаЬейп  еЬ  гсозаКед/гг  гп  еайет  врНае- 
га  (1е$сг1р1огит  сотрагаНопе,  Бажется  вообще  обращалось 
внимаи1е  только  на  это  м'^^сто,  потому  что  обыкновенно  при- 
водится только  сочинение  Аполлошя,  а  не  Аристея,  и  я  на- 
шелъ,  что  одинъ  Рамусъ  причисляетъ  посл'бдняго  къ  числу 
пвсавшихъ  о  пяти  правильныхъ  т-Ьлахъ.  ВсЬ  писавшЕе  по 
исторш  математики  указываютъ  согласно  только  на  два  со- 
чииеи1я  Аристея:  на  пять  книгъ  Е1етеп1а  сопгса  и  на  Ьоса 
деотеЬггса  —  сочииеп1е,  которое,  какъ  известно,  пытался 
воспроизвести  Вив1ани. 

Ипрочемъ  и'Ьтъ  ничего  удивительнаго,  что  Аристей  пи- 
са.гь  о  пяти  правильныхъ  гЬлахъ,  такъ  какъ  эта  теор1Я  въ 
значительной  степени  занимала  Грековъ  и  была  у  нихъ  въ 
большомъ  уважен1и  съ  самыхъ  древнихъ  временъ  ихъ  науки. 
Пнеагоръ  принялъ  ихъ  въ  основу  своего  м1ровоззрЬи1я,  въ 
которомъ  пять  правильныхъ  т^лъ  соотв'Ьтствовали  четнремъ 


и  какая  бы  точка  пи  была  удалена  «ъ  безкоиечность,  ураинев1е  пред- 
ставддстъ  всегда  д'Ьлеа1е  въ  крайиемъ  и  средиеиъ  отиошеп111. 
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эдементамъ  и  вседснной  ***),  почему  яхъ  и  называли  мгро- 
выми  фигурами  {Ндигае  типйапае)  "•;.  Платонъ  приниъ 
эту  идею  *^°),  развивалъ  ту  же  теор1ю  *^*)  и  обыквовенно 
полагаютъ,  что  Теэтетъ,  одинъ  ихъ  его  учениковъ,  пи  саль 
первый  объ  этомъ  предмет*  '^*),  Потомъ  мы  встр'Ьчаемъ 
Аристея  и  дал4е:  Евклида,  Аполлошя  и  Гипсикла  ^^^).  По- 
сл'Ьдшй  въ  своихъ  двухъ  книгахъ  упоминаетъ  о  своемъ  учи- 
теле, Исидор*  Великомъ,  отъ  котораго  онъ  научился  тому, 
что  зналъ    объ  этомъ.    Благодаря    идеямъ  пиеагорейцевъ  и 


'*^)  Кубъ  представлялъ  землю,  тетравдръ — огонь,  октаэдръ — воздухъ, 
икоса8дрЪ'«-вод]г,  а  додека8дръ->вселснную.  (РЫагсЬ,  Р1аси.  рНИо$. 
иь.  XI,  Сар.  6). 

^**)  Ргос1и8:  СоттепШНиз  т  ВшЛШт,  1лЬ.  XI,  Сар.  4. — ^Еер1ег: 
Нагтотсез  типдл,  ЫЬ.  II,  р.  58. 

^**)  Т|таеа8,  Раг.  1П.--Р1и1агсЬ:  Р1а1оп%сае  ^ие8^^опе8. 

*®*)  Раррпв:  СоНЫюпез  таШетаИсае,  ЫЪ,  V,  посл'Ь  Ргор.  XVII.— 
Ргос1а8:  т  ЕисНАет^  ЫЪ.  XI,  Сар.  4- 

'^)  ТНеаеШиз^  МНепгепзгз,  ЛгсНуШ  зоск^Ш,  ОсотеЬгьса  аихИ^  рг1 
тнз^ие  йе  ^и^п^ие  8о1Шз  ЬгасЬауИ^  Ш  Ь(легИи8  е(  РгосХиз  ргос1нп1. 
(НеИЬгоппег  НгзЬогга  та1Ье8ео8у  р.  149). 

«0*^  Относительно  времени,  когда  жнлъ  Гппснблъ,  мн%н1я  различен. 
Одни  полагаютъ,  что  во  второмъ  В'Ьк'1^  вашего  л'1&тос'1нслон1я,  друг!'— 
во  второмъ  ъЫ.^  до  Р.  X.  всБор'Ь  поол'1  АН0ЛЛ01ПЯ.  Говоря  объ  Ёв- 
клнд1»,  мы  приняли  второе  нн'Ь|пе:  тамъ  мы  сказали,  что  Гписиклъ 
жилъ  около   150  л^тъ  посл'Ь  Евклида. 

Таково  же  было  мн'1^н1е  Бернардныа  Бальди  въ  Сгопгса  ^1  та1ета' 
Ись^  р.  37,  и  Восс1я,  который  полагаетъ,  что  Гппсилкъ  жплъ  при  Пто- 
ломе'б  ЛатярусЬ,  а  учитель  его  Исндоръ  Велишй,  о  которомъ  онъ  упо- 
минаетъ въ  двух'ь  своихъ  книгахъ, — при  Птоломе'Ь  Фискон'Ь.  Но  мв'Ь- 
Н1Ю  Восс1Я  ВТО  тотъ  самый  Исидоръ,  о  которомъ  упоминаетъ  Шин1А 
въ  своей  геометр1и.  (Уо881и8,  ^в  зсгепНгз  тЫНе1паИс18,  р.  328). 

Ученый  Ментель  въ  предислов1и  къ  латинскому  переводу  небольша- 
го  сочииев1а  Гипсикла  по  астроном1и  подъ  заглав1емъ:  АпарНопсмв, 
зШ  йе  АзсепзитьЬиз  Рапв.  1657,  1П— 4^  и  въ  недавнсо  время  Деламбръ 
{ШзМге  Ле  1'а8(г(тотге  апсгеппе^  Ь.  I,  р.  246)  и  Франчинп  {8адд\о 
веИа  з1огга  с^Ие  та1етаисНе^  р.  146)  погЬщаютъ  Гипсикла  около  146 
года  до  Р.  X.  но  Фабриц1Й  {ВгЫМНеса  дгаеса^  I.  II,  р.  91)  и  за  нимъ 
Вейдлеръ,  Геильброннеръ,  Монтукла  п  Лаландъ  прпзнаютъ,  что  онъ 
родился  во  второмъ  В'ЬК'Ь  посл'Ь  Р.  X. 
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платониковъ,  пять  правильныхъ  т'блъ  играли  въ  древности 
такую  важную  роль,  что  ихъ  расматривали  даже  какъ  ео- 
нечную  ц'бль^  къ  которой  стремятся  научные  труды  геоме- 
тровъ  ***). 

Паппъ  указываетъ  ^^^),  что  Архимедъ  пытался  расширить 
ату  теорио  и  что,  не  найдя  возможности  составить  бол'Ье 
пяти  правильныхъ  многогранниковъ,  онъ  изобр'Ълъ  много- 
гранники другаго  рода,  который  назвалъ  полуправильными 
(зетггедЫагга):  ихъ  грани  так1Я  же,  какъ  и  въ  правильныхъ, 
но  не  вс%  равны  между  собою.  Такихъ  новыхъ  т'!;лъ  было 
тринадцать.  Паппъ  даетъ  очень  ясное  описан1е  ихъ,  которое 
потомъ  воспроизведено  было  Ееплеромъ  вь  Нагтотсез 
типсИу  причемъ  Кеплеръ  приложилъ  и  изображенхя  ихъ. 
Историки  умалчиваютъ  объ  этой  работЬ  Архимеда  и,  прав- 
да, она  по  самому  свойству  своему  гораздо  ниже  другихъ 
открытШ  этаго  великаго  человЬка.  Ген1я  Архимеда  было  бы 
бол'Ье  достойно,  еслибы  онъ,  желая  въ  теорхи  правильныхъ 
гЬлъ  идти  дал']Ье  Евклида  и  другихъ  геометровъ,  нашелъ  новые 
звуьздчатые  многогранники,  описанные  Пуансо,  которые  дМ- 
ствительио  представлаютъ  расширен1е,  къ  какому  только 
способна  эта  древняя  знаменитая  теорхя. 

Возвращаемся  къ  Бампану.  Лука  Гаурикь,  (Ъисав  Оаппсиз) 

неаполитанскШ   астрономъ    и  астрологъ,    издалъ  въ  начал*]^ 

16-го  стол'Ьт1я    съ  именемъ  Кампана  сочинешо  Ве  Мгадо- 

швто^  зеи  ^иаЛ^а^и^а  сгтсиИ  '^^^)  и  многхе  позднЬйш1е  пи- 
сатели повторяли,  что  Камаанъ  писалъ  о  квадратур*  круга. 

Но  сочинен1е,  о  которомъ  идетъ  р-^чь  обнаруживаетъ  только 
невежество  своего  автора  н  недостойно  носить  насеб*]^  имя 


**)  ^гЫ1  т  апй^иа  ОеотеМа  зресгозгиз  шзит  езЬ  ^игп^ие  согро- 
ггЬиз  отйтаНз,  еогитдие  дгаНа  ОсотеЬггат^  и1  ех  Ргос1о^  гпШо^  сИС' 
Ыш  евЬ^  ^пVеп^ат  еззе  гглегсз  НИ  сгеЛШгппЬ.  (Катив:  ЯсЪоЫгит 
таНьетаЫсагит^  ЫЬ.  XXX). 

'"*)  СоПесИопез  та^кетаНсаву  ЫЬ.  V,  посл'Ь  17-го  предложения. 

*^')  ТеЬгадопгзтиз^  Ы  е81  сьгсиЫ  ^иас1га1ига  рег  Сатрапит,  АгсНг- 
чпескт  Зугасизапит  аЬ^не  ВоёИит,  таЬЬетаИсоз  регзрксюгззгтоз  асИп- 
^Ыа.  Уепеи18,  1503,  1П— 4. 
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знаменвтаго  переводчика  Евклида.  За  основаше  своей  ква- 
дратуры сочинитель   беретъ  отношеше  окружности    къ  Д1а- 

22 
метру,  равное  —у,8есипЛитдгюс[р1ещиет(икешаис1  зспр- 

8егип1  еЬ  ^их1а  рНузгсат  Vе^^Шеш  ^;  зат'Ьмъ,  перейдя  черезъ 
н'Ьсколько  промежуточныхъ  пропорщй,  онъ  заключаетъ,  что 
сторона  квадрата,  равнаго  по  площади  кругу,  равна  б'Д 
разъ  взятой  седьмой  части  дхаметра.  Такъ  что,   если  2)  бу- 

детъ  Д1аметръ,  то  площадь  круга  выйдетъ  —   •  ( ^ )  вм']Ьсто 

В^  22 

4'   7   • 

Сакро  Боско  своею  долгою  изв^стноспю  обязанъ  сочиве- 
шю  Ве  зркаега  типЛг^  которое  есть  извлечете  изъ  Альма- 
геста Птоломея  и  которое  впродолжен1е  400  л'Ьтъ  служило 
для  преподаванхя  астроном1и  въ  школахъ.  Напечатанное  въ 
первый  разъ  въ  Ферраре  въ  1472  году,  оно  выдержало  по- 
сл'Ь  того  по  крайней  м']^р'Ь  пятьдесятъ  издашй.  Мнопе  из- 
в^Ьстные  писатели,  каковы  Пурбахъ,  Репомонтанъ,  Вине, 
Блав1й  и  др.  поясняли  его  своими  прим'Ьчашями  и  коммен- 
тар1ями. 

Но,  чтобы  составить  себ^^  правильное  понят1е  о  тогдаш- 
немъ  С0СТ0ЯН1И  науки,  необходимо  вам'Ьтнть,  что  въ  этомъ 
сочивев]и  находятся  только  самыя  элементарныя  понятая, 
почерпнутыя  у  Птоломея;  въ  немъ  указываются  круги  на 
сфер*!»,  явлен1Я  суточнаго  движешя  и  говорится  н'бсколько 
словъ  о  затм']Бшяхъ.  Только  черезъ  два  стол']^т1я  посл'Ь  это- 
го знаше  Альмагеста  сд1Ьлало  шагъ  впередъ,  когда  Пурбахъ 
обьяснилъ  теор1ю  планетъ — самую  важную  и  трудную  часть 
во  всемъ  этомъ  сочиненш. 

Сакро  Боско  оставилъ  также  одно,  написанное  въ  ств- 
хахъ,  сочинеше  по  арнвметик4,  подъ  наэванхемъ  Ве  Л1до- 
ггзто  ^^').  Это  совершенно   наша  совремеивая  ариеметика: 


^^^)  Есть  еще  другое  сочинеыхе  но  ариеметик']^  того  же  вреиени  ва- 
писанное  также  въ  латинскихъ  стихахъ,  авторъ  котораго  А1ехап(1гв  ^е 
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Сакро  Боско  приписываетъ  ее  Инд']Ьйцамъ.  Онъ  д'блитъ  ее 
на  9  частей,  именно:  нумерация,  сложен1е,  вычитан1е,  д'^ле- 
я1е  пополамъ  *^'),  удвоен1е  **'),  умноасеше,  д'Ьлеше,  прогре- 
есш  и  извлечете  квадратныхъ  и  кубичныхъ  корней.  Долгое 
время  потомъ  сочинетя  по  ариеметик'Ь  состояли  изъ  этихъ 
девяти  главъ;  это  еще  встречается  даже  въ  сочиоешяхъ  16 

СТ0Л1Т1Я. 

Дрибавленъе.  Подъ  имсиемъ  Сакро  Боско  было  напечатано 
сочивен1е  объ  АХдотгзтиз  подъ  заглав1емъ:  А1дог18ти$  йотг- 
п1  1оНаппг8  йе  Засго  Возсо,  пог^Нег  гтргеззит,  УепеШз,  1523, 
ш — 4^  Но  это  сочинен1е  не  Сакро  Боско,  котораго  ариеие* 
тика  написана  въ  стихахъ;  это  то  самое,  которое  Кликтовей 
напечаталъ  подъ  8аглав1емъ:  ОризсЫит  ск  ргахг  питегогит 
диоА  АХдотгзтит  VОсап^, 

Сочццен1е  это  очень  мало  отличается  отъ  другнхъ,  но  тЫъ 
не  иен'1^е  оно  заслуживаетъ  впиман1я.  Издатель  предлагаетъ 
ставить  точку  падъ  цифрою  тысячъу  чтобы  отличить  ее  отъ 
другнхъ;  иотомъ  такииъ  же  образомъ  точку  надъ  четвертою 
цифрою  посл'Ь  тысячъ  н  тавъ  дал'Ъе  черезъ  четыре  цифры. 
Очевидно  это  ничто  иное  какъ  тетрады  Аполлон1д,  которыя 
въ  совремевномъ  счис.1ен11г  замЬвсны  д1^лсн1еиъ  на  группы  по 
три  цифры,  такъ  какъ  у  насъ  числа  выговариваются  при  по- 
мощи назвашй  этихъ  отдЬловъ:  единицы,  тысячи,  миллхоиы, 
бнлл1оны  и  т.  д.  Точку  для  огд'Ьлен1я  группъ  зам']^иили  чер- 
тов или  запятой. 

Тетрады,  отм^ченныя  точками,  мы  находимъ  еще  въ  сочи- 
ненш  по  ариеметик*]^  Пурбаха;  АЬдогИНтив  бг.  РеигЬасНИ  гп 
ШсдНз,  Ухеппае,  1515,  ш — 4. 

1ордану  Неморарш  мы  обязаны  слЬдующимъ  трудами: 

1)  Сочинешемъ   по  ариеметикЬ  въ  двухъ  книгахь,  заклю- 
чающимъ  въ  себ!}  изложси1е  свойствьчяселъ,  заимствованное 


У^Пейхеи.  (Уо881и8:  Ое  зсгепШз  тЫНетаОсгз,  р  40— Войной:  ШзМге 
Шёгагге  Ое  1а  Жга/псе  I.  XVI,  р.  113). 

**^)  МесИаНо. 

**•)  Бар1аио.  Это  д^йствхе  и  д'1^леше  иа  два  стали  подводить  подъ 
об]Ц1я  правила  умнозкен1я  и  д-^^леная  въ  сочинен1Яхь  16-го  стол']&т1я, 
которыя  поэтому  содержали  только  семь  главъ,  ви']^сто  девяти.  (См. 
виямпа  д>е  АгНЬт^гса  с1с.  Луки  Бурго). 
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у  Никоыаха  и  Бо8Ц1я.  Со^инеше  это  было  напеитано  въ 
1496  году  съ  конментар1емъ  Фабера  (РаЬег  81ара1еп818); 
послЪ  того  оно  являлось  во  многихъ  издашяхъ. 

2)  Изложешемъ  ираЕТической  ариеметики  въ  арабскомъ 
стид^  подъ  названхеиъ  Л1доп8мг^:  оно  осталось  въ  руко- 
писи. 

3)  Сочинешемъ  о  плосБОшарш,  которое  напечатано  бъио 
ьи^стЬ  съ  плоскошархемъ  Птоломея  въ  1507^  1536  и  1558 
годахъ.  Въ  этомъ  сочинеши  мы  въ  первый  разъ  находимъ 
совершенно  общее  доказательство  прекраснаго  свойства 
стереографической  проэкщи,  служащаго  основашемъ  при  по- 
строеши  плоскошар1й,  именно^  что  кругъ  проэктируется 
такж^  кругомъ.  Птолемей  доказалъ  эту  теорему  только  для 
сЬчешй  шара  въ  н'1которыхъ  особыхъ  положен1яхъ,  потому 
что  онъ,  стремясь  во  всемъ  къ  ясности  и  простотщ  какь 
говоритъ  Проклъ  въ  X  книг^  Нуро1уро8189  вводилъ  въ  свое 
сочиненхе  и  доказывалъ  только  так1Я  геометричесшя  истины, 
которыя  были  для  него  необходимы. 

Птолемей  составляетъ  проэкц1ю  изъ  глаза  пом^щеннаго 
въ  полюсе  на  плоскость  экватора,  1ордааъ  же  на  касатель- 
ную плоскость,  проведенную  черезъ  противуположный  по» 
люсъ  шара.  Поздн']&е  Мавроликъ  и  друг1е  геометры  посту- 
пали такъже.  Мы  обращаемъ  внимаше  на  эти  незначитель- 
ныя  различ1я  въ  сочинешяхъ  Хордана  и  Птоломея,  такъ  какь 
они  представлялись  для  того  времени  суоо^ественнымъ  но- 
вовведен1емъ  и  были  первыми  проявлетями  духа  пытливо- 
сти и  изобр'1тательности,  столь  р'Ьдко  зам'^^чаемаго  въ  13-мъ 
стол%т1и,  когда  умы  еще  были  заняты  усвоешемъ  знашй 
сообщенныхъ  Арабами. 

Проэкц1я,  которую  Птолемей  употреблялъ  въ  своемъ  пло- 
скошархи,  получила  назваше  стереографической  уже  въ  но- 
вое время:  назвапхе  это  ведетъ  начало  отъ  А§та1оп'а,  кото- 
рый предложилъ  его  и  употреблялъ  въ  своей  оптик*  *'•). 


О  ЛдгШопН  ОрОсогитНЬг!.  вех    Рапе,  1613,  ш  Ы. 
^^иаге  ЬатеЬвг  зЬегеодгарНгсев  потгпе  пизоиат  ооса1нт  Кос  рто^ес- 
Попг»  депиз  герегътиз;    дига  1атЬп   пес  аШ  диШт   иШ  $оШит  ез^ 
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Стереографическая  проэкц1я  обладаетъ  однимъ  замЪчатель- 
ныыъ  свойствомъ,  именно:  уголь  двухъ  круговъ  на  шаргь  ра- 
венъ  углу  круговъ  въ  проэкцги.  Эта  прекрасная  теорема  не 
бала  заи'Ьчена  ни  Птоломеемъ,  ни  1орданомъ  ^^^).  Самая 
старая  книга,  въ  которой  она  встр'Ьчается,  насколько  это 
известно  Деламбру,  есть  сочиненте  поНавигац1и  Робертсо- 
на  (1754).  (См.  ТгаИе  Л' (181гопотге^  1.  Ш). 

Существуетъ  еще  рукопись  Хор  дана:  Ве  ЬггапдиНз  "'). 

Онъ  написалъ  также  три  книги  Ве  деошеЬгга^  которня 
ВоссШ  предполагалъ  хранящимися  въ  библхотек^  Ватика- 
на **^)  и  которыя  находились  также  въ  Лейпцигской  библ10- 
текЬ  ***). 

Рамусъ  приписываетъ  ему  изящную  формулу  площади 
треугольника  въ  функщи  трехъ  сторонъ  *^^).  Мы  незнаемъ, 
въ  какомъ  изъ  своихъ  сочинешй  предложилъ  ее  1орданъ; 
Вентури  не  нашелъ  ее  въ  сочинен1н  Ве  МапдиНз  "').  До- 
казательство одинаково  съ  т^^нъ,  которое  въ  томъ  же  сто- 
л'Ьт1и  дано  было  Леонардомъ  изъ  Пизы  въ  его  практической 
геонетрш.  Оно  кажется  арабскаго  происхожден1я,  такъ  какъ 
встречается  въ  сочиненхи  трехъ  геометровъ — сыновей  Муза- 

■ 

бенъ-Шакера  и  въ  сочинешй  еврея  Савосарды. 


арреПагг,  рХасиИ  Нос  потеп  ивиграге^  диой  поЫв  гп  ргс^зепН  Ывит 
€8{  аЛ  гет  грзат  ^иат  тахгте  ассотоск^Ыт^.  (Ргае1;а1;1о). 

'")  Въ  пятой  эаох'Ь  мы  уже  говорили,  что  стереографическая  проэк- 
ц1я  обладаетъ  еще  другииъ  весьма  интереснымъ  ово&ствоиъ,  относя- 
щимся къ  оиред'Ёленш  центра  круга  въ  проэкц!»,  и  тго  начала  этой 
проакцш,  распространенныя  на  поверхности  втораго  порядка,  состав- 
ляютъ  въ  настоящее  время  одннъ  изъ  способовъ  изыскашя  въ  рац10- 
нальной  геометрш. 

'*^  Сочинете  это  находится  въ  библ10тек^  доминиканцевъ  во  Фдо- 
ренц1И  (Моп11Гаасоп;  ВгЫ.  ЫЫ.),  въ  городе  Базеле  (Наепе!,  саЬаЩь, 
е(с.)  и  въ  Парижской  королевской  библ10тек'Ь  (№  7378,  А). 

***)  Ве  зсгепШз  таШетаОегз,  р.  333. 

***)  С*  вевпег:  ВгЫШНеса  ип^V€^8а^^8,  екс.  I,  II,  Го1.  77. 

***)  8сШае  таШтаОсае^  посл'1  XXXI  книги. 

'*•)  СоттеЫаН  зорга  1а  з(огга  е  1е  Ьеогге  МУа^гса,  Соттеп1;апо 
II;  йе!  Тга^агйо,  сар.  XXX. 
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1орданъ  писалъ  также  объ  оптике  и  механике  **^). 

Альбертъ  Велиюй,  названный,  какъ  говорить  МонтуБ1а, 
или  по  своему  наружному  виду,  или  потону,  что  имя  его 
СггоИ  на  язык'Ь  того  времени  означало  дгозз—болътой^  пи- 
салъ объ  ариеметик'Ё,  геометр1и,  астроном1и  и  музык'6.  Со- 
чинешя  его  не  дошли  до  насъ.  Этотъ  чрезвычайно  плодо- 
витый писатель  былъ  изв^^стенъ  своимъ  искусствомъ  въ  ме- 
ханик'Ь  и  обладалъ  обширнымъ  знатемъ  арабскихъ  сочи- 
нешй. 

Рожеръ  Баковъ,  одивъ  изъ  гешальн^йшихъ  людей  въ 
средн1е  в^ка,  занимаетъ  первое  м'Ьсто  въ  ряду  лицъ,  спо- 
сп^шествовавшихъ  всеобщему  возрождешю  наукъ.  Онъ  со- 
д'Ьйствовалъ  въ  особенности  усп'&хамъ  математиБи,  указывая 
во  многихъ  своихъ  сочинешяхъ  '^^)  важное  м']^ето,  которое 
она  занимаетъ  въ  ряду  другихъ  челов'Ьческихъ  знанШ,  и  по- 
соб1е,  которое  она  можетъ  оказать  во  всЬхъ,  основанныхъ 
на  ней,  научныхъ  изсл'^&довашихъ.  Оптика  его»  какъ  всЁмъ 
известно,  заключаетъ  въ  себ^  паучныя  зам'бчашя,  суще- 
ственныя  открыпя  въ  теор1й  и  изобр']^тен1е  многихъ  весьма 
полезныхъ  инструментовъ. 

Его  астрономичесшя  св'Ьд^шя  дали  ему  возможность  за- 
м']&тить  ошибочность  календаря  и  предпринять  егопреобра- 
зован1е.  Вычисленный  имъ,  но  оставшШся  въ  рукописи,  ка- 
лендарь отличается  правильност1ю  и  зам'Ьчателенъ  употре- 
бдешемъ  арабскихъ  цифръ,  т'Ьхъ  же  самыхъ  какъ  у  Сакро 
Боско. 

Вителл1о  издалъ  ученый  трудъ  по  оптике,  представляю- 
Щ1Й  подражен1е  арабу  Альгазену  и  замечательный,  особен- 
но для  той  эпохи,  когда  онъ  появился,  по  гЬмъ  геометре- 
ческимъ  началамъ  греческой  школы,  который  приняты  въ 
немъ  за  основав1е. 

Вся  первая  книга  посвящена  геометр1и.  Авторъ  соеди- 
няетъ  здфсь  всЬ  предложешя,    которыя  должны  им^ть  час- 


'*')  ^о^с^ап^    йе  ропйеггЬиз   ргорозИгопез    XIII  е1  ^топ81гаЫ<те8. 
КоптЬег^ае,  1531,  ш— 4. 
>18)  8реси1а  тсЛЬетаИса, — Ориз  та^и$,  4-л,  5-д  и*6-а  часть. 
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тое  прим'Ьнеше  въ  дадьнМшемъ  приложен1и  и  которыхъ 
нФтъ  въ  элементахъ  Евклида.  Н'Ькоторыя  заимствованы  изъ 
коническихъ  с^ЬчеыШ  Аполлошя  н  Вителл1о  это  указываетъ; 
другш,  0ТН0СЯЩ1ЯСЯ  къ  гармоническому  д'Ёленш  прямой  ли- 
ши, сходны  съ  предложен1ями,  встречающимися  бъ  седьмой 
книге  Математическаго  Собран1а  Паппа;  некоторый,  нако- 
нецъ,  въ  томъ  же  роде,  какъ  въ  книге  Ве  гпсИпаНопгЬиз 
Аполлотя.  Но  ни  на  это  сочинен1е,  ни  на  сочияеше  Паппа, 
ссылокъ  или  указашй  нетъ. 

Ссылаясь  на  элементы  Евклида  и  на  коничестя  сечешя 
Аполлов1я,  Вителл1о,  безъ  сомнен1я  знакомый  съ  этими  со- 
чинен1ями,  убеждаетъ  насъ  во  первыхъ  въ  томъ,  что  въ  его 
время  былъ  уже  въ  ходу  другой  переводъ  Евклида,  кроме 
слишкомъ  еще  тогда  новаго  перевода  Кампана,  и  съ  дру- 
гой стороны  въ  томъ,  что  знаменитое  сочинеше  Сотса 
Аполлошя  было  уже  известно.  Предполагалось,  что  съ  по- 
следнимъ  сочинен1емъ  начали  знакомиться  въ  Европе  только 
черезъ  200  летъ,  около  средины  15-го  века,  когда  Репо- 
монтанъ  приступилъ  къ  своимъ  издашямъ  '^*). 

Другой  писатель— Рессаш,  арх1епископъ  Бентербюрхйсюй, 
современаикъ  Витилл1о,  оставилъ  также  сочинеше  по  оп- 
тике, но  оно  не  отличается  такою  ученосхью,  какъ  сочине- 
В1е  польскаго  геометра. 

6инцентъ-де-Бове  не  есть  оригинальный  писатель,  но 
нельзя  не  упомянуть  объ  его  $реси1ит  типсИу  —  этомъ 
огрохномъ  сочинен!»,  получившемъ  названхе  эицгислопедги 
13-го  вгька,  —  такъ  какъ  оно  даетъ  понятхе  о  состоянш,  въ 
которомъ  находились  въ  ту  эпоху  науки,  хотя  въ  немъ  и 
не  помещены  все  научныя  пр1обретеБ1я,  добытыя  впродол- 
жеше  самаго  13-го  етолет1я.  Въ  сочинен1и  этомъ  мы  нахо- 
днмъ  И8влечен1я  изъ  Евклида,  Аристотеля,  Витрув1Я^— кото- 
рый до  техъ  поръ  кажется  не  былъ  известенъ  средневеко- 
вымъ    ученымъ,-— изъ  Боэщя,  Касс10дора,  Исидора  Севиль- 


'*•)  Моп1ис1я    ШзШге  йе$  таШтаНдиев,  1.  I,  р.  248. 
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скаго,  Альфараб12,  Авиценна  и  различныхъ  другнхъ  араб- 
скихъ  писателей. 

Винцентъ-де-Бове  говоритъ,  что  АльфарабШ  "^)  различалъ 
восемь  иатематическихъ  наукъ:  ариеметику,  геометрш,  пер- 
спектику,  астроном1ю,  музыку,  метрику  или  науку  о  в^сахъ 
и  м^рахъ,  и  науку  о  дух^  (т.  е.  метафизику).  ЗдЪсь  приве- 
дено только  семь  наукъ;  восьмая,  пропущенная,  есть  алге- 
бра,  которая  у  Альфараб1я  помещена  посл'Ь  ариеметики. 
Винцентъ-де-Бове  не  говорить  о  ней;  это  ведетъ  къ  пред- 
положен1Ю,  что  алгебра  тогда  не  проникла  еще  во  Фран- 
цШу  или  по  крайней  иЬ^рЬ  была  изв'Ьстна  только  небольшо- 
му кружку  математиковъ. 

Наша  сисмема  счислешя,  съ  нулемъ,  изложена  весьма  яс- 
но подъ  оглавленхемъ:  А1догг8ти8.  Геометр1я  сводится  на 
опред'Ьлешя  и  на  н^которыя  элементарныя  понят1я:  это  до- 
казываетъ,  что  предметы,  составлявш1е  содержаше  ученыхъ 
трудовъ  Сакро  Боско,  Кампана,  1ордана,  Вителлю,  были  еще 
совершенно  новы  и  знанхе  ихъ  не  достигло  еще  до  Вин- 
цента-де-Бове. 

Если  бы  въ  этомъ  обзор'Ь  писателей  13-го  в-Ька  мы  сле- 
довали хронологическому  порядку,  то  начали  бы  безъ  сомн4- 
шя  съ  Фибонакки,  называемаго  обыкновенно  Леонардомъ  изъ 
Пизы,  такъ  какъ  его  ЫЪег  АЪЬасг  пом'Ьчена  1202  годомъ. 
Но  сочинен1е  это  им-^^ло  такое  вл1яв1е  на  направлеше  мате- 
матическихъ  наукъ  въ  15-мъ  стол%т1и,  что  мы  съ  нам^решеиъ 
отд'Ьлили  его  отъ  сочинешй,  о  которыхъ  говорили  до  сихъ 
поръ.  Эти  посл^дшя  относятся  къ  греческой  школ^^,  не  смо- 
тря на  то,  что,  она  проникла  въ  Европу  чрезъ  посредство 
арабовъ  и  на  ихъ  язык^.  Сочивешя  же  Леонарда  вм^ють 
невидимому  происхождеше  индийское,  хотя  также  прошед- 
шее черезъ  руки  арабовъ.  Отсюда  проистекаетъ  особый  ха- 
рактеръ,  отличающШ  ихъ  отъ  всЬхъ  другихъ  сочинешй. 

*^)  Альфараб1й  былъ  знаменит'Ьйппй  изъ  арабовъ  10-го  стох11т1я, 
особенно  к«'1къ  геометръ  и  агтропомъ.  Въ  сппск'1'1  его  многочисленннхъ 
сочинешй  мы  находпмъ  одно,  заг1ав1е  котораго  N^^и8  {еИЫаЫт,  зеи 
ЛгзсгрИпагит  та(Нета1гсагиш  (Незаигиз  показываетъ  то  важное  зва- 
чен1е,  которое  приписывалось  математическому  образованш. 
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Леовардъ  Фвбонаккн  духешеетвовыъ,  кавъ  иав^спо,  ла 
востоке;  по  во8вращбВ1н  овъ  вздаш  со9ввев1е  об%  арвеметвх^ 
и  адгебр^Ь,  ваинавшееея  сдавамв:  ХпсгрИ  1лЬег  АЬЬаН  сош^^ 
розИиа  а  Ьеопат^  (Ило  Вопаш  Ргвапо  %п  (тпо  1Ж>2.  Арве- 
хетвка  есть  наша  сов^ременнаа  свстема  съ  вудемъ;  Фибо- 
навки  привисываетъ  ее  Инд^вцаиъ: 

<Коюеш  /ьдигае  1пЛогит  Кае  випЬ 

УПП,  УШ,  VII,  VI,  V,  ПП,  Ш,  П,  I 

9,         8,       7,     6,    5,     4,     3,     2,  1.  "*) 

сит  кгз  Иа^ие  поVет  ^дгиггв  е1  сит  кос  щпо  О  ^иоЛ  си^а^ 
Ысе  2ерЫгит  арреНаШг^  зсггЬИиг  2иШЬе{питеги8,  е1с.>^**) 

Сочвнен1е  по  алгебре,  которое  Фвбонавки,  подобно  Ара* 
банъ  называетъ  ЛЬдеЬта  еЬ  МшисаЬаЫ^  доходить  до  р^шешя 
уравнев1й  второй  степени  и  н^воторыхъ    другихъ  къ   нихъ 


*'^).  Цифрн  сходны  съ  цифрами  Са&ро  Боско,  воторня  приведеин  въ 
сочнвен1дхъ  многнхъ  друтихъ  авторовъ  (см.  преимущественво  у  Геи1ь- 
броввера  в  Монтувлы).  Впрочемъ  арабсв1д  цифрн,  встр^^чающися  въ 
бохьшемъ  числЪ  рукоц11се&  13-го  в  14-го  стод'Ьт1я,  вм^ютъ  вс)^  одну  и 
туже  форму. 

^**).  Зам^тимъ,  что  иочти  вс^  ввсатели  13-го  стод^т1я: — ФибонаЕВв, 
1орданъ,  Сакро  Восво,  Винцентъ-де-Вове,  Аяексавдръ  Вильдье,  Рожеръ 
Бахонъ, — писаян  объ  арабскоЗ,  ияи  лучше  свазать  янд^ИсвоИ,  системе 
счислбв1я.  Э'ю  доваанваетъ  очевидво,  что  8та  система  уже  съ  давмнхъ 
поръ  была  известна  и  употребляема  у  матемахиковъ,  и  что  для  точиа- 
ге  опред^^лен1л  времени  введен1я  ея  въ  Европу,  честь  котораго  не  мо  • 
жетъ  быть  приписываема  ни  ФибонакЕИ,  ни  кому  другому  изъ  вазван- 
выдъ  писателеБ,  нужно  обратиться  въ  эпох'!  ран^е  13-го  стол1т1Я.  И 
п  саномъ  ж^л^  нельзя  допустить,  чтобы  нисателя  предшествовавшаго 
етоя'Ьтая,  доставившхе  мяогочислемвые  переводы  важн^йшихъ  арабсхихъ 
сочинешй,  могли  не  знать  арабской  системы,  какъ  самой  но  себ^,  такъ 
и  всхЬдств1е  крайней  необходимости*  подобнаго  знан1я  Д1я  неревода 
астрономнческихъ  таблицъ  и  другяхъ  сочииевШ,  напр.  Арзахеля,Адь- 
фрагава  и  др. 

И  жн  действительно  указали  уже  на  два  сочинешя  объ  А1дйг%9т^м^  изъ 
которнхъ  одно  написано  новвдимому  Герардомъ  Кремовсвимъ,  а  дру- 
гое— Хоанномъ  Севильсвимъ  (Ш8ра1е11в1а).  Оба  эти  внсатеяя  яшли  въ 
1%жу  в§к1. 

Т.  ПИ.  Внп.  II.  Отд.  II.  2 
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приводящихся.  Это---110дражаше  ажементариой  и  весьма  рас- 
кроегр$ле9Е^  нежду  Арабами  въ  9-мъ  стожМи  алгебре 
Могавшеда-ббнъ-Муза.  Фибоиакки  д^лаетъ  приложешя  дтой 
я(аухи  къ  геометр]и:  это  бнло  вачаю  и  первый  прим^кръ  вве- 
дешя  аятебрв  въ  геометрическхя  доказательства  и  нзслФдо- 
ван1я  у  европейсквхъ  математивовъ.  Сл1яте  эгихъ  двухъ 
наукъ,  столь  рЪзко  равличавшвхся  у  Грековъ,  состав^в[етъ 
отличительннй  х|фактеръ  сочинения  Фибонакки,  гдй  оно  не 
только  применено  къ  дЬлу,  но  ясно  нривцано,  какъ  свой- 
ственное природ'Ь  этихъ  наукъ  и  способное  вести  къ  ихъ 
взаимной  поддержке.  Фибонакки  въ  предислов1и  говорить: 
Е1  ^и%а  агНЬтеИса  е1  деотеШае  зсгепНа  8ип1  соппехае^  е( 
$и^гадаи>ггае  9Ш  аЛ  гп^'гсешу  поп  рсЬезЬ  йе  питего  р1епа 
ЬтаЛг  Лос1Нпа^  пгзг  ШзегапШг  деотеШса  ^иаеЛат^  ьё1  оА 
ОеотеШат  зреситИа;  и  прибавляетъ,  что  правила  и  прхемы 
алгебры  получаютъ  часто  очевидность  и  доказываются  но- 
мопию  геохетрвческихъ  сообра«ев1й  и  чертежей.  ЗатЪм'ь 
авторъ  обЬщаетъ  говорить  подробв'Ье  о  томъ,  что  касается 
геометрга,  въ  квягЬ  своей  о  практической  геонетр1и,  кото- 
рая д']Ьйствительно  была  имъ  издана. 

Это  сочинев1е,  состоящее  изъ  восьми  главъ,  называется: 
ЬеопагЛг  Ргаапг  йе  ^Шз  Воппассг  РгасИса  Оеоте^^^а€^ 
€0шрозИа  аппо  МССХХ.  Оно  осталось  въ  рукописи,  также 
какъ  и  сочинеше  по  алгебре.  Бернардииъ  Бальди  изиФщаетъ, 
что  Коммандивъ  приготовилъ  сочиневхе  о  геонетр1и  къ  пе- 
чатиу  но  умеръ,  не  исполнивъ  своего  нам']Ьрен1я**%  Эдуардъ 
Бернардъ,  ученый  англШскШ  геометръ  и  астровомъ  17-го 
стол']&т1я  хотЬлъ  пом1^стнть  сочинеше  Фибонакки  по  алгебр'Ь 
въ  седьмомъ  том'Ь  великолЬпнаго  собрашя  древнихъ  сочи- 
нен1й  по  математике,  которое  онъ  заготовлялъ  "'). 

••^)  Сгонка  с^е^тсиетаНЫ  р.  89. 

'*^)  Собрав1е  это  должно  было  состоять  нзъ  14  томовъ;  сияеокъ  со- 
чинеаШ^'КбтЬрн'я  должны  были  въ  неи1>  заключаться,  находится  гь  В»- 
ЫШНеоа  дгаеса  Фабриц1Я  (Ь1Ъ.  III,  сар.  23). 

Въ  вааначавпеися  для  алгебры  в-иъ  тои'Ь  иы  находииъ  сл1дх1>щее 
заглавхе   одного   изъ  сочпненШ  Тебита-бенъ-Кораха,  указвваюцее    на 
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Фвбошиски  оставнлъ  еще  статью  о  квадратныхъ  Ч1$САат^ 
которая,  насвоАхо  можно  судить  яо  т^мъ  м^станъ  Зитта 
Ле  агИктеИса  Лукж  Бурго  и  ариеметики  Еардана,  ткЬ  она  ци- 
туется,  относилась  кь  неопредФюнному  аааш8у  первой  и 
второй  степени.  Формулы,  унотребмешхя  этими  двумя  гео- 
метрами, отличаются  отъ  формулъ  Д1офанта  и  одияавовы  съ 
формулами  индФйсхихъ  сочинешй  съ  тЪмъ  постоянннмъ  раа- 
лич1емъ,  что  решаемые  вопроси  ме  такъ  трудны  и  общи, 
какъ  у  ИидФйцевъ.  Статью  Фибонакки  мы  должны  раасмат- 
рнвать  какъ  кошю  съ  какого-нибудь  арабскаго  сочинешя, 
зашствоважнаго  въ  свою  очередь  отъ  Инд4Ьйцевъ. 

Такямъ  обравоыъ  сочинетя  Фибонакки,  сдЪлавппяся  въ 
16-мъ  стол^тш  обравцомъ  и  основатемъ  для  Луки  Бурго, 
Кардана  в  Тарталеа,  им'Ьли  чисто  арабское,  или  въ  сущно- 
сти инд'Ьйское,  происхождеше.  Ошибочно  поетому  мнФше, 
что  мы  нашими  знан1ями  и  успехами  вт»  наукахъ  обязаны 
непосредственно  и  исключительно  Грекамъ. 

Сочинешя  Фвбонакки  еще  не  изданы,  хотя  въ  настоящее 
время  признана  вся  ихъ  важность;  рукописные  списки  ихъ 
р^дки,  статья  же  о  квадратныхъ  числахъ  затерялась  Ать 
60  тому  назадъ.  Подобная  же  участь  достанется  и  соч^е- 
Н1ямъ  по  алгебре  и  геометрш,  если  печать  не  озаботится 
скоро  о  сохранем1и  втихъважныхъ  для  истор1и  европейской 
науки  памятннковъ  **'). 


ту  гЬсвую  связь,  какую  допусшин  арабы  вежду  адгеброВ  в  геометр1еВ 
в  на  0Т1Ячкте1ьннЯ  характеръ  ихъ  математики:  ТТ^еЫИ  Ьг(1сЬ<йи8  йе 
Vе^иа^е  ргоровигапит  а1дёЬги:€игит  ^етапа^геОгопЛив  ОеотеАггегв  аЛ- 
я^гиепЛа,  сит  а1п8  ^г04ЛаИЬи$  едгедИз^  ^иае  веЪг%еат  аНет  вреЫали. 
АгаЫсе  еЬ  1а1ше. 

Громадные  и  ценные  11атер1ады,  заготовленные  Бернардомъ,  оосту- 
ЯН1Я  ноел-Ь  его  смерти  въ  ВгЫ.  ВоЛШапа.  Нельзя  не  удивляться,  что 
тавое  прекрасное  и  полезное  предпр1ят1е  не  выполнено  было  именно 
въ  той  стран!,  гд!  науки  находили  себ!  тавъ  часто  благородную  н 
|10гу]Ц,ественную  поддержку. 

*^)  ^Лица,  не  заяимаюпцяса  спещально  историческими  изысвашями, 
яе  могутъ  и  вредставить  се&к^  сколько  драгоц^нныхъ  рукописей  про- 
иадаеть  даже  теперь,  въ  самое  дослФднее  время* . . .  Посл*к  тако11=  йе* 
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14-е  стамьтге.  Чешрнадцктое  стоаФпе  авлаетеж  въ  ясто- 
1^  средвнхъ  в^кковъ  съ  меньшнхъ  бжескошьу  пежежж  13^; 
орнчяна  этого  въ  томъ,  что  яовня  и  важныа  ороязведевш, 
проедшивпия  хкева  Фябонаккн,  Сакро  Боско,  Кахпана»  Тор- 
дана,  Ватеда1о,  Рожера  Бааона,  должны  былн  обду]шваться 
V  науштьса  въ  тншин^Ь,  чтобы  быть  вподнА  усвоенными  ж 
привести  плоды.  Намъ  кажется  во  веаиомъ  случа4Ь,  что  14-е 
стол!Ьт1е,  тавъ  мало  еще  иав&стное,  выполнило  свое  наака- 
чеше.  Математическая  учен1я  расширились  и  не  сводилась 
уже  на  простое  воспроизведете  или  подражанхе  немногихъ 
арабскимъ  сочинешямъ;  дрались  первый  попытки  прим^шпгь 
прхобр^теняыя  8иан1я  и  идти  далФе  ихъ;  умы  подготовлялись 
къ  чтенш  греческнхъ  текстовъ  и  къ  быстрому  и  общему 
движешю,  которое  повело  ва  собою  въ  слАдующемъ  стол^- 
Т1и  обновлеше  наукъ. 


простительной  небрежности  им'Ьемъ  т  мн  право  обвинять  средпе  »Ь- 
ха  въ  уничтожен!!  руконясей.  Изъ  боязня  аросшть  варварами  въ  гла- 
еахъ  нокмоЕОвъ  наиъ  пора  бы  уже  принять  и^ры  протнвъ  подобваго 
яетреблешя^.  (ЕШогге  де$  всгепсев  таиьетаИд^иеа  еп  1Шге^  I.  I,  р.  X). 

Мн  считаемъ  долгомъ  повторить  эти  слова  Лябрн  н  желаеиъ,  чтобы 
они  нашли  себ'Ь  повсеместный  отголосокъ. — Но  понятно,что  указываемая 
въ  нихъ  обязанность  должна  лежать  не  только  на  частннхъ  лицахъ» 
яо  еще  бол1»е  на  правительствахъ,  акелаюшихъ  содействовать  усп^ханъ 
наукъ  и  ра8вит1Ю  человечества.  Печатння  издатя  рукописей»  яредога* 
вляющихъ  научннй  и  исторически  интересъ,  и  переводн  некоторнхъ 
яяостранн^пъ  еочивев1й  на  отечественнне  аанки,  составляли  бн  хан- 
же важння,  полезныя  и  прнтомъ  не  дорого  схояиЦя  пособ1я  ли>даиъ, 
лосвятившимъ  себя  ученнмъ  трудамъ. 

Другая  мера,  которую  можно  бн  было  предпринять,  чтобн  предупре- 
дить исчезновен1е  литературннхъ  редкостей  (напр.  произведеиЛ  17-го 
столетия,  уничтожающихся  съ  каждкмъ  днемъ)— это  учреждеше  соецд* 
ально-научной,  тахъ  сказать  исторической,  библхотеки,  где  бн  впродрл- 
жев1е  целнхъ  веков!Ь  собирались  произвеАев1я  8нав1я  я  талантжэ — 
яотораа  бнла  бн  храннлищемъ,  куда  кажднй  считалъ  бн  долгоиъ  я  че- 
СТ1Ю  представить  свои  собственння  незначительння  работн,  жоторси 
теперь  лропадаютъ,  такъ  какъ  неизвестно)  куда  ихъ  нужно  отправить^ 
чтобн  оне  принесли  свою  долю  польан  я  чтобн  сущеотвовая1а  «хъ 
бнло  обезпечеяо. 
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П&ршпя  треп  14*го  ст^мгЬпя  лрехставшвп  нахъ  чежо- 
вЪюц  воторнй  прюбр^^  себЪ  значительную  жю^Ьстность 
своими  познашями  въ  философш,  матехатииЬ,  теолопиивъ 
арабской  литературе,  именно  Томаса  Брадвардина,  енискооа 
КентерберШсваго.  Мн  уже  упоминали  о  его  теорхи  вндаж>* 
пщхся  многоугольннковъ,  которую  онъ  раввилъ,  основнвалсь 
на  1фаткомъ  ува8ан1и  Камнана  о  зв^дчатомъ  шггиугольнпЬ. 
Эта  теор1Я  нредставляетъ  действительно  новое  вовврфше,  дЪ* 
лающее  честь  14-му  в^ху»  Она  находитси,  кань  мн  уже  го* 
верили,  въ  сочиненш  п01Р^  9&гмтелъ:  Ое(теМа  врееиШк^а^ 
которое  бвло  напечатано  въ  1496  году  и  имФло  лотомъ  еще 
много  ивдатй  ^*).  Это  увазате  года  (1496)  ввело,  кажется, 
въ  ошибку  историковъ  Бернардина  Бальди,  Геильброннера 
и  Монтуклу,  которые  относить  ото  сочинеше  кь  концу  15-го 
стол^ти;  это  же  можетъ  бить  б1ио  причиною,  что  сочине* 
ше  это  до  сихъ  поръ  мало  ценитса,  таиь  какь  считать  со- 
чинея1е  слишкомъ  на  полтора  в^ка  поаднейшнмъ,  значить  въ 
большой  степени  уменьшать  его  важность.  Для  того  времени, 
когда  сочинеше  это  написано,  оно  весьма  замечательно  и 
не  только  благодаря  теорш  вндающихся  многоугольнивовъ, 
но  м  по  многому  другому,  между  прочимъ  потому,  что  въ 
немъ  мн  находимь  н^которня  предложешя  обь  изоиернмет* 
ричесЕИхь  фигурахь. 

Предлагаемъ  разборъ  этого  сочинен1я. 

Вогь  другое  8аглав1е  его:  В^еVе  СатрепсИит  агН$  Оео- 
теФггс^е  а  Нюта  ВгаЛооигЛчт  ех  ИЬг%8  ЕисИд48^  ВоШ%  еЬ 
Оатрапг  регорНте  сотргШит.  Издатель  долженъ  бн  бнлъ 
наввать  также  Архимеда  и  веодос1я,  о  которнхь  онъ  часто 


*^)  Между  рукопясдии  воролевсвой  библотежи  (X  7368,  хоп1я  14-то 
в^ха)  есть  одна,  названная  въ  ваталогЬ  Ж^адпшиит  е1етепк>гит  бео- 
те^^^ае^  въ  которой  мн  нашлн  ]гЬста  изъ  геоиетр1н  Брадвардина.  Такв 
же  находятся  н  теор1я  выдающихся  многоугожьнивовъ,  но  между  фи- 
гурами находится  только  пятиугольникъ  атораго  рода  и  семиугольникъ 
третьяго  рода,  навванаяе  нятиугодьникомъ  перв€по  порядка  и  семи- 
угояьнижомъ  етараго  порядка.   Друпе  вндающ1еся  многоугольники   не 
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употшаетъ  и  у  которыжъ  шогое  )мшхетжуеп,  вметю  ню  ши- 
ги  Ве  диайгаинга  теШ  перваго  н  ншь  Вркатеа  гаораго. 

Сочп1бН1е  распимтея  на  четнре  шсти. 

Въ  первой  еодержаФсж  опред^деяш,  аксюнн,  постулата, 
находшцеса  въ  начале  эдементовъ  Бвы10(а,  к  теор1я  вв- 
дающнхея  многоутольвнковъ. 

Во  второй  части  ивслЬдуются  треугодьникь,  четнреугодь» 
нжкь»  кругъ  и  нвопернхетрнчестя  фжгурн,  о  воторнхъ,  кажъ 
ваиФчаетъ  Брадвардвнъ,  въ  геохетрхв  Ёвиида  ничего  не  ска* 
8аво.  Но  известно,  что  теор1я  эта  получила  начало  въ  шко- 
д§  Пиоагора  и  что  учеижкъ  этого  философа  Зеиодоръ  оста* 
вилъ  сочивен1е  объ  этоиъ  предмете,  вхФвтее  ц^клш  опро- 
вергнуть обнкновенное  въ  то  времй  ннДше,  что  фигуры  съ 
одинаковвиъ  перихетромъ  им^ютъ  одинаковую  площадь;  со- 
чииеше  Зенодора,  древнейшее  ивъ  дошедшихъ  до  насъ  гре- 
чесБихъ  сочинешй  по  геонетр1В9  сохранено  Теономъ  въ  его 
ко]П1ента^41  въ  Альмагесту  *").  Паппъ  также  ванимаетея 
втимъ  предметоиъ  въ  пятой  книг'Ь  Математичесваго  Собрашя. 
Брадвардинъ  неговоритъ»  заихствовалъ  ли  онъ  довазываемня 
ииъ  преддожешя  изъ  этого  сочинешя,  или  изъ  Альмагеста^ 
или  же  нашелъ  ихъ  самъ.  Вотъ  эти  преддожешя. 

Первое  преддожеше.  —  Шг  вспаъ  игопериметрическио!;^^ 
мно%оу\олъникоеъ  наибольшую  площадь  имгьетъ  тотъ^  у  ко^ 
тораи>  число  уиовъ  есть  наибольшее. 

Второе  предложеше.— 1&г  всгьхь  изопериметрическихг 
мшуип^ольниковг^  им$ыащихъ  одинаковое  чгихю  углоеъ  наи- 
большгй  тотъ^  еъ  которомг  углы  раены  между  собою. 

Третье  предложев1е.  —  Изъ  всгьхъ  ивоперемт^рическиал 
мно%оу%ольниковъ^  имтьющихъ  одинаковое  число  спюромъ  и 
равные  междя)  собою  углы^  наибольшгй  тотъ^  въ  нотсромъ 
сШороны  равны. 

Четвертое  преддожеше. — Йзъ  всгьхъ  изопериметрическихъ 
мндгоугольниковъ  кругъ  есть  наибольшгй.  Авторъ  прибавля- 
етъ^  что  шарь  ингьетъ  такое  же  свойство  между  тгьлими. 


**')  Клав!!   воспроизвелъ  его  въ  своемъ  комментар!^  на  еочкнеи!» 
Сахро  Босво  о  шарф. 
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Въ  третье!  части  ссчнвевха  говорвтся  о  пропорцихъ  и  о 
изм&решв  площадей  треугольника,  четыреугольнива,  мдого* 
угольнвковъ  и  круга. 

Брадвардинъ  говоритъ,  что  площадь   круга  равна  правю- 

угольнику,  стороны    котораго  суть  половина  окружности  и 

половина  дхаметра.  Онъ  беретъ  это  предложеше  безъ  дока- 

шельства  И8ъ  книги  Архимеда  Ве  диаЛгаШга  сггсиИ,   тхк 

оно  выражено  н'бсколько  иначе^  именно:  всякгй  кругъравень 

г^ямоуюльному  треугольнику  у  котораго  одинъ  катетъ  ра- 

венъ  радгусу  круга^  а  другой — окружности  того  же  круга. 

Бр|Ц(вардинъ   прибавляетъ,    что   отношеше   окружности  къ 

22 
Д1аиетру   есть  у»Аос  и{  каЬеЫг  аЬ  еоЛет  АгсЫтепЫе**^) 

т  ргаед[%с1о  ИЪеНо  {Ве  ^иаЛ^а^и^а  сггсиЩ ". 

6ъ  четвертой  части  говорится  о  фигурахъ  трехъ  И1^м&р^« 
н1й,  о  м'Ьетахъ,  о  гЬдесныхъ  углахъ,  о  пяти  правильных^* 
"НЬлахъ  и  о  шар'Ь. 

Книга  о  шар']^  есть  собран1е  различныхъ  теоремъ  о  кру- 
гахъ,  проводимыхъ  на  этой  поверхности;  Брадвардинъ  гово* 
ритъ,  что  эти  теорем1|1  онъ  взялъ  изъ  ВгЬег  зрЬаеггсотт 
6еодос1я. 

Наконецъ  существуетъ  еще  особое  небольшое  сочинеше 
о  квадратур^^  круга^  подъ  заглав1емъ:  ТгасШиз  Ле  2иас1га1ига 
еггсиН  еЛИиз  а  2иоЛат  агсЫергзсоро  огйгпгз  ^'га{гит  тг- 
погит.  Сочинен1е  это  одинаково  съ  т^мъ,  которое  Гаурикъ 
приписываетъ  Кампану.  Посл'Ь  того,  что  мы  сказали,  нужно 
допустить,  что  сочинеше  это  може1Ъ  столько  же  называться 
виевемъ  Брадвардина,  какъ  и  именемъ  Кампана. 

Нашего  внимашя  заслуживаетъ  еще  одна  идея  Брадвар- 
дина— первый  проблескъ  Платоновой  философш,  начинавшей 
проникать  въ  Европу.  Этотъ  писатель  пытался  именно  при- 
ложить геометричесшй  методъ  къ  теолопи  и  первый  бросилъ 
такимъ  образомъ  &к^&  того  духа  независимости,  который 
скоро  распространился  въ  монастыряхъ  и  семинар1яхъ,   и, 


мг. 


)  Брадвардинъ  вазнваетъ  Архимеда — АгсЪтепШв, 
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поддерживаемый  еще  болЪе  въ  сдфдующемъ  вфк^  друпшъ 
представктелеиъ  церковной  власти,  философомъ-иштоив- 
комъ  Николаемъ  Куза,  стряхнулъ  съ  себя  иго  ередвевЪко- 
вой  схоластики   и    предался  новой  философш. 

Продолакаемъ  исторгю  14-го  стол1т1Я.  Въ  начале  этого 
столФт1я  Педаазимъ  (Рес[1а81та8)  писалъ  о  геометрви  и  гео- 
де81в;  монахъ  Варлаамъ  оставилъ  сочинете  по  ариеметик^ 
и  сочннете  по  алгебр'Ь  въ  шести  книгахъ;  последнее,  подъ 
заглав1е1съ  ЬодЫхсае  ИЪгг  VI,  написано  на  греческоиъ  язв- 
к&  "'),  для  изучев1я  котораго  авторъ,  родомъ  итальянецъ, 
жиль  на  востоке.  Латинсюй  переводъ  этой  алгебры  напе- 
чатанъ  въ  1572  году  (8(;га88Ъшге,  ш — 8®),  потохъ  въ  1606  году 
(Рап8,  ш — 4^;  съ  объяснев1Ями  Шахбера  (^еап  СЬашЪег). 
Оригиналъ  есть  можетъ  быть  самое  древнее  изъ  дошедшихъ 
до  насъ  сочиненШ  по  алгебр-Ь,  если  не  считать  сочинешя 
Фибонакки,  которое  болФе  ч'Ьмъ  на  стол-бпе  древнее. 

Киллиигвортъ  (К]Шпд1кгог(Ъ)  оставилъ  астрономичесюя  таб- 
лицы и  сочиееше  объ  А1догг8ти8. 

Симонъ  Бредонъ  составилъ  комментархй  къ  Альмагесту 
Птолемея  ''^)  и  написалъ  сочиненхе  по  ариеметик^. 

Исаакъ  Аргиръ  (Аг^гпз),  гречесБ1й  монахъ,  вычислвлъ 
астрономическ1Я  таблицы  и  написалъ  много  сочинен1й:  объ 
астроляб1в,  объ  ариеметик'Ь:  Ве  ехЬтасИопе  гаЛгсгз  диа^га- 
Исае  ^иад,га1оги1п  гггаИопаЫиш;  по  геодез1и:  Сошрепсиит 
деойаезгае  зеи  с1е  (Итепзгопе  1осогит  теЬЪоЛив  Ьгет  е1 
Ша\  и  по  различнымъ    отд'Ьламъ  геометрш:    Ве  %пьеп1ите 


**')  Предлагая  отчетъ  о  той  части  этого  сочивен1я,  въ  которое  го- 
ворится объ  астроноиическихъ  вычисден1яхъ,  Деда^бръ  по1гЬшаетъ 
автора  раи'1^е  Беда,  говоря,  что  ему  неизвестно  въ  точности,  когда 
онъ  жилъ.  Это— странная  невнимательность,  такъ  касъ  Варлаамъ  есть 
лицо  изв'Ьствое  также  п  въ  литературной  н  въ  политической  1гстор1н 
14-го  в^ка. 

*'<>)  Бернардъ  назвачалъ  вто  сочивеяхе  для  VIII  части  своего  сбор- 
вика,  о  воторомъ  мы  говорили  выше.  Заглавхе  сочияен1Я   было:  5м[2>вг 
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^иаЛ^апдй^а^^ит  Шегит;  ТНеогетаЬа  йе  Ьгга/пдуИНв;  Ве 
атепзите  ЬпапдЫогит  аНагищие  /гдигагит;  Ве  ^дипз 
тт  гесЛапдиИз  аЛ  гесЬапдиЫз  теЛисепйгв. 

Нн  одно  И8ъ  этихъ  сочинешй  не  напечатано  и  хн  сожа- 
д^ехъ,  что  НС  ножетъ  указать,  въ  ченъ  заключалось  нхъ 
содержан1е  и  что  они  для  времени  своего  появлетя  пред* 
ставляли  новаго  и  нолезнаго.  Эдуардъ  Бернардъ  включнлъ 
въ  свое  собрате  древнихъ  авторовъ  одно  изъ  нихъ,  подъ 
8аглав]е1гь:  Ве  /гдигагит  (гапзтиШгопе  на  греческонъ  и 
на  латинскомъ  языкахъ. 

Паоло  Дигомари  (Рао1о  й!  01§отап),  изв']&стный  подъ  име- 
немъ  Рао1о  ЛеХР  АЪЪ(1со^  писалъ  объ  алгебре,  геометр1и  и 
астроношн  и  былъ  замечательный  литераторъ,  котораго 
можно  назвать  рядомъ  съ  его  знаменитыми  современника- 
ми Дантомъ  и  Петраркой. 

Монтукла  относить  къ  14-му  стол'1т1ю  писателя  Вха^о  сЕ! 
Раппа^  который  оставилъ  сочинен1я  по  ариеметик^,  геоме- 
тр1и,  астроном1и  и  оптик-Ь,  и  былъ  для  своего  времени  че- 
лов^къ  необыкновенный.  Лука  Бурго  ссылается  на  него, 
также  какъ  на  другихъ  позднМшихъ  писателей,  которые 
были  «иу  полезны  при  составлеши  Зипыпа  с[е  АгИНшеНса 
екс.  Но  онъ  пом'Ьщаетъ  его  непосредственно  посл§  Леонар- 
да изъ  Пизы,  прежде  Сакро  Боско  и  РговсЕосхто  изъ  Падуи, 
и  это  заставляетъ  предполагать,  что  онъ  относить  его  къ 
13-ху  столЪтш,  такь  какъ  вообще  онь  соблюдаеть  хроно- 
логическШ  порядокъ  въ  указаши  авторовь:  изъ  древнихъ 
онъ  приводить  Евклида  и  Боэщя,  изъ  новыхъ  же  Леонар- 
да мзъ  Пизы,  Б1а^10  изъ  {.армы,  Сакро  Боско  и  Рговдосто 
изъ  Падуи. 

ПослФднШ  жиль  въ  концф  14-го  и  въ  начале  15*го  в^ка; 
онъ  вычислялъ  астрономичеекк  таблицы  и  написалъ  книгу 
Ве  а1догИНто]  Монтукла  предполагаетъ,  что  въ  ней  гово- 
рилось объ  алгебре  {ПгзЫге  Лев  МаШешсЛгдиез^  (.  П,  р.  716). 
Но  сочинепе  это  по  всей  в'1роятности  было  простымъ  излр- 
жетемъ   практической  арвеметики,  какъ  всЪ  сочинешя   съ 
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подобяыхъ  «е  ааглавхемъ;  орвтомъ  Бернарднвъ  Бальдв  сен- 
лмтся  на  атого  автора  такъ,  какъ  будто  онъ  пжсадъ  тоа- 
ко  объ  арквхетикф,  а  не  объ  а^и'ебр'Ь.  Это  сопнеше  Ве 
аХдогИЬто  въ  1483  году  было  напечатано  и  можетъ  быть 
оно  есть  первое  изъ  сочннешй  о  нашей  систем'Ь  с  числе- 
шЯу  сделавшееся  извфстныхъ  чрезъ  посредство  печати. 
Правда  Сотрепйгит  агИНмеОсез  ВоёНг  Фабера  (81Арп1еп818) 
было  напечатано  еще  въ  1480  году,  но  оно  относитса  къ 
умозрительной  ариеметик'Ь  или  къ  теор1и  чиселъ^  независя- 
щей отъ  способа  изображешя  чиселъ  и  употребляющей 
только  н'Ькоторыя  изъ  нихъ,  чтобы  выразить  чрезъ  нихъ 
остальныя.  ^'0- 

Коссали  (Со88а11)  въ  своей  истор1и  алгебры  '^*)  приво- 
дить многихъ  Итальянцевъ,  писавшихъ  объ  этой  наук']^  въ 
14-мъ  стол^пя.  Между  прочимъ  мы  узнаенъ  отъ  него,  что 
Вильгельмъ  Лунисъ  (Ьппхз)  перевелъ  алгебру  Могаммеда- 
бенъ-Муза,  подъ  заглав1емъ:  ^а  гедсНа  с[е1Г  аХдеЬга,  Говоря 
о  геометрш  Арабовъ,  мы  упомянули,  что  съ  этого  сочине- 
шя  было  сд-^лано  въ  13-мъ  и  14-мъ  стол^&т1ЯХъ  много  дру* 
гихъ  латинскихъ  переводовъ;  одинъ  изъ  нихъ  воспроизвел 
денъ  Либри  въ  первомъ  том']^  ШзМге  иев  зсгепсез  тсЛЬё- 
та^г^ие8. 

Въ  14-мъ  в^к'Ь  изъ  вс^хъ  наукъ  наиболее  разработыва- 
лась  астроном1я.  Большинство  тогдашнихъ  астрономовъ  оста- 
вили сочинешя  объ  астроляб1и.  Мы  не  будемъ  называть  ихъ, 
тавъ  какъ  собственно  по  геометрш  они,  кажется,  не  писали* 


^'*).  Сочивеше  Просдоцимо  представхяетъ  кажется  интересъ  въ  токь 
отношевш,  что  подтверждаетъ  мв^в1е  Ваниса,  о  звачевхн  сдовъ  аЬ€Асиз 
и  аХдйггзти»:  Ваддисъ  предподагаетъ,  что  первое  заиФвнюсь  вторымъ 
въ  вонцф  среднихъ  в'Ьковъ;  въ  одной  рукописи  язъ  В%Ы.  Во^Шапа  онъ 
прочедъ,  что  Гернанъ  Ковтравтъ  и  Просдоцвио  пвсади  объ  аЬаси^±^ 
я  прибавдаетъ,  что  это  другими  словами  значить  а^^огшямв,  иди  араб- 
скаа  система  счисден1я.  Загдав1'е  сочннев1а  Просдоцнмо,  котораго 
Ваддисъ  не  звадъ,  подтверждаетъ  вподл'б  его  мв'Ьше. 

•••).  1Яогга  сгШса  йеХГ  оНдгпе^  ^^ап8ро^^о  е  рггт%  ргодгеззг  гп  ПЫга 
МГ  ЛгдеЪга.  Рагта,  1797,  2  Уо1.  1п~4^ 
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И»  вншеевазаннаго  ввдно,  что  у  хрнспааъ  въ  средше 
вФка  матешстчеешя  наукн  схагияеь  весьма  х€0(деяно  съ 
8-го  по  14-е  етод^тае:  сначала  были  заинствованн  у  Гре- 
кевъ  ш  перенееенн  Боещемъ,  Васс1одоромъ  и  Исидоромъ 
СевильсЕимъ  только  еа]шя  поверхностныя  повяпа,  оотохъ, 
въ  12-]гь  столФпи,  являются  настояпця  учёяыя  сочинешя, 
перенесенннл  явь  Испаши  и  переведенння  съ  1фабсваго  на 
латкнсшй  языкъ.  Но,  какъ  ввдно  И9ь  сказаннаго  нани  внше, 
число  таиихъ  сочиневой  било  весьма  ограниченно;  шх  встр^- 
тили  переводи  Евклида,  веодос1я,  Птолемея,  Адьгавена, 
Могахмеда-бевъ^Муза;  ват^мъ,  по  нЬкоторнмъ  м^Ьстамъ  Оп- 
тики Вителл1о,  ми  могли  только  догадываться,  что  ивв^стни 
были  коничесшя  с&чешя  Аполлошя,  но  не  могли  указать  ни 
на  одинъ  переводъ  этого  важиаго  сочинен1я,  и  еще  менАе 
на  переводы  Архимеда,  Герона,  Менелая,  Панна,  Серена) 
Провла.  Однако  нельзя  думать,  чтобы  сочинешя  этихъ  гре- 
чесвигь  геометровъ,  переведенная  много  разъ  на  арабскШ 
язнвФ,  не  проникли  къ  европеВскимъ  хриспанамъ  въ  12'-мъ 
и  13*нъ  стол^Ьт1яхъ  вм^ст^  еъ  элементами  Евклида.  И  датин- 
спе  переводы  в^Ьноторыхъ  нзь  нихъ  действительно  сущест* 
вуютъ  *^^).  Но  ихъ  р^Ьдкость  и  неизвестность  геометровъ, 
которые  ихъ  издавали,  или  которые  ими  пользовались,  до- 
казвваютъ,  что  эти  сочинешя  были  мало  известны  и  что 
математика  въ  концй  14-го  в^ка  была  еще  въ  детстве  срав- 
нительно съ  т^мъ  цвФтущимъ  состояшемъ,  какого  она  дос- 
тигала у  Грековъ  въ  первые  времена  АлександрШской  шко* 
лы  и  у  Арабовъ  въ  11 -мъ  стол^тхи  '^^). 


*")•  Прениущеотвевно  вь  рувовиси  королевской  бвблотевв»  озагхав* 
деяиоВ:  МаИКет(и%еа  (8прр1.  1а1.  Л|  49,  ш  (о1.).  Либрв  въ  НгзМге  (Ш 
$сгепсев  шсЛЫтсЛгдиев  еп  ИаЫе  Т.  I,  р.  265  даетъ  веречевь  сочвве- 
вЛу  8ак1ЮчающЕхсд  въ  этомъ  том!. 

*^)«  Должно  свааать  вообще,  что  ми  еще  сдишкомъ  вевожво  знаемъ 
средневековую  исторхю,  которая  до  снхъ  поръ  оставддлась  беъъ  вни- 
■А1ия,  тахъ  какъ  предметомъ  нзучешя,  со  времени  15"То  в!ка»  сдужи- 
да  яеклютателъно  гречесв1Я  литература  н  наука,  доетавляюпая  для 
навею  зкав1я  иоточянкн,  несраввенно  бох1е  богатые  содержашемъ. 


5)в8  ПРИММАЕШ. 

15-е  €тоАпт$е.  Въ  пятшцщатокъ  стол&тЫ,  которое  бнжо 
временехъ  вееобщаго  вовроакденш  наувь  и  иовуствъ  въ  Евро- 
пе, математнчески  наукк  подучндн  воввй  к  пдодотворннй 
толчокъ,  бистро  подготовивпой  велкше  усп&п,  должен- 
ствовавппе  совершиться  въ  сл^Ьдующемъ  в^юЬ.  Толчокъ 
вхотъ  вызванъ  бнлъ  знавомствомъ  съ  греческими  сочииет* 
ямиу  которнл  въ  первнй  разъ  начали  изучать  наазнкЪ  под- 
лввнивовъ  и  зат^^мъ  изготовлять  переводну  им^вше  назиа- 
чен1еиъ  ознакомить  съ  геометр1ею  Евклида,  Архимеда,  Апол- 
лония и  другихъ  великихъ  писателей  древности. 

Уже  зтя  нервно  шаги  представляютъ  значительняй  усп4№ 
въ  д^л^  изучетя  наукъ  и  ихъ  однихъ  было  бы  достаточно 
для  славы  15-го  стол1т1я.  Но  въ  то  же  время  снова  возбуж- 
денъ  былъ  еще  другой  влементъ,  въ  взв^ствомъ  смысле 
чуждый  греческой  наук%, — ^именно  индМская  алгебра»  оста- 
вавшаяся уже  300  лФтъ  въ  ЕвропЬ  безъ  значетя;  теперь 
показаны  были  ея  приложешя,  и  ваашость  ея  обнаружена 
въ  надлежащемъ  свЬ'Л.  Связь  ея  съ  геометр1ей,  указанная 
еще  Фвбовакки,  не  оставалась  теперь  только  безпяодпой 
идеей,  но  сд&ЕВлась  переходящимъ  въ  практику  принци- 
помъ.  Наконецъ  слав^  15-го  в%ка  содействовали  и  п&во- 
торыя  оригинальный  произведен1я  —  первые  плоды  гешя  и 
первыя  примФнетя  знан1й,  заимствованныхъ  у  Грековъ  и 
Арабовъ.  Къ  тому  же  въ  средипЬ  втого  в'Ька  изобретено 
киигопечаташе,  которое  послужило  могучимъ  посо(Ие11Ъ  для 
стремлен1й  человЬчесваго  духа,  встр<6чавшихъ  прежде  пре- 
ПЯТСТВ1Я  и  остановки  вслЪдств1е  редкости  и  недостатка 
рукописей.  Это  достопамятное '  открытхе  было,  можно  ска- 
зать, дополнешемъ  къ  другому  великому  событ1Ю  15-го  сто- 
^А^пя^ — къ  завоеватаю  Константинополя,  благодаря  которому 
Европа  получила  искуства,  литературу,  философш  и  науку 
древней  Грецш  "'). 


**^).  Меопс  друпа  со(№т1я  того  врбиенк,  какъ-то:  отврвт1е  А]1ерЕ- 
0,  инса  Доброй  Наже1Ю1,  Остъ-Индйн,  также  яомоми  тсовершенетво- 
вавш  астроном!*,  овтявв   и  теоиетр1в  я  сод^Ьйстзоваи   всеобщей  ун» 
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Сд^мшъ  жрюхИ  обюръ  гмнетрога,  которнмъ  мв  обя- 
заав  трвымн  работамк,  дредчашмющумд  начало  яашихъ 
успФжовъ  1ъ  нау|сф« 

Прежде  вебхъ  находимъ  Пурбаха  и  выше  всФ]№--бго  вна- 
мевяпго  учювха  Репоконташи 

Первый  Езв^Ьетевъ  преинуществеяно  какь  встрономъ  и 
какь  нцдатежь  ТЛеоггсае  ИаиШа/гит  '^*).  Это  сочннеше  бы^ 
ло  дродошБбшемъ  со1нвша  Сацм»  Боеко  о  сфер'Ь,  и  наава- 
идось  ди  довоиеша  Птодохеева  Альмагеста,  аоторвй  былъ 
7  Пурбаха  бевъ  вычнслешй  и  безъ  геонетрическихъ  доваза- 
тельбтвъ.  Влосл^схвхи  Пурбахъ  вачалъ  дереводь  геометри-' 
ческой  части  Алысагеста,  только  что  доставленной  въ  Евро- 
ду  кардвналомъ  Беесар1ономъ.  Переводъ  етотъ,  неокончен* 
вый  вслАдетв1е  равней  ем^ти  Пурбаха,  дродолжалъ  потомъ 
Рег1оыонтавъ;  овъ  былъ  изданъ  въ  1496  году  въ  Венецш, 
подъ  8аглав1емъ:  РМетаег  Мехапёггпг  авЬгопйточплт  рНпсг- 
р1в  ш  тадпшп  сола^гисИопет  Шогдп  РигЪаЫнг,  езпв(1ие 
ШсгриН  ^акаппг&  Ле  Ведшпоп(е  аФ<тот%еоп  ерОата.  Уе-^ 
пеЬш,  1496,  ш  1о1. 

Оба  ученые  переводчика  ввели  въ  тригонодетричесша  вы- 
чвслеяи  Птолонеа  стнусы  вместо  хардь^  что  сделано  было  так- 
же Альбатегшемъ  и  досл^  него  другими  арабскими  дясате- 

лямн;  но  они  удержали  выражеше  — : —  и  не  употребляли 

тангеавовъ,  введевнвхъ  въ  тригонометрш  еще  ва  500  Агъ 
Ибнъ-Юнисомъ  и  Абулъ-Вефой.  Вдосл^дств1и  Репомонтанъ 
самостоятельно  дошелъ  до  этого  и  составилъ  таблицы  тан- 
генсовъ,  изв'Ьстныя  додъ  именемъ  ТаЪи1а  (аесипЛа. 

Репомонтанъ  есть  одииъ  изъ  еам'Ьчателш'кйпшкъ  людей 
жь  яеторш  математики.  Объемъ  ев^д^Ья^й,  необыкновенная 

схмвиой  д^ательнооти  н  тону  оиьвону  двнженш,  которое  ко1учн1а 
жк  ту  аооху  научное  обраеошшае. 

*<•>  Сочш1е111е  ТАеогмое  Рктекипт  свачма  вапештаво  вь  Вене- 
Ш  въ  1488  году  1а  4^»  чреаъ  Ж  л^ть  доел*  омертн  автор1ц  яоол^ 
тою  оно.  очевь  чаем  деревечахнвамеь  ■  большею  чаош»  еъ  жониен-- 
таршш. 
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^I^пелъвйсп  ума  и  большое  чколо  со^квешй  мепвшютъ 
емотрФть  НА  него,  кажь  на  нетяннаго  воаобновнтеш  наукъ 
въ  Европе.  Произведеяоя  его  состоять,  сг  одной  етеронн, 
взъ  важнШшнхь  соанбЕнШ  велнкяхъ  геохетровг  Ажевсан- 
дрШской  школы  .  Бввлида,  ^жямеда,  Адоллошя,  Менелая  е 
^.  д.,  воторня  Регюхантанъ  п^>внй  нрочелъ  на  орщяяаль- 
номъ  авыкЬ  н  перевелъ  болАе  нравильно,  чйкъ  Арабн;  съ 
другой  сторонн,  оян  состоять  нвъ  еобственншъ  открвт1Й 
Репомовтана.  Между  дослАднимн  особенно  вакААтел^пь 
трактатъ  его  Ве  *папдиИ8  оттте^  ШН  дигпдие  (Нот- 
Ьег^.  1533,  1П  {о1.Х  представляюлцй  полное  ивложевае  пло- 
ской н  сферической  трвгонометрш.  ДнЬ  нерввя  кннгя  наз* 
вачевн  для  нрямоуголанвхъ  треугольанковъ;  въ  ннгь  мно- 
жество вадачъ,  являющихся  въ  первый  равъ.  ВЛ  они  ва- 
ключаются  въ  тонъ,  чтобы  по  тренъ  даннынъ  яастянъ  треу- 
гольника опред'Ьлить  остальняя«  Такъ  напрнмФръ,  въ  седь- 
мой задаче  второй  книги  дается  периметръ  и  два  уг  а  треу- 
гольника; въ  двенадцатой  вадач'Ь  той  же  книги  дается  осно- 
ваше,  высота  и  отношен1е  двухъ  другихь  сторонъ.  Репо- 
монтанъ  говоритъ,  ито  задача  эта  еще  нер^шюа  геокетри- 
ческвмъ  способонъ  *^^)*  И  онъ  при  втоиъ  прилагаетъ  алге- 


*^),  Чисто  геоиетрнчесхое  р4шев1е  этой  задачя  не  оредетавхяеп 
никакой  трудности  н  в  не  знаю,  почему  Репомонтанъ  считала  необ- 
т#динщнь  при0|жить  »д4сь  алгебру.  По  енысху  задачи  вершина  жре- 
уго1ьнива  яаходнтсд,  вопервнхъ,  ва  прямой  параиедьной  даяцвиу 
основашю  и  вовторыгь,  на  окружности,  представляющей  геометриче- 
ское и^сто  точекъ,  ра8стоав1я  воторнхъ  отъ  концовъ  основашя  нахо- 
дится  въ  данвомъ  отношеи1и  остальшихъ  сторонъ. 

Теореиа  вта  нивАстиа  бнха  древннмъ:  Пашъ  говорить,  что  она  ва- 
ходилаоь  во  второй  анягЪ  1юса  ркта  Адояяоик;  Евто|Цй  въ  вачаж! 
своего  хомментар1я  въ  воннчесвимъ  с^ченхяиъ  Анод10н1я  довавнваеп 
ее,  чтебн  рижааать  врим4Ьръ  %еометр%шеаж1тъ  мпеть^  унотребяявшвкся 
древними  ври  рФшен1н  'вадачъ.  Ее  накодшъ  также  въ  тршанавт 
4В^  гтлеттшг  Араба  Гаееана^еиъ^Хантеиа  (1ЛЬ.  I,  Ргор.  9).  7  но- 
^'Вакь  сща  аетрФчается  въ  шмшЛ  Ьфдава;  Ве  ргюрагИотЬиш  пшлего- 
гит,  шЫшт  «Со.  въ  еочивен1и  Авекеавдра  Ащерооиа  (ои.  врин.  Ш 
о  призма»);    въ  /Ммогм  е  4ето9Шпшот  ша^етаНАе  е1е.  Гвямяея 
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бру^  которую  Амявоетъ  огз  т  е{  евтив;  помучлп  уравве- 
ше  второй  степени,  онъ  оркбавдмть:  диоЛ  гв9Ш  ргсесер^а 
йгШ  е(ЛосЛип1  "^).  Отсюда  вядю,  что  Репомонтанъ  обда- 
дадъ  8ШШ1емъ  алгебрн,  которое  почерпнудъ  изъ  сочинеша 
Леонарда  иаъ  Пааы,  восаодьзовавшвсь  имъ  въ  бнтность  въ 
Итад1и,  ндн  изъ  переводовъ  адгебрн  Могахмеда-Бенъ-Муза; 
I  въ  втомъ  н^тъ  нечего  уднвитедьнаго,  потому  что  всеобъ- 
емдюпцй  и  ороницатедьный  умъ  Репомонтана  не  могъ  цро- 
пустить  безъ  внииаша  такого  ведикод'Ьпнаго  и  столь  полез- 
наго  открнтк,  составлающаго  самой  ц'1нннй  изъ  даровъ, 
долученвнхъ  нами  отъ  Арабовъ;  но  м'Ьсто  это  интересно 
т^мъ,  что  доказнваетъ  повсемЬстное  распространеше  знашя 
алгебраическихъ  правилъ  между  математиками  уже  въ  сре- 
дине 15-го  стол^^т1Я.  И  действительно,  Регхомонтанъ,  еамъ 
употреблявппй  часто  правила  тег  еЬ  сепвив,  пншетъ  въ  пясь- 
махъ  къ  астроному  Бланкину,  изданивхъ  знаменитвмъ  биб* 
л1ографомъ  Де-Мюромъ  (Ое  Мог)  "^,  что  онъ  увЪреяъ  въ 
глубокикъ   познашяхъ    Бланкина  объ  зтомъ  искусстве  '^*); 


(р.  39);  въ  Ьоса  р1апа  Аподлонхя,  возстяновденннхъ  Ферматонъ,  Шу- 
теномъ  н  А.  Сиисономъ.  Лежандръ  пом^^стилъ  ее  въ  Э1еиентарноВ 
геонетр1в. 

**^,  Пусхь  оснрваше  будетъ  20,  оерлеяднвудяръ  5  и  отношен1е  сто- 
ровъ  '/1—;  Репононтанъ,  прваявъ  за  вовзв^стное  разность  отр'1заовъ, 
образуемнхъ  оероендикуляромъ  на  основав1и,  приходить  иутемъ  гео- 
метрическвхъ  соображевхй  къ  уравненхю:  20  сепзиз  р1и8  2000  ае^иа^е8 
680  геЪиз^  т.-е.  20вг"-1-2000=г68а». 

Въ  23*11  задач!,  гд!  р^кчь  идегь  о  построен1и  треугольника,  когда 
даны  разность  двухъ  сторонъ,  васота  и  разность  отр'Ьзаовъ,  овред'Ь- 
лденнхъ  ею  на  основанш,  Рбгюмонтанъ  придагаетъ  также  правило  гег 
е^  еепвив.  Говоря  о  геонетрхв  Инд-ЬЙцевъ,  мы  упомянули,  что  задача 
8та  решена  въ  ^^^аVа^^  Баскарн. 

***).  Въ  первомъ  том^Ь  своего  сборника,  подъ  заглав1емъ:  МетагаЫ- 
На  ВШШНееаггип  риЬНеагит  Nо^^тЬ€^деп8^г^т  е^  ам^оегШаШ 
АШог1гпае.  КоптЪег^ае,  1786,  2  Уо1.  т-8^. 

*^.  Вей  пипс  еат  еЫдг  ^иат  VоЫ8  агЪигаг  ^атШаг%8$%тат^  рег 
аНет  рьМгеН  т  е^  сепзив  ^иой  дцаегФвОв  €Л$о1репЛ>,  р.  94  въ  пер- 
вомъ том!  вншеприведеняаго  сборника. 
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моть  посж^днй  дМетвительво  пошвуется  алгеброй  въсво- 
нхъ  опФпхь  Репомонтану. 

Въ  внигахъ  Ш,  1У  и  У  говорится  о  сфернческвхъ  треу- 
годьникахъ. 

Третья  книга  похоа&а  на  Зркаеггса  Менеяая;  четвертая 
содержитъ  полную  тригонометрио,  а  пятая— различный  вада- 
чв,  решенный  зд'Ьсь  въ  первый  равъ.  Особенно  зам^Ьчатель- 
но  предложен1е,  соотв-Ьтствующее  нзв^^стному  еще  Греканъ 
свойству  плоскаго  треугольника:  душ  большаго  круга^  д|ь* 
лящая  уголъ  при  вершиниь  сферическаго  треугольника  по- 
поламъ^  образуетъ  на  основами  два  отр1ьзка^  синусы  кото- 
рыхъ  относятся  между  собою  какъ  ашусы  прилеоюагцихь 
сторонг. 

Репомонтанъ  написалъ  сочинеше  о  практической  ариеме- 
твкЪ,  которое  онъ  назвалъ  АХдоНь-тиз  ЛетопвЬ-сЛиз.  Сочи- 
нен1е  это  напечатано  было  Шонеромъ,  подъ  заглавхемъ 
А1догИНтиз  йетоп8Ьга1и8\  Шонеръ  зам^нилъ  слово  аЦо- 
гишиз  словомъ  аЦогИктиз,  думая,  что  сочинеше  Репо- 
монтана,  найденное  имъ  въ  рукописи,  должно  было  полу- 
чить отъ  автора  на8вав1е  аХдогИктив^  которое,  по  его  сло-^ 
вамъ,  происходить  отъ  греческаго  арс^^лЬс  и  изменено  бы- 
ло  Сарацинами.  Такимъ  образомъ  Шонеръ  не  зналъ,  что 
уже  втечен1е  многихъ  стол1т1Й  словомъ  а1допвти$  означа- 
лась наша  система  счислешя  ^^\  какъ  это  видно  изъ  сочи* 
ненШ  Сакро  Боско,  Винцента  де-Бове  и  др.,  и  что  сл^до* 
вательно  Регюмонтанъ  употребилъ  это  названхе  съ  нам^ре- 
В1емъ.  Сочинен1е  это,  которое  кы  уже  много  разъ  им&ш 
случай  приводить,  замечательно  еще  по  одному  обстоятель- 
ству, о  которомъ  мы    до  сихъ  поръ  не  говорили:   въ  немъ^ 


^^).  Въ  старинной  статье,  публикованной  Кликтоаеемъ,  нодъ  з&па- 
шемъ:  ОриаеиХит  Ае  ргахь  питегогит^  дчой  а1дог%8тит  росами  н  ве 
иногихъ  другихъ,  оставшихся  въ  рухоонси  {кА  въ  библштек!  Св.  Же- 
невьевы  н  одна,  французская^  въ  библиотек!  арсенала),  юворитсв,  что 
слово  а1догг8ти8  нронсходнхъ  отъ  имени  философа  А1ди^л.  Но  дли 
нодобнаго  объяснешя  и^тъ  никакого  доказательстиа. 
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вх'Ьсто  чиселъ,  употреблявшихся  въ  то  время,  постоянно 
употребляются  буквы  и  эти  отвлеченные  знави,  составляю* 
пце  особенность  новой  матехативи,  прилагаются  даже  къ 
объяснетю  самой  числовой  системы  и  къ  доказательству 
правилъ  практической  ариеметиви.  Если  бы  смерть  не  по- 
хитила Рег1омонтана  въ  первомъ  перюд^  его  блестящей 
жизни,  то  ему  можетъ  быть  мы  были  бы  обязаны  великимъ 
открыпемъ  Вьета. 

Въ  вышсуказаннонъ  собраши  писемъ  находимъ  тригоно- 
метрнческое  р^шенхе  задачи:  построить  еписываемий  въ 
пругг  четыреугоАьникъ  по  даннымъ  четыремг  сторонамъ. 
Говоря  о  геометр1а  Инд'1»йцевъ,  мы  предложили  историче- 
сшя  зам'Ьчашя  объ  этой  задаче,  занимавшей  собою  мвогихъ 
геометровъ  16-го  стол^т1я. 

Не  будемъ  говорить  о  другихъ  сочиневхяхъ  Репомонтана, 
число  воторыхъ  весьма  значительно,  но  который  къ  несча- 
СТ1Ю  остались  большею  часпю  неизданными.  Перечень  ихъ 
можно  найти  во  многихъ  сочвнен1яхъ,  изъ  которыхъ  мы  ука- 
жемъ,  какъ  полн'Ьйш1я:  Шзиугга  таШвеоз  Геильброннера  и 
И%$и>г%а  а8{гопотгае  Вейдлера. 

Одинъ  взглядъ  на  этотъ  перечень  возбуждаетъ  удивлеше, 
т^мъ  бол'Ье,  что  авторъ  былъ.  похищенъ  смерпю  на  40-мъ 
году  своей  жизни,  что  онъ  впродолжеше  своего  кратковре- 
меннаго  существовав  1Я  занятъ  былъ  главнымъ  образомъ 
астрономическими  наблюдев1ями  и  вычислешями;  въ  теченхе 
тридцати  л^^тъ  вычислялъ  обширныя  эфемериды  и  притомъ 
въ  то  время,  когда  не  было  еще  пособхя  логариемовъ,  что 
онъ  наковецъ  былъ  искуснымъ  механикомъ  и  зав'Ьдывалъ 
типограф1ей:  все  это  удивляетъ  ид'Ьлаетъ  понятнымъ,  поче- 
му Рамусъ  ставилъ  его  на  ряду    съ  великими  гев1ямн  Гре- 

^').  КоггтЬегда  Ыт  ВедютсЫапо  (тиеЬоЛиг:  теЛЬетаОсг  гпс[е  еЬ 
8^ийп  е1  орегга  д1оггат  1ап1ат  а€^€р^а,  и^  ТагепЫт  АтсЬуЬа^  8уга- 
еивае  ЛгсЫтеску  ВгеапИит  РгоЫо,  А1ехапд>г%а  аезгЫо^  пап  ^ивНив 
диат  Л^оггтЪегда  Кед%отоп^апо  дХогъагг  ровви.  {8сНо1ге  тсЛЬетаО^ 
сае^  ПЪ.  2,  р.  62). 

Т,  УШ.  Отд.  П.  Вп.  Ш,  3 
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Кардинадъ  Николай  Буза,  сочнненхя  котораго  хотя  и  со 
держать  1шопе  промахи,  дишающхе  ихъ  въ  настоящее  вре- 
мя всякой  цФны,  лрияадяежалъ  тЪмъ  не  мен^е  къ  числу 
людей,  наиболее  способствовавшихъ  дЪду  возрогдешя  наукъ. 
Онъ  привиавалъ  ихъ  ваашость  и  распространяхь,  стремясь 
прим-Ьнить  ихъ  во  вс^хъ  своихъ  сочинешяхъ,  даже  въ  т^хъ, 
которыя  относились  къ  теолопи.  Въ  атомъ  онъ  сл'Ёдовалъ 
примеру,  показанному  за  полтора  в^Бка  передъ  тЪмъ  Брад* 
вардиномъ. 

О  Николае  Куза  упоминаютъ  между  прочимъ  по  поводу 
квадратуры  круга,  приписывая  ему  первому  мысль  равсма- 
тривать  кругъ,  катящ1йся.  по  пряной  лиши.  Въ  этой  нде^ 
думали  найти  первые  сл^ды  циклоиды  и  Валлисъ  стариса 
возвести  начало  это  кривой,  сделавшейся  столь  известною 
въ  17-мъ  стод%т1И|  до  Николая  Еузы,  упрекая  его  въ  тохъ, 
что  онъ  принялъ  ее  за  дугу  круга.  Но  въ  сочинен1яхъ  кар- 
динала ничто,  кажется,  не  указываетъ,  чтобы  онъ  им^Ьлъ  въ 
мысли  разсматривать  кривую,  образуемую  точкою  окружности, 
катящейся  по  прямой  лиши;  дуга,  которую  онъ  чертип, 
служить  только  для  опред^лешя  на  прямой  точки,  въ  кото- 
рую приходитъ  послЪ  ц^Ьлаго  оборота  круга  та  точка,  ко- 
торая первоначально  находилась  на  прямой.  Можно,  кажет- 
ся, думать,  что  начала  своего  построен1я  онъ  наше1ъ  пу- 
темъ  механичеекихъ  попытокъ  *^'). 


*^^).  Математически  сочинен1я  НиЕолая  Куза  составляютъ  третью 
часть  собран1я  его  сочпвевШ,  напечатаннаго  въ  Париж*!  въ  1514  I. 
ш  {о1.  п  въ  Базел^^  въ  1565  г.  1п  Го1.  Они  состоятъ  изъ  сл-Ьдующихъ 
статей:  1)  2>е  деотеЬггш  ЬгапзтиШгопгЬиз;  2)  Вс  агНЪтеЫсгз  етпр' 
ТетепИе;  8)  2>е  та(НетаНс($  сотр]1етепИ8;  4)  2>е  диайгаЬига  С1Г€х(И; 
5)  Ве  згпгЬиз  е1  еЬогйгв;  6)  Ве  ипа  гесН  си^V^^ие  тепзига;  7)  Со«;>- 
ХстепЫт  ИгеоХод'юит  (гдигаЬит  гп  сотрХетепЫз  та^ЫтаНш;  8}  1к 
таЬЬешаИса  рег^есОопе;  9)  ВерагаНо  саХепйагИ;  10)  Соггес1го1аЬи1а' 
гит  АЩп8%;  11)  А1га  ^иаейат  ех  &аиг1со  т  Сизат  оф'бс^а. 

Большая  часть  втихъ  сочинешй  относятся  къ  квадратур']^  круга,  ко- 
торою Нпиолай  Буза  занимался,  кажется,  постоянно.  Въ  хвпг^  Веша- 
аНетаЫсгв  сотрХетепЫз  авторъ  гово 2)1:1  ь  о  воническихъ  с^^чешяхъ  н 
показываетъ  построеше  ихъ  на  плоскости. 
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Еардиаалъ  Буза  вваменитъ  въ  исторхи  т^мъ,  что  онъ 
призналъ  начала  Платоновой  философхи,  и  еще  бол^е  т'Ьмъ, 
-что  первый  возобновилъ  учен1е  Пиеагора  о  двигев1я  век- 
лн  во]фугъ  солнца, — ученхе  съ  тавимъ  усп^хокъ  повторен- 
ное впосл^дств1и  Еоперникомъ  и  Галилеенъ. 

15-е  столЬт1е  представляетъ  намъ  двухъ  знаненитыхъ  ги- 
вописцевъ  Альбрехта  Дюрера  и  Леонардо-да-Вянчи,  кото- 
рые должны  быть  причислены  также  къ  числу  учен^^йшнхъ 
геометровъ  своего  времени.  Первый  изъ  ннхъ  ваписалъ  со- 
чинеше  по  геометрхи  для  архитекторовъ  н  живописцевъ. 
Первоначально  оно  было  написано  по-н'1мецки,  потомъ 
позднее  издано  на  латинскомъ  азык'Ь,  подъ  сл'Ьдуюп^инъ 
даглав1енъ,  указывающимъ  предметъ  сочинеша:  ХпзШиНаппт 
деотеЬггсатш  ИЪгг  ^иаЬиог,  ^и^гоив  Ыпеаз^  зирег/гсгез  е1 
воШа  са-рога  На  ^^ас^аV^Ь,  иЬ  поп  шаЬЪезеоз  вЫиш  вЬийго* 
5*5,  8е^  €1  ргс(оггЬи8у  /аЪггз  аегагггз  ас  КдпагИз,  1аргЫсИ8, 
зШиагш  е1  ипгьегт  Летит  ^иг  сггсгпо,  дпотапе^  1гЬе11а^ 
аи1  Шщиг  сеНа  тепзига  орега  зиа  ехатгпап(,  зШ  вимте 
иШез  е1  песеззагги 

Въ  первой  квиг'Ь  Альбрехтъ  Дюреръ  показываетъ  способы 
черчешя  различныхъ  кривыхъ  лиши;  тутъ  мы  находимъ  ино.- 
пя  спирал ьвыя  лиши:  плосв1я,  цилиндричеек1я,  сферическ1я 
н  коничесшя;  черчеше  эллипса  посредствонъ  удлиннен1я 
ординатъ  круга  въ  постоянномъ  отношеши,  или,  равсматри- 
ваа  его  какъ  с^чен1е  пряиаго  конуса,  который  авторъ  на- 
зываетъ  пирамидой;  также  показаны  способы  черчен1я  двухъ 
другихъ  коническихъ  с^^ченШ,  гиперболы  и  параболы.  Это 
сочвнеше  одно  изъ  самыхъ  древнихъ,  въ  которыхъ  говорит- 
ся о  коническихъ  с^чешяхъ. 

Въ  первой  же  книг']^  находимъ  черчеше  по  точкамъ  эпи- 
циклоиды, образуемой  точкою^  взятою  въ  плоскости  круга, 
катящагося  по  неподвижной  окружности. 

Во  второй  книг*!  заключается  вписыванхе  въ  кругъ  мно- 
гоугольниковъ  и, различный  правильныя  фигуры,  составлен- 
ныя  изъ  дугъ  круга;  цотомъ  квадратура  круга  и  способъ  для 

3* 
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наполнена  плоской  фнгурн  различными  миогоуголЕ^нмками; 
звФздчатнхъ  же  нногоугольниковъ  зд'бсь  ненаходимъ.  Изло* 
живъ  построев1е  вписаннаго  въ  кругъ  пятиугольнвва,  вахо* 
дящееся  въ  первой  шигЬ  Альмагеста  Птоломея,  Дюреръ 
показываетъ  способъ  построить  правильный  пятиугольвнкъ 
по  данной  сторон'Ь;  построеше  это  замечательно  т^мъ,  что 
оно  выполняется  однимъ  отберст1емъ  циркуля;  но  оно  толь- 
ко приблизительное  и  фигура^  получившая  названье  пяпме- 
угольника  Дюрера^  ии'^етъ  не  всЬ  углы  равные  '*^),  какъ  ато 
въ  сл^дующемъ  столЪтхи  доказа.7И  ^.  Вар1;.  де  ВепедхсПб  *^^) 
и  Клав1й  '^°).  Построев1е  Дюрера,  благодаря  своей  просто- 
тЬ^  употребляется  впрочемъ  большинствонъ  архитекторовъ. 

Въ  третьей  внигЬ  говорится  о  тФлахъ,  о  колоннахъ  и  пи" 
рамидахъ  различной  форыы  и  о  лишяхъ  наэтихъ  поверхио- 
стяхъ,  употребляемыхъ  въ  искусстве;  потомъ  о  построен)! 
соднечныхъ  часовъ  и  о  черчеши  буквъ  алфавита. 

Въ  пятой  книге  авторъ  даетъ  описаше  пяти  правильвнгь 
т^лъ  и  многихъ  другихъ,  составленныхъ  изъ  правильвыхъ, 
но  не  равныхъ  меакду  собою,  нногоугольниковъ,  въ  род^ 
тринадцати  полуправильныхъ  гблъ  Архимеда.  Зат^мъ  иахо- 
димъ  несколько  р'Ьшен1й  задачи  объ  удвоенш  куба  и  нако- 
вецъ  излоаен1е  перспективы,  гдЪ  авторъ  придуиываетъ  пер- 
вый известный  инструментъ  для  механическаго  черчешя 
перспективы  на  стек.!^,  или  на  прозрачномъ  полотне.  По 
этому  именно  поводу  сочиненхе  Дюрера  обыкновенно  и  упо- 
минается въ  исторхи  математики. 

Леонардо-да-Винчи,  одинъ  изъ  величаВшихъ  художнпковъ 
Итал1и,  принадлежал ъ  къ  числу  тЪхъ  р^дкихъ  гешевъ»  ко- 
торые  съ  одинаковою  легкостью  работаютъ   во  вс^хъ  обла- 


*^).  Въ  правильнохъ  пятиугольнпк^  каждый  угогь  равенъ  108*;  въ 
пятиугольниБ^  же  Альбрехта  Дюрера  два  угла^  107*2^;  дртпе 
два  =  108^22',  а  пятый  =  109*12'. 

*^).  ^^Vе^за^ит  8рееиШ^опитта^^е1паНса^ит€^рКу$гса^ит^^Ье^. 
Тигш,  1586,  ш  1Го1. 

**•).  &ейте^г%а  ргасИса,  НЬ.  ТШ,  ргор.  29. 
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€тяхъ  челов&ческаго  8нан1Я,  такъ  что  въ  истор1и  каждой 
нзъ  нихъ  имя  ихъ  находить  себ^  и^сто.  Онъ  въ  особенно- 
сти занимался  математикой  и  науками,  отъ  нея  зависящими, 
какъ  то:  физикой,  рац10нальной  и  практической  механикой, 
гидростатикой,  музыкой  и  т.  д.  въ  томъ  уб^ядеши,  какъ 
говорить  онъ,  что  игьтъ  никакой  достовгьриости  въ  тгьхъ 
наукахъ^  къ  которымъ,  хотя  въ  нгькоторихь  частяхъ,  не 
прилагается  математика^  или  которыя  какимъ  нибудь 
образомъ  отъ  нея  не  зависятъ.  Это — истина,  которая  и  въ 
наши  дни  еще  сдишкомъ  мало  сознана,  не  смотря  на  успе- 
хи, сделанные  челов^ческимь  разумомъ  въ  течеши  трехь 
стод^Ьт1й« 

ПослЪ  Леонардо -да-Вин4и  осталось  много  рукописей,  въ 
которнхъ  ра8с&1ны  его  новня  воззр&н1я  и  размышдешя  о 
различныхъ  отд^лахъ  математическихъ  наукъ;  но  записки 
эти  Бъ  несчастш  до  снхъ  порь  еще  не  разобраны  и  остают- 
ся забытыми,  не  принося  никакого  плода.  Болонскхй  профес- 
соръ  Вентури  хот^лъ  издать  важн']&йшую  часть  ихъ,  относящу- 
юся въ  тремь  отд'бламъ:  къ  механик^^,  гидравлике  и  опти- 
ке; но  кь  сожалФшю  предпр1ят1е  эхо  осталось  безъ  испол- 
нешя.  Мы  обязаны  Вентури  только  н'Ькоторыми  отрывками 
изъ  физико-математическахъ  сочиненШ  Леонара-да-Винчи  ^^^). 
Изъ  перваго,  носящаго  заглав1е:  О  паденги  тяжелыхъ  тгьлъ 
въ  соединенги  съ  вращенгемг  землщ  видно,  что  знаменитый 
художникъ  признавалъ  движете  земли,— мысль,  высказанную 
за  несколько  л^тъ  прежде  Николаемь  Куза,  сочинен1я  кото- 
раго  впрочемь  не  могли  еще  быть  взв'Ьстны. 

Мы  не  будемь  распространяться  дал^е  о  физико-матема- 
тическихъ  работахъ  Леонардо-да-Винчи.  Но  мы  должны  упо- 
мянуть здЪсь  объ  одномь  его  изобр'1тенш  въ  механике,  су- 
щественно касающемся  геометрхи,  въ  которомь  мы  видимь 
первый  зародыпгь  теор1И;  очень  мало  разработанной  въ  по- 
сл'Ьдствш,  но  т^мъ  не  менЬе  достойной  внимашя  геометровь. 


*^^.  Еззаг  виг  1ез  оиV^аде6  рНу8гсо^та^Н^таЫ^ие8  йе  Ьеопагй   е2а 
У%пс%^  а^ес  ^гадтепз  Нгёз  Ле  ве$  тапивсгИз,  Папе,  ап  V,  т— 4®. 
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Мы  говоримъ  о  товарномъ  ставке  для  выд&1ки  оваловъ, 
из(>бр'Ьтен1е  котораго  приписнваетъ  Леовардо-да-Винш  7^16- 
никъ  его  Ломавзо  въ  сл^дующихъ  словахъ:  ^^Винчи  быль 
также  изобрпзтателемъ  станка  для  оеалоеъ^  удивительна^ 
го  снаряда^  употребленгю  котораго  одинь  ученикь  МеЫ 
научилъ  Дениса,  брата  Маджгоре,  и  этотъ  въ  настоящее 
вермя  пользуется  имъ  съ  больщимъ  искусствомъ. "  (Ьотагго, 
Тга1Шо  ЛеНа  РШита^  р.  17). 

Намъ  кажется,  что  стянокъ  для  оваловъ,  мало  обращав- 
ши на  себя  внинаше  геометровъ,  тавъ  какъ  для  него  нЪтъ 
никакой  иатематическоВ  теор1в,  основывается  на  совершен- 
но новой  идсЬ  объ  образовашн  кривыхъ,  и  эта  идея  должна 
вести  кь  вовымъ  геометрнческимъ  изсл'Ьдовашямъ. 

До  сихъ  поръ  образоваше  кривыхъ  основывалось  на  томъ^ 
что  онЪ  чертились  подвижннмъ  остр1емъ  на  неподвижной 
плоскости.  Винчи  проиввелъ  черчен1е  обратнммъ  образонъ, 
т.  е.  посредствомъ  неподвижнаго  остр1Я,  отм'Ьчающаго  ли- 
тю  на  движущейся  плоскости:  это  и  происходить  въ  стан- 
ке, служащемъ  для  выд^лкн  эллипса. 

Какое  же  должно  сообщить  движете  плоскости,  чтобы 
получить  эллипсъ?  Такой  вопросъ  долженъ  былъ  предложить 
себ']^  ЛеонардО'Да-Винчи.  Вопросъ  этотъ,  какъ  мы  видимъ, 
совершенно  новаго  рода;  и  знаменитый  живописецъ  дзъ 
безчисленнаго  множества  возможныхъ  р^шетй  съум^лъ 
найти  безспорно  самое  простое:  оно  сводится  къ  тому,  что 
подвижная  плоскость  получаетъ  такое  движете,  при  кото- 
ромъ  стороны  угла  постоянной  величины  скользятъ  по  двумъ 
неподвижнымъ  точкамъ.  Для  исторш  науки  было  бы  любо- 
пытно знать  т*  геометричесюя  соображешя,  которыя  приво 
ли  къ  этому  прекрасному  результату. 

Несмотря  на  интересъ,  который  должна  бы  возбудить  эта 
задача,  какъ  повое  и  общее  средство  черчетя  кривыхъ,  не 
только  для  искуствъ,  но  и  для  чисто  геометрическяхъ  изы- 
скав1Й,— она  до  сихъ  поръ  почти  не  подвинута  впередъ.  Ми 
полагаемъ,  если  только  наши  историчеешя  изсл^Бдованхя  объ. 
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атомъ  ве  вводатъ  наеъ  въ  ошибку,  ^то  одннъ  только  гео- 
метръ,  внаменитый  Блеро,  обратилъ  на  нее  внимаше  и  про- 
челъ  объ  этомъ  предмете  мемуаръ  въ  1740  году  въ  АЕаден1и 
Наукъ.  Укававъ  на  этотъ  новый  способъ  черчен1я  кривыхъ  и 
приведя  единственный  известный  примФръ,  т.«е.  станокъ  для 
оваловъ»  Блеро  говоритъ,  что  сначала  онъ  предполагалъ, 
что  образуемая  похощш  станка  кривая  должна  быть  круге* 
вою  конхоидой,  но  потомъ  вскоре  убедился,  что  она  есть 
настояпцй  эллипсъ  Аполлон1Я.  Потомъ  онъ  д'1лаетъ  два 
придожешя  новаго  способа.  Въ  первомъ  изъ  нихъ  предпо- 
дагаетеяу  что  кругъ  катится  попрямей,  авовторомъ— кругъ 
же  по  другому  кругу.  Неподвижное  острхе  чертитъ  на  пло- 
скости ватящагося  круга  кривую  и  Блеро  ищетъ  ея  урав* 
неше.  Р^шенхе  его  чисто  аналитическое  и  полученныя  инь 
уравнен1я  содержатъ  даже  интегращи,  который  до  сихъ  поръ 
не  выполнены.  Въ  единственномъ  только  случае  интегралы 
исиезаютъ  и  получается  Архимедова  спираль. 

Въ  геометрическомъ  отношевхи  задача  оставлена  Блеро 
незатронутой;  т.-е.  разныя  геометричесшя  свойства  этого 
способа  черчен1я  кривыхъ,  отношеше  его  къ  обыкновенному 
способу  черчешя  посредствомъ  подвижнаго  остр1я  и  сред- 
ства заменять  одно  построеще  другимъ,  для  получен1я  одной 
и  той  же  кривой, — все  это  еще  новые  вопросы. 

Намъ  кажется,  что  вопросы  эти,  какъ  въ  теоретическомъ 
отношеши,  такъ  и  по  прим'Ьнимости  ихъ  къ  искусствамъ, 
заслуживаютъ  ваучнаго  изсл^Бдовав1я.  Мы  возвратимся  къ 
этому  въ  другомъ  сочинешя.  Теперь  же  сошлемся  на  При- 
м^чаше  ХХХ1У,  въ  которомъ  изложены  н^которыя  подроб- 
ности этой  теор1и,  представляющей  весьма  замечательный 
примФръ  двойствеиносшиу  и  ограничимся  замечав  1емъ,  что 
ивъ  этой  теорш,  бевъ  всякихъ  вычислен1й,  оказывается,  что 
кривыя,  для  которыхъ  Блеро  нашелъ  столь  сложное  алге- 
браическое выражеше, — такъ  что  онъ  могъ  опред'Ьлить  свой- 
ства только  одной  изъ  нихъ,  именно  Архимедовой  спирали, — 
суть  просто    эпициклоиды.  ОднЪ    изъ  нихъ  могутъ  описы- 
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ватьсл  подвижною  точкой,  нензк^&вяемо  соедвн^ой  еь 
прямою,  катящеюся  по  окружности;  друпя  описываются 
точкою  въ  плоскости  круга,  катящагося  по  неподважноку 
кругу. 

Вернеръ  не  быдъ  писатель  столь  же  обширпаго  и  плодо- 
витаго  ума,  какъ  Леонардъ*да-Винчи  и  Репомонтанъ, — эти 
два  названные  наня  велише  человека  15-го  стол'Ьпя.  Но  въ 
качеств']^  только  простаго  геометра  онъ  долженъ  быть  по- 
м^щенъ  непосредственно  послЪ  Рег10монтана.  Сочиненгя  его 
не  представляютъ  подражашй  или  воспроивведешй  грече* 
скяхъ  творешй,  какъ-  это  обыкновенно  бывало  въ  первое 
время  водрождешя  наукъ;  напротивъ,--дто  плоды  собствен- 
ны\ъ  идей  автора;  они  носятъ  на  себ^  отпечатокъ  оригиналь- 
ности и  обнаруживаютъ  вам']^чательнаго  и  основательнаго 
геометра. 

Въ  квиг^,  напечатанной  въ  1522  году,  Вернеръ  говорить 
о  коническихъ  сЪчешяхъ,  о  удвоеши  куба  и  о  задаче  Архи- 
меда: разделить  шаръ  плоскостью  на  дв%  части  въ  даннонъ 
отношенш  ^^').  Четвертая  часть  книги  посвящена  астроно- 
мш  ^^^).  Въ  третьей  эпох'Ь  мы  уже  говорили  о  небольшомъ 
его  сочйневш  о  коническихъ  с^ченхяхъ,  которое  замечательно 
нетолько  тЪмъ,  что  первое  явилось  въ  Европе,  но  еще 
тЪмъ,  что  основано  на  способ'^,  отличающемся  отъ  способа 
древнихъ.  Вернеръ  разсматриваетъ  коничесюа  сЬчешя  на 
конусЬ,  пользуясь  свойствами  этой  поверхности  для  вывода 
очень  легвимъ  способомъ  свойствъ  кривыхъ  лвшй.  Это  ра- 


^^^).  ЁВТ0Ц1Й  въ  коимеитар!^  на  вторую  квигу  о  шарЪ  п  цвлиндр'Ь 
приводить  решены  этой  задачи,  данння  Д!онис11дорокъ  и  Д1оклесонъ. 

**•).  Ь^ЪеИив  зирег  шдгпИ  с1иоЪиз  е1€тепШ  с(тгс^8,^Соштеп^а^^и$, 
зеи  рагарНгазИса  епаггаНо  гп  ипйесгт  тойов  соп/гс1епЛ1  е^из  ргоЫе- 
тШз  диой  сиЫ  с^ирИсаНо  сИсИгиг, — СоттепШю  гп  ВитузШгг  рго^ 
Ыета,  дт  йаЬа  зрЬиега  р1апо  зг^Ь  ^а1а  гаНопе  зессЛиг.  АНиз  тоЛиз 
Ыепь  ргоЫета  соп/лЫепсИ  аЬ  еойет  Тегпего  поVгзз^те  сотреНиз,  йе« 
топз^гаШздие. — Ве  тоЫ  осШрае  зрКаегае  ^^€^с^а^и8  йио^  и1  е1  зит- 
тагга  епаггаНо  1Ьеог1сае  тоЫз  осЫгае  зрЬагае.   КогхтЪег^ае,  1522, 
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цюнальный  црхемъ,  который  черезъ  50  л^тъ  посл^  этого 
употреблялся  Мавроликомъ  и  на  Еоторомъ  потомъ  основа* 
ЕЫ  бнлн  работы  Деварга,  Паскаля  и  Де-Лагира. 

Вернеръ  написалъ  еще  много  другихъ  сочиневШ,  которыя 
не  были  нвданы*  Геильбронверъ  перечнсляетъ  ихъ  въ  своей 
исторш  математики  (стр.  515).  Между  ними  находимъ  со- 
чинеше  о  сферическихъ  треугольникахъ  въ  пяти  книгахъ  и 
статью  о  нрнложешлхъ  тригонометр1и  къ  астроном1и  и  гео- 
граф1в;  потомъ  статью  объ  ариеметивЪ  и  гномовик^^  и  со- 
чинеше:  ТгасШиз  гевоХиШггАв  диг  ргоре  рвЛгзедииз  ехгзШ 
ИЬггз  Ваиугипь  ЕисШгз^  которое,  судя  по  заглавш,  должно 
кажется  относиться  къ  геометрическому  анализу  древнихъ. 
Можетъ  быть  оно,  составляя  продолжеше  ЬаЬа  Евклида^ 
содержало  н^что  въ  род']^  поривмъ  (см.  наше  мн-бше  объ 
дтомъ  въ  Прим^чанш  Ш).  Мы  очень  желали  бы  имЪть  воз- 
вожность  изучить  это  сочннеше  Вернера. 

Намъ  остается  еще  говорить  о  Лук^  Пачхоли,  изв'Ьстномъ 
вообще  подъ  именемъ  Луки  Бурго.  Главное  сочннеше  его 
относится  къ  концу  15-го  стол'Ьтхя  и  на  него  можно  смо- 
треть, какъ  на  начало  итальянской  школы,  изъ  которой  про- 
взошли  Еарданъ  и  Тарталеа  и  которая  такъ  могущественно 
содействовала  выработке  новой  формы,  принятой  математи- 
кою со  времени  еа  возрожден1я  и  проистекшей  отъ  соеди- 
нен1я  индийской  алгебры  съ  геометрхею  грековъ.  Сочиненхе 
это  есть:  8ишта  йе  АгИкшеИсау  ОеотеЫа^  РгорогИот  е 
РгорогЫопаШа.  Ода  было  напечатано  въ  первый  разъ  Ра^а- 
шпо  с1е  Ра^апииа  изъ  Бресчш  въ  1494-мъ  и  потомъ  еще 
разъ  въ  1523  году.  Мы  уже  часто  им^ли  случай  упоминать 
объ  этомъ  сочиненш  и  указывать  на  вл1ян1е,  которое  оно 
вм^ло  на  обновлеше  науки;  поэтому  зд^сь  мы  ограничимся 
краткнмъ  разборомъ  содержашя  его;  мы  не  сд^^лали  бы  и 
дтого,  если  бы  сочннеше  это  было  бол'Ье  известно  и  не  такъ 
рфдко. 

Оно  распадается  на  дв%  главный  части:  первая,  относяща- 
яся къ  наукЪ  исчислешй^  обнимаетъ  ариеметику  и  алгебру; 
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во  второй  говорится  о  геонетрш.  Авторъ  докавнваетъ,  фго 
пособ1емъ  при  составлеши  его  сочинен1я  служили  ему  сочи- 
нешл:  Евклида,  Боэщя,  Леонарда  изъ  Пизы,  Дааордано  Бь 
адшо  ивъ  Пармы,  Сакро  Боско  и  Просдотамо  изь  Падуи. 

Первая  часть  есть  полное  излоакен1е  теоретической  арие- 
метики,  разсматривающей  свойства  чиселъ,  и  практической 
ариеметики. 

Теоретическая  ариеметика  въ  такомъ  же  родЪ,  какъ  сочи- 
нен1я  Никомаха,  Теона,  Бо9ц!я  и  1ордава  Неморар1я.  Но  она 
оканчивается  статьею  о  квадратныхъ  числахъ,  которой  н^тъ 
въ  этихъ  сочинев]яхъ  и  которая  въ  высшей  степени  заме- 
чательна. Это  рядъ  задачъ,  относимыхъ  въ  настоящее  время 
къ  неопределенному  анализу  2-й  степени.  Лука  Бурго  даехъ 
решетя  ихЪ|  но  безъ  доказательствъ;  онъ  говорить,  что  за- 
имствовалъ  ихъ  изъ  сочинешя  о  квадратныхъ  числахъ  Лео- 
нарда изъ  Пизы,  где  они  доказаны  по^редствомъ  геометри- 
ческихь  соображенгй  и  на  чершежахъ.  Решев1я  эти,  особенно 
те  изъ  нихъ,  который  относятся  къ  уравненш  х*'^^=^Ау 
отличаются  отъ  решен1й  Д1офанта  и  одинаковы  съ  т^ми,  ко- 
торый находятся  въ  индейскихъ  сочинешяхъ  и  который  въ 
последнемъ  столет1и  даны  были  Эйлеромъ,  какъ  мы  уже  го- 
ворили это  по  поводу  геометр1и  Брамегупты. 

Практическая  ариеметика  начинается  изложешемъ  системы 
счислешя/  9 первые  изобретатели  которой^,  говорить  Лука 
Бурго,  9  по  мнен1ю  однихъ  были  Арабы,  отчего  и  саиое  вс- 
скусство  это  получило  назвавхе  аЪасо,  означающее  сокращен- 
но е1  тиоЛо  агаЫсо;  друг1е  же  *,  прибавляетъ  онъ,  „  произ- 
водятъ  это  слово  отъ  греческаго*  "^).  Здесь  находимъ    да- 


>■>)  Это  м']Бсто  показываетъ,  что  ухе  во  время  Луки  Бурго  происхо- 
хдеше  нашей  свстемы  счпслен1я  яе  было  достоверно  известно.  Зна- 
чеше,  которое  мы  придали  слову  аЬасив,  употребляемому  Во8Ц1ем1^» 
позволяетъ  намъ  допустить  второе  предположев1е  Луки  Бурго,  т.-е.  при- 
знавать его  взятнмъ  съ  греческаго  язнгка.  Но  какъ  бы  то  ви  бнло,  это 
м^сто  должно  принимать  въ  соображен1е  при  изсл'1довав1Яхъ  о  проис- 
хождети  вашей  системн  счисления. 
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Ае  четвре  основныя  д'Ьйствгя  ариеыетики  ^^%  тбор]ю  про* 
грессШ  и  навлечете  квадратныхъ  и  кубячннхъ  корней  арие- 
хетияески  и  геонетрически;  пото][ъ  вычислешя  съ  дробями; 
тройное  правило;  герт1а  6181,  которое  авторъ,  следуя  Лео- 
нарду И8ъ  Пизы  называетъ  гева1а  Не1са(аут1  и  приписываетъ 
АрабамЪу  къ  которымъ  впрочеиъ  оно  перешло  отъ  ИндЪй* 
цевъ;  наконець  -  коммерческую  ариеметику,  которая  наложена 
съ  большимъ  числомъ  задачъ  и  прим^ровъ.  Этой  первой  ча- 
сти подраясалн  въ  начале  16-го  стол^т]я  многхе  в'Ьмецв1е 
пяеатели. 

Переходя  къ  алгебр-б  {ВгзНпсНо  0€^аVа),  Лука  Бурго  раз- 
снатриваетъ  ее  какъ  часть  науки  объ  исчислевояхъ,  наиболее 
полезную  для  ариеметики  и  для  геометр1и.  Онъ  говорить, 
что  ее  по  большей  части  называютъ  Аг^е  таддгоге,  или  пра- 
вяломъ  Лг  Созау  или  ЛХдеЬга  е  А1шис(А(йа.  Такъ  какъ  со- 
Ч1нев1е  Луки  Бурго  было  первое  напечатанное  сочи нете  по 
алгебре  и  такъ  какъ  обыкновенно  полагаютъ,  что  черезъ 
него  геометры  познакомились  съ  этой  наукой,  то  весьма  ва- 
жно заметить,  что  Лука  Бурго  не  представляетъ  алгебру, 
какъ  новое  искусство,  но  какъ  вещь,  съ  давнихъ  поръ  ыАжь 
изв'1стную  {(Хе1  Vи^до)^  Это  согласно  съ  зам'^Бчатемъ,  которое 
1н  сделали,  когда  давали  отчетъ  о  сочинен1и  Рег1омонтана, 
который  говорить   объ  алгебр'Ь  также,  какъ  о  способ'Ьд  на- 


^")  Для  каждаго  дМствха  авторъ  даетъ  н^^скольво  различныхъ  спо- 
собовъ.  Между  способами  умножешя  изложенъ  ивд^6се1й  пр1е11ъ,  ува- 
занвнй  Гаяезой  въ  вомментар!^  въ  Лядавати  Басварн;  онъ  состонтъ 
въ  тонъ,  что  умножая  важдую  цифру  множимаго  на  важдую  цифру 
пожитеяЯу  пишутъ  единицы  и  десятви  произведетя  отдельно  въ  про- 
тивоположныхъ  углахъ  ввадратнаго  поля.  Этотъ  остроунинй  прхенъ,  на 
которомъ  основывается  способъ  Неперовыхъ  столбг^оеъ,  быгь  кажется, 
увотребателенъ  въ  среднхе  в^ва  и  въ  16-нъ  в^^в^,  потому  что  мы  на- 
хощнъ  его  во  мнотихъ  рувописяхъ  (№  7378  А  и  7852  рувЬписей  па- 
рвгсвой  королевсвой  библютеви)  и  во  многихъ  печатныхъ  сочииен1яхъ, 
вапр.  въ  Сатрепсиит  с1е  1о  аЪасо  Пелдооа,  въ  АгШипе^гса  ргасНеа 
Ороищя  Фиве,  въ  АгШтеИса  ргаеЫеа  Певерона  и  въ  8сЬо1ае  тсЛКе* 
^мАгсае  Рамуса.  Либри  нашелъ  его  также  въ  одномъ  витаЙсвомъ  сочн« 
Н€и1и.   {ШзЬогге  (?ев  зсгепсеа  пкикётаНдиез  еп  НаМе,  I.  I,  р.  341). 
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ходившемся  во  всеобщемъ  употребденш  у  геометуовъ.  От- 
сюда сл^дуетъ  ваключитЬу  что  алгебра  непрерывно  разрабо- 
тывадась,  начиная  съ  13-гостод^т1я,ЕОгда  она  перенесена  была 
въ  Европу,  благодаря  Фибонакки  *'*)  н  появившимся  въ  то 
время  переводамъ  сочинешя  Могаммеда-бенъ<рМуза. 

Лука  Бурго  докавываетъ  прежде  всего  правило  анаковъ, 
поЕазываетъ  ариеметичесшя  дМстидя  надъ  нррацюнальшшЕ 
величинами  и  докавнваетъ  большую  часть  предлоаенИ  10-й 
книги  длементовъ  Евклида,  заключающей  въ  себ*]^  обппрную 
теорш  этихъ  количествъ.  Потомъ  онъ  переходить  къ  урав- 
нешямъ  второй  степени,  при  чеиъ  различаетъ  три  слушг, 
какъ  мы  уже  8ам']&тили  это,  говоря  объ  алгебр'Ь  Могаммеда- 
бенъ-Муза.  Онъ  зам'Ьчаетъ,  что  къ  этимъ  уравнешнмъ  при- 
водятся мнопя  друг]я  высшихъ  степеней.  Разсматривая  ура- 
внен1я,  содержащ1Я  неизв'Ьстную  величину,  ея  квадратъ  и 
четвертую  степень,  онъ  различаетъ  восемь  случаевъ,  кото- 
рые  при  нашемъ  обозначевж  выразятся  такъ: 

х^=ах  а:*-*-а  =Ъх* 

х^-^ах^=Ъх      а*=а-*-Ьд;'  "*). 


^^)  Мы  сопашаемсд  съ  общепринятымъ  хн^^нхемъ,  повторяя,  что 
Фнбонавкн  первый  ввелъ  въ  Европу  алгебру  въ  начал]^  13-го  сто1%- 
Т1я;  но  мы  гЬмъ  не  иен'Ье  думаеиъ,  что  по  крайней  юЬр^  за  стол^т^е 
ухе  существовали  некоторый  знангя  изъ  этой  науки;  такое  мн^пе  ин 
основнваеиъ  на  вышеупоиянутоиъ  факт^,  что  1оаннь  (Н18ра1епв18)  на- 
нисалъ  въ  12-иъ  в^к^  сочивеше  объ  ариеметик^,  подъ  заглавхенъ:  А1дО' 
ггвтиз,  прнсоединивъ  къ  нему  р^^шен^е  уравнен1Й  второй  стеденк,  из* 
влеченное,  какъ  онъ  говорить,  изъ  книги  Ве  в-ёЬга  е1  МисаЬаЫ. 

^*)  Лука  Бурго  выговариваетъ  свои  уравнешя  обывновеннымп  сю- 
вами;  онъ  для  сокращен1я  уаотребляехъ  только  буквы  1>  и  «м  вместо 
словъ  р1и8  (рги)  и  ттиз  (тепо).  Онъ  пишетъ  слово  раенОу  а  не 
знакъ  »•  Неизвестное  онъ  вазнваетъ  сова^  квахратъ  его  ееп9о,  чет- 
вертую степень  еепзо  йе  сепво;  изв^тное  же  число — пгмпего;  такъ  что 
иапримерь  последнее  уравнен1е  онъ  выговариваетъ  такъ:  сенао  йе  оеп$о 
едиаТеа  питего  е  сепзо. 
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Онъ  поЕазеваетъ,  кавъ  р^Ьшаются  трк  иервыя  и  три  послед- 
ш;  четвертое  же  и  пятое,  говорить  онъ,  невозможны.  Д^й- 
етвительно  они  не  приводятся  въ  уравнешю  второй  степени, 
а  только  къ третьей. Это  докавываетъ,  что  во  время  Луки  Бурго 
р(шев1е  урюнен1й  третьей  степени  не  бвло  еще  иав'Ьстно. 

Первая  часть  сочиненхя  (ариеметика  и  алгебра)  ованчи- 
чнвается  правиломъ  товарищества  и  нножествомъ  задачъ, 
относящихся  ЕЪ  торговымъ  операц1емъ  и  даже  двойной  бух- 
галтер1и. 

Во  многихъ  мЪстахъ  для  объяснешя  правилъ  исчислешя 
Лука  Бурго  прим'Ьняетъ  геометр ичесшя  соображешя;  такимъ 
путеиъ  онъ  доказываетъ  ге§и1а  &181,  правило  знаковъ  въ 
алгебра  и  р'бшеше  уравнешй  второй  степени.  Наоборотъ,  во 
второй  части  сочинешя,  им^ющо^  предметомъ  геометр1ю, 
Лука  Бурго  очень  часто  пользуется  алгеброй. 

Вторая  часть  заключаетъ  въ  себ^  довольно  подробное  из- 
ложеше  элементовъ  геометрхи.  Она  основана  частш  на  эле- 
ментахъ  Евклида,  но  во  многихъ  отношешяхъ  и  отличается 
огь  нвхъ;  поэтому  мы  предлагаемъ  зд%сь  ея  разборъ.  Ав- 
торъ  подразд'Ьляетъ  ее  на  восемь  частей,  взъ  уважешя,  какъ 
говорить  онъ,  въ  восьми  блаженствамъ  (а  ге^егепИа  Ле1е8 
ЪеаШиЛгпё). 

Въ  первой  части^  гд'Ь  говорится  о  треугольникахъ  и  че- 
тнреугольникахъ,  находятся  по  большей  части  предложенхя, 
составляющ1я  предметъ  1-ой,  2-ой  и  6-ой  книгъ  Евклида. 
Предложеше,  что  площадь  треугольника  равна  произведешю 
основан1я  на  половину  высоты,  авторъ  доказываетъ  по  спо- 
собу ИндФйцевъ;  формулу  площади  въ  функцш  трехъ  сто- 
ронъ  онъ  выводить  кавъ  Фибонавки  и  три  брата  Арабы  Мо- 
г&медъ,  Гаметъ  и  Газенъ  въ  ихъ  сочинен1и  УегЪа  (Пюгит 
Мог$г  /г7||  ЗсЪакег,  Онъ  показываетъ,  какъ  вычисляется  въ 
треугольнике  перпендикуляръ  (высота)  и  пользуется  при 
зтомъ  теоремою  объ  отр^^зкахъ,  обравуемыхъ  имъ  на  осно-* 
ваши.  Для  этой  теоремы  онъ  даетъ  весьма  зам-^чательное 
геометрическое  доказательство.  ЗдФсь  нужно  доказать,   что 
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равноеть  квадратовъ  двухъ  сторонъ  треугольнжка  равна  раз- 
ности квадратов^  отр^ЕОвъ,  образуемыхъ  перпендиуляромъ 
на  основанш,  иш^  что  сумма  сторонъ,  помноженная  на  раз- 
ность ихъ,  равна  основан1ю,  помноженному  на  разность  о> 
р^ввовъ.  Лука  Бурго  стронтъ  фигуру,  въ  которую  входятъ 
геометрическха  выражешя  четнрехъ  множителей,  нзъ  кото- 
рыхъ  состоитъ  это  равенство,  и  иаъ  сравнеша  двухъ  подоб- 
ннхъ  треугодьвиковъ  онъ  ваключаетъ,  что  первое  ороизве- 
дев1е  равно  второму.  Доказательство  это  изящно  и  зденен- 
тарно,  такъ  какъ  въ  немъ  прилагается  только  теорена  о 
квадрат']^  гипотенузы;  оно  воспроизведено  было  Тарталеавъ 
его  бепега!  Тга(1;а(о  сИ  Китеп  е  Мхзиге  (Р.  IV,  1о1.  8). 

Во  второй  части  разлячнымъ  образомъ  р'Ьшается  следу- 
ющая задача:  даны  три  стороны  треугольника  и  на  двухъ 
изъ  нихъ  дв'Ё  точки;  опред'&лить  длину  прямой,  соединяюще! 
эти  точки. 

Въ  третьей  части  говорится  о  площадяхъ  четыреугодьндка 
и  другихъ  многоугольниЕОВъ;  при  этомъ  мнопя  задачи  о 
прямоугольнике  решены  алгебраическимъ  путемъ  при  поно- 
щи  формулы,  которую  Лука  Бурго  заранее  вявелъ  для  р^- 
шешя  уравнен1й  второй  степени. 

Въ  четвертой  части  находятся  предложешя,  заключающие! 
въ  третьей  книгЪ  Евклида,  и  изм^реше  круга.  Авторъ  вы- 

водитъ  отношеше  -=-  такъ  же,  какъ  Архимедъ,  посредствокъ 

вписывашя  многоугольника  о  96  сторонахъ,  и  показнвастъ 
составлеше  таблицы  хордъ,  данной  Птоломеемъ  въ  первоВ 
книг'Ь  Альмагеста. 

Въ  пятой  книге  говорится  о  д^ленш  фигуръ  въ  данновъ 
отношеши.  Это  тотъ  отд^лъ  геометрш,  который  составляете 
предметъ  сочинешя  Магомета  Багдадина  Ве  вирег(гс%т^^ 
ЛтзгтгЬив,  разсматриваемаго  какъ  подражаше  сочввеш 
Евклида,  или  даже  какъ  собственное  сочинеше  этого  гео- 
метра. Лука  Бурго  пополняетъ  этотъ  предметъ,  разсматрввал 
также  д'Ьлеше  круга  при  данныхъ  требованхахъ. 
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Шестая  часть  относится  еъ  объемамъ  т^лъ  и  содержи1ъ 
лредложен1я  11-й  книга  Евклида. 

Въ  седьмой  части  говорится  о  различныхъ  инструиентахъ, 
употребляющихся  на  практив^Б  для  опред^лен1а    разм^^ровъ 

т4лъ. 

Наконецъ  восьмая  часть  есть  собран1е  ста  геометрическихъ 
задачъ,  р^шенныхъ  большею  част1ю  посредствомъ  алгебры, 
и  зат^мъ  И8ъ  статьи  о  пяти  правильныхъ  т^лахъ. 

Вотъ  н^^которыя  изъ  дтихъ  ста  задача. 

По  двумъ  даннымъ  сторонамъ  и  данной  площади  треуголь- 
ника определить  третью  сторону. 

По  данной  площади  и  разности  сторонь  прямоугольвика 
определить  стороны  его. 

Пусть  а^  будетъ   площадь   и  й  разность   двухъ   стороаъ; 

Лука  Бурго  полагаетъ  большую  сторону  равной  соза  рги^, 

Тле.  а?-*-  ^,  а  меньшую — сова  тепо-^  или  а?  — а-  Д^^  опре- 
д1лен1я  неизвестнаго  тотчасъ  получается  уравнеше 


х^ — -т^=^а^у  откуда  а?=у  ^— на' 

л  отсюда  находятся  прямо  величины  об^ихъ  стороыъ. 

Это  проще,  нежели  прямо  принять  стороны  за  неизвест- 
ныя,  что  повело  бы  къ  двумъ  уравнен1ямъ: 

и  окончательно  къ  ураввешю  второй  степени 

у^—ау=а\ 

Въ  первой  части  своего  сочинешя  Лука  Бурго  даетъдру- 
пе  примеры  подобпыхъ  оборотовъ  при  вычисленш,  доказы- 
вающихъ,  что  до  известной  степени  алгебра  была  развита  и 
усовершенствована  уже  съ  давнихъ  поръ.  Если,напримеръ, 
ищутся  два  числа,  сумма  квадратовъ  которыхъ  равна  20^  а 
хфоизведеше  8,  то  Лука  Бурго  не  беретъ  двухъ  уравнешй 
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я;^н-2/^=:20  и  ху=::8,  которыб  повбли  бн  къ  уравнбню  тет- 
вертой  степени,  приводимому  въ  квадратному;  онъ  д^лаетъ 
лучше:  онъ  принимаетъ  сумму  двухъ  неиввЪстныхъ  и-«-|;за 
первое  искомое,  а  разность  ихъ  и  —  V  за  второе  искомое 
число  ^^^)  и  непосредственно  получаемъ  два  уравнешя 

г««ч-г;'=10  и  и^—V^=8, 
откуда 

г^*=9,  V*=1;  и  1^=3,  V=1• 

ИскомБЯ  числа  будутъ  сл'Ьдовательно  4  и  2.  По  изяществу 
и  простот'6  р-бшеше  это  похоже  на  т-Ь,  кокорыя  мы  замети- 
ли въ  ИНД']^ЙСКИХЪ  сочинен1Яхъ. 

Найти  Д1аметръ  круга,  вписаинаго  въ  треугольникъ,  сто- 
роны котораго  даны. 

Вписать  въ  треугольникъ  два  равные  круга,  чтобы  каждый 
касался  другаго  круга  и  двухъ  сторонъ. 

Вписать  въ  данный  кругъ  3^  или  4,  или  5,  или  6  равныхъ 
иет&цу  собою  круговъ,  чтобы  всЪ  они  касались  даннаго  п 
кроме  того  были  рясположены  такъ,  чтобы  первый  касался 
втораго,  второй — третьяго,  третШ— следующего  и  т.д. 

Найти  Д1аметръ  круга,  описаннаго  около  треугольника,  сто- 
роны котораго  даны. 

Найти  стороны  треугольника  данной  площади,  въ  которомъ 
вторая  сторопа  на  единицу  больше  первой  и  третья  на  еди- 
ницу же  больше  второй. 

Для  треугольника,  площадь  котораго  равна  84,  Лука  Бурго 
определяетъ  стороны  взъ  уравненхя  четвертой  степени,  при- 
водимаго  къ  квадратное: у  и  получаетъ  числа  13^  14  и  15. 

Изъ  вершинъ  треугольника  возставляются  къ  его  плоско- 
сти три  равные  перпендикуляра;  требуется  определить  въ 
этой  плоскости  точку,  равноотстоящую  отъ  концовъ  трехъ 
перпендикуляровъ. 


'**)  Лука  Бурго  называетъ  первое  неизв'1стное  со$а^  а  второе  дмаи- 
Ша.  Онъ  говорить,  что  древн1е  называл!  второе  сова  зесоп^а^  но  но- 
вые называютъ  его  просто  ^и€игШа.  (1>ШгпсИо  оЫаV(^;  1гас1а1ив  вех1и$У 
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Опред'1лить  Д1аиетръ  круга,  касающагося  двухъ  сторонъ 
данваго  треугольника  и  им'Ьющаго  центръ  на  основаши. 

Во  всЬхъ  этихъ  вадачахъ  данныя  числовыя  и  решетя  ал- 
гебраичесшя,  зависящ1Я  по  большей  части  отъ  уравнен1й  вто- 
рой степени. 

Точно  также  въ  первыхъ  частяхъ,  гд'Ь  излагаются  элементы 
геометр1п,  чертежи  всегда  выражены  числами,  вакъ  будто 
д^ло  идетъ  о  частномъ  примЪнеши  теоремы.  Чтобы  вывести 
наприм'Ьръ  формулу,  представляющую  площадь  треугольника 
въ  функщи  трехъ  сторонъ,  авторъ  беретъ  треугольникъ  АВС^ 
стороны  котораго  суть  13,  14  и  15,  и  во  вс^хъ  разсужде- 
"вшъ  своихъ  употребляетъ  ати  числа  для  означенхя  сторонъ, 
тогда  какъ  Греки  поступали  бол^е  отвлеченно,  обозначая 
стороны  ЛВ,  ВС^  СА.  Этотъ  прхемъ  ваимствованъ  у  Ара- 
бовъ,  которые  сами  получили  его  отъ  Инд']^йцевъ;  ему  исклю- 
чительно сл']&довала  вс*]^  геометры  16-го  в-Ька:  Барданъ,  Сти- 
фельсъ,  Тарталеа,  Бенедиктисъ,  Мемм1й,  Еоммандинъ,  Бла- 
В1Й,  Стевинъ,  Адр1анъ  Романъ,  Рудольфъ-фанъ-Цейленъ  и 
др.  до  т§хъ  поръ,  пока  Вьетъ  не  ввелъ  употребленк  буквъ 
въ  алгебр']^.  Ниже  мы  укажемъ  причины  подобнаго  пр1ема, 
преимущества,  представляемыя  имъ,  и  невыгоды,  отъ  него 
проистекающ1я* 

Лука  Бтрго  оставилъ  еще  два  друпя  сочинешя,  о  кото- 
рыхъ  также  сл'Ьдуетъ  упомянуть,  хотя  они  и  не  им'Ьютъ 
такой  важности,  какъ  то,  содержаше  котораго  мы  только- 
что  изложили.  Первое  имЪетъ  заглав1е:  Ьисае  РасгоЫ  йШпа 
ргорогиопе^  орега  а  {иШ  дИпдедпг  регвргсасг  е  сиггозг  пе- 
сеззагга:  (уое  сгасип  зЬиАгозо  Лг  рТьИозорЬга^  ргозреШьа,  рг- 
с1ита^  зсп1р{ига,  агсНИесЫга,  тизгса  е  аНге  та1етаиске^ 
зоашшпа^  зоШ1е  е  аЛтггаЪПе  йоЫггпа  сопзедигга  е  (ЫвсЬа- 
газзг  соп  Vа^ге  диезНопе  (Тг  зесгеИззгта  зсгепЫа.  УепеШд, 
1509,  1П — 4®.  Авторъ  называетъ  ргорогНо  йШпа  д^лен1е 
прямой  въ  крайнемъ  и  среднемъ  отношеши,  доказываетъ  мне- 
ш  свойства  его  и  д'Ьлаетъ  различныя  приложен1я  къ  искус- 
ствамъ.  Другое  сочинеше  Луки  Бурго  относится  къ  правиль- 

т.  УП1.  Отд.  II  Вы1.  Ш.  4 
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нылъ  многоугольникамъ  и  ыногогранникамъ  и  ко  взаикножу 
]зписыван1ю  пхъ  однихъ  въ  друпе;  вотъ  его  заглав1е:  2л(е2- 
1и8  гп  Ьгез  рагИаНев  {гасШиз  Л^Vгви8  диогитсищие  согрогит 
геди1аггит  е1  йерепЛтИит  ас1ш  рег$сгиЬаИот$.  УепеШз, 
1508,  1П— 4^  Въ  этихъ  двухъ  геометрическихъ  сочинешяхъ 
авторъ  д^лаетъ  опять  частыя  приложешя  алгебры. 

Изъ   предшествующаго  видно,  что  сочинетя  Луки  Бурго 
представляютъ  въ  сравыен1п  съ  творен1я]ш  греческахъ  гео- 
метровъ  особый,  существенно  отличный  отъ  ннхъ,  характера, 
состоя1Ц1й    именно    въ  постоянномъ  соединен111  алгебры  съ 
геометр1ей.  И  характеръ  этотъ  свойствень  почти  вс']^1гька- 
тематическимъ  сочинеа1ямъ  1б-го  в4ка.  Всл'Ьдств1е  того,  что 
изъ   всЬхъ    сочпнешй,    излагавшпхъ    правила  алгебры  и  ея 
приложешя  къ  геометр1и,  сочинен1я  Луки  Бурго   были  пер- 
выя  напечатаны,  на  нихъ  вообще  смотрятъ,  какъ  на  начало 
новой   формы    матемятическихъ    наукъ  въ  16-мъ  стол4т1и  и 
неизм'Ьримыхъ  усп-Ьховъ  этихъ  паукъ  впосл^дствхи.  Ивъса- 
момъ  д^л'Ь  несомв']&нно,  что  два  итальянск1е  геометра  Карданъ 
и  Тарт{)леа  обязаны  своими  знан11зми  и  методами  сочвнешю 
8ишта    Ле    АггИьшеИса    е1с.   Луки  Бурго,  на  которое  они 
часто  ссылаются.  Но  есть  основаше  думать,  что  существо- 
вали, особенно  въ  Гермашп,  друпя  сочипешя,  бывш1я  также 
центрами,  распространявшими  т']^  же  начала  алгебры  и  при- 
ложешя ея  къ  геометр1и.  Это  видно  изъ  сочиневш  Стифедьса, 
которое  явилось  въ  1544  году,  подъ  заглав1емъ:  АгИНшеиса 
Шедга  (КйгпЬег§,  1П — 4°)  и  въ  которомъ,  какъ  и  въ  8итта 
Луки  Бурго,  находимъ  элементы  алгебры  и  множество  гео- 
метрическихъ задачъ,  рФшенныхъ  при  помощи  ея.  И  сочи- 
нен1е  Стифельса  значительно  различается  отъ  сочинен1Я  Луки 
Бурго:  въ  немъ  мы  зам'&чаемъ  бол^е  глубокое  знанхе  и  бол1е 
долговременное  изучеше  алгебры  п,  кром-Ь  того,  некоторую 
близость  къ  отвлеченной  форм^,  принятой  этою  наукой  вао- 
сл-Ьдстахи.  Зд1сь  наприм'Ьръ  находимъ  знаки  -ь-  п  —  и  «накъ 
извлечев1я  корня  у     9  пеиав^^стпое   и  степени  его,   вместо 
словъ  соза,  сепзо^   сиЬоу   сепзо  в,е  сепзо   и  пр.    означаются 
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также    символами;    если  входить    нЬсеольбо  неизвЬстныхъ, 
то  второе,    третье,    четвертое    и  т.  д.  означается    буквами 
А^  В^  С  и    пр.   ^^');    существоваше   нФсколькихъ    корней 
уравнетя,    которое    не  было    известно    Лук§  Бурго,   ясно 
внразено   и  доказано  ^^');  что   касается   до  поучительнаго 
прнлоя:етя  алгебры  къ  геометрхи,    то  Стифельсъ  даетъ    на 
это   чрезвычайно  много  примЪровъ:  особенно  зам^^чательны 
зд^сь  вс%  предложешя  13'й  кн^ги  Евклида,   изсл']^дованння 
очень  просто  при  помощи  уравнешй  второй  степени.  Правда, 
сочнненхе  это  явилось  черезъ  полвека  посл'Ь  сочинешя  Луки 
Бурго  и  можно  бы  было  подумать,  что  указанный  нами  раз- 
лич1я  представ ляютъ  плоды  развившихся  за  это  время  началъ, 
указанныхъ  самимъ  Лукою  Бурго.  Но  сочинеше   Стифельса 
во  всемъ,  касающемся  алгебраической  части,  есть  только  по- 
дражаше   сочинешямъ  двухъ   другихъ  нЪмецкихъ  алгебраи- 
стовъ:  Адама    Ризена  и  Христофора  Рудольфа,  о  которыхъ 
онъ  часто,  особенно  во  второй  части,  упоминаетъ  съ  боль- 
шою похвалой.    Въ  1522  году  было  уже  напечатано  по-пЬ- 
мецки  сочинеше  посл^дняго  изъ  нихъ,  подъ  заглав1емъ:  Вге 
Сов8\  оно  было  переведено  въ  Италхи  на  латинсшй  языкъ,  и 
переводъ  этотъ  до  сихъ  поръ  существуетъ  между  рукописями 
королевской  библ10теки  (№  7365,  1П — 4®,    въ  числ-^Ь  латин- 
скихъ  рукописей)  подъ  заглавхемъ:  АгИНтеНса  Скгг8{орНогг 
ВойоЬрЫ  аЬ  1атег,  е  дегшапгса  Ипдиа  гп  Штат  а  СЬггз- 


*»»)  См.  ЫЪ.  III,  сар.  6,  подъ  заглавгемъ:  ВеаесипсИз  тайгсгЬив,  Это 
первый  прих'Ьръ  употреблен1я  букеъ  для  означевхя  непзв'Ьстныхъ  въ 
уравнешяхъ.  Ему  посл'^довали  Пелетье  въ  своей  А1дЬЬге  (1554)  и  Бу- 
теонъ  въ  ЬодгзИса  (1559).  Въ  высшеП  степени  странно,  что  этою  счаст- 
ливою мыслью,  столь  очевидно  облегчающей  вычпслев1я,  не  воспользо- 
валиеь  Карданъ  и  Тарталеа.  Это  одно  пзъ  самнхъ  разительныхъ  дока- 
зательствъ  силы  оривнчки  даже  у  возвышенн'Ьйшихъ  умовъ. 

'*^  8иги  аиЬет  аед^иаНопез  диаескип,  дигЪиз  побита  гегит  Ьщив 
тоЛ1  ёеЛи  НаЬеге  йирИсет  гасНееШу  VШ^^се^  та^о^ет  еЬ  тгпогет:  Ц 
€[ио4  р1апе  ЛосеЬо  йЛдие  й€топ81гаЬо.  (АгИНтеНса  гшедга,  Ы.  243). 
Ниже  авторъ  прнбавляетъ,  что  уравневхе  не  иожетъ  пм'Ьть  бол'Ье  двухъ 
корней:  1>?<*гвв  а^^^ет  (1иаЬиз  пиПа  ае^иа^^о  НаЬеЬИ,  Го1.  244. 

4* 
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иурНото  АиьегОу  РеЬтг  Вапет  тапЛаЬо^  Лотае  аппо  СкгязН 
1540  сопрег$а. 

Мы  нашли  въ  этомъ  сочинеши  замЪчатедьиое  разватхе  ад- 
гебры  и  придо«ен1й  еа  къ  геометр1и,  указанное  нанн  въ 
сотанеши  Стифельса.  Въ  нЪсколькижъ  небольшихъ  сочвне- 
шяхъ  по  ариеметикЪ,  вышедшихъ  въ  Германш  въ  первые 
годы  16-го  стол%т1я,  находятся  также  привсбры  приложешя 
правилъ  исчислешя  къ  геометрическимъ  задачамъ;  такъ  въ 
МдогНЬтив  Ле  ШедНз  е(  тгпиШз  (Ье1р21^,  1507)  лрнла- 
гается  фальшивое  правило  (ге^и1а  Ыз!)  къ  следующей  задачЬ: 
по  данному  катету  и  сумиЪ  двухъ  другихъ  сторонъ  прямо- 
угольнаго  треугольника  определить  эти  стороны.  Припомни]гь 
наконецъ^  что  уже  въ  15-мъ  стол'Ьт1и  Репомонтанъ  и  астро- 
номъ  Бланкинъ  были  очень  искусны  въ  употребленш  алге- 
браическихъ  правилъ  и  что  первый  изъ  нихъ,  въ  сочиненш 
1)е  МапдиИз^  прим'Ьнялъ  ихъ  къ  рЪшевш  геоыетрическихъ 
задачъ. 

Поэтому  мы  можемъ,  кажется,  съ  достов']&рност1Ю  сказать, 
что  алгебра  съ  самаго  начала  возрождешя  наукъ  въ  Европе 
развилась  и  въ  особенности  прилагалась  къ  задачамъ  гео- 
метрхи,  и  что  характеръ  математики  16-го  стол']Ьт1я,  заклю- 
чающ1йся  въ  т'&сномъ  сближеши  алгебры  съ  геометр1ей,  вы- 
сказался еще  прежде  появлешя  сочинешя  Луки  Бурго,  кото- 
рое, распространившись  прежде  вс^хъ  путемъ  печати,  имЪло 
наибольшее  влхяше  на  успехи  математики  и  на  принятое 
ею  новое  направлеше. 

Границы  нашего  сочинен1Я,  изъ  которыхъ  мы  уже  далеко 
вышли,  не  дозволяютъ  намъ  предложить  зд'&сь  разборъ  тру- 
довъ  Кардана,  Тарталеа,  Бенедиктиса  "^)  и  н'Ькоторыхъ  дру- 


^'')  Т.  Б.  Вепед1с118  въ  своеиъ  сочаяетп  I)^Vе^$а^ит  8реси1аЫопит 
тсЛЬетаНсагит  еЬ  рЬузгсагит  ИЪет;  ТапгШ,  1585,  1П  {о1.  постоянно 
прилагаетъ  гео]|етричесЕ1я  соображен1Я  для  доказательства  и  нов^рки 
правилъ  ариеметиБИ  и  алгебры.  Вотъ  превосходный  прим^^ъ  такого 
прхена.  Авторъ  предлагаетъ  себ*!  задачу,  выражаемую  тремя  уравнеш- 
ями  съ  тремя  нвизв-Ьстными:  ял-у=а,  у-|-^ег=Ь,  ^е?-^-жв■с.  Овъ  р^шаетъ 
ее  алгебраически  и  чтобы  поварить  найденныя  .  для  яеизв^^стныхъ  вы- 
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гихъ   геометровъ    16-го    в'Ька,   трудовъ,    по  которвшъ   мы 
охотно    изыскали    бы    и    просд']&ди1и     путь    математики, 


ражев1Л,  употребддетъ  С1Фдующ1Я  геоиетричесша  соображен1я:  Соста' 

еилп  треуголшикь,  стороны  котораго  били  бы  решены  числамъ  а,  Ьи  с^ 

и  епигиемъ  въ  нею  кру%ъ^  касающ%йся  трехъ  сторанъ;   тогда  отр1ь$ки^ 

опредлляемые  на  сторонахъ  точками  прикосновенгя,  будутъ  предстал^ 

лять   величины  трет   неизв$ы!тныхъ  х,  у  ж  0;  отсюда  онъ  пряно  за- 

-  ^  ач-с — Ь 

вдючаетъ,  что  величины  неизвъстныхъ    будутъ  аь» — - —  ^  ^*  Д-  ^^' 

пасно  съ  т^иъ,  чт5  даетъ  ввчисленге  (См.  р.  82). 

Бенедяктнсъ  строить  геометричесви,  вакъ  ато  додается  и  теперь, 
оодогительныб  корень  уравненхя  а^-^ах  »  Ъ*.  Правда,  онъ  не  прямо 
ореддагаетъ  себ'Ь  это  уравнен1е,  но  зам'^няетъ  его  следующею  задачей, 
которая  решается  этимъ  уравненхемъ:  по  деумъ  даннымъ  Аин%ямъ  аиЬ 
найти  третью  х,  такь  чтобы  было  (х-*-а)  »=Ь^  (р.  386).  Это  мохетъ 
быть  первый  прим^ръ  геометричесяаго  построенхя  уравнешя  второй 
степени;  ибо,  хотя  задачи,  р^шенння  Евипдомъ  (Ргор.  28  и  29  шестой 
книги  элементовь  и  84,  85,  86  и  87  ВаЬа),  будучи  выражены  алгебра- 
ически, ведутъ  окончательно  къ  уравненхямъ  второй  степени,  но  отъ 
задачъ  алгебраическихъ  он^  существенно  отличаются  свониъ  геометри- 
чесвимъ  издоженхемъ. 

Въ  сочннешяхъ  Кардана  и  Тарталеа,  которня  стоять  несравненно 
выше  сочннешя  Бенедивтиса,  также  постоянно  алгебра  употребляется 
въ  геометр1и  и  геометрхя  въ  алгебр'Ь.  Принциль  гЬсной  связи  зтихъ 
двухъ  наукъ  внсказань  такь  решительно  и  примеры  тавъ  многочислеи- 
нн,  что  намь  н^тъ  надобности  останавливаться  дол'Ье  на  этомъ  предмет4&« 

Тарталеа,  кром^  алгебраическаго  отдела,  составляющаго  шестую 
часть  сочнвен1я  его  ТгасШиз  дёпегаЫз  Ле  питеНв  еЬ  тепвиггз^  иа- 
писалъ  еще  другое  сочинев1е  по  алгебре,  подъ  назваН1емъ:  АХдеЬга  по^а^ 
во  оно  не  было  выпущено  въ  св^тъ  и  объ  утратЬ  его  нельзя  не  жа- 
леть. Въ  пятой  части  ТгасбаЫв  депегаШ  ((о1.  88)  Тарталеа  даетъ  р^ 
шеше  одной  задачи  о  тахгтгип^  доказательство  котораго  должно  было 
находиться  въ  зтомь  сочинеши  объ  алгебре.  Задача  для  того  времени 
весьма  замечательна:  требуется  число  8  разделить  на  две  такхя  части, 
чтобн  произведете  нхъ,  умноженное  на  разность,  было  тахгтит.  Ре- 
шете Тарталеа  совершенно  общее  и  Чо  же  самое,  какое  дають  правила 
современнаго  исчислешя  безконечно-малыхъ.  Возьми,  говорить  онъ, 
пеаоратъ  8,  составь  третью  часть  зтого  квадрата  и  изъ  нея  извлеки 
квадратный  корень:  это  будетъ  разность  между  двумя  искомыми  ЧЫ' 
слами.  Внборь  за  неизвестное  разности  двухъ  частей  даннаго  числа 
очень  удачень  и  показываетъ  глубокое  знаше  науки. 
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весьма  отличавшейся  въ  то  время  до  своей  форм^к  отъ 
геометр1и  Грековъ,  указали  бы  ея  усп-Ьхи  до  того  временя, 
когда  Вьетъ  въ  своихъ  сочинев1яхъ  предпринялъ  новое,  въ 
высшей  степени  удачное  преобразованхе  ея,  которое  было 
необходимо  для  того,  чтобы  геометрхя  могла  во  всемъ  объ- 
^м^  воспользоваться  опорою^  доставляемою  ей  наукой  ис- 
числешя. 

Но  мы  должны  еще  точнее  опред']&лить  эту  новую  форму, 
принятую  геометр1ей,  такъ  какъ  въ  ней  именно  заключается 
неизмеримое  различхе  между  сочинешями  17-гои16*го  сто- 
л^тЛу  и  изъ  нея  проистекли  значительные  успехи,  сделан- 
ные после  того  наукою. 

Геометр1я  16-го  в^ка  существенно  отличается  отъ  гео- 
метр1и  Грековъ  въ  одномъ  отношении,  именно  въ  томъ,  что 
она  им^етъ  д^ло  только  съ  числовыми  данными,  какъ  мы 
уже  сказали  это  при  разборе  сочинеша  Луки  Бурго.  Это  бы- 
ло естественнымъ  следств1емъ  теснаго  сближен1я  этой  науки 
съ  алгеброй,  сближешя,  которое  только  при  числовыхъ  дан- 
ныхъ  и  было  возможно,  такъ  какъ  алгебра  того  времени  была 
не  что  иное,  какъ  высшая  и  исключительно  числовая  арно- 
метика,  отличавшаяся  существенно  отъ  обыкновенной  арие- 
метики  только  употреблешемъ  правила  знаковъ  и  механизма 
уравнен1б;  она  не  была  еще  наукою  отвлеченныхъ  свмволовъ, 
какою  представилъ  ее  Бьетъ  подъ  именемъ  ЬодЫка  вресгоза. 
Дейсав1я  и  обороты  исчислен1Я,  упрощавшге  доказательства 
и  заменившхе  собою  геометрическхя  соображен1я,  который 
исключительно  употреблялись  всеми  греческимп  геометрами, 
возможны  были  следовательно  въ  16-мъстолет1и  только  при 
изложенш  геометр1и  помощш  числовыхъ  примеровъ.  Такъ 
это  и  было  действительно  до  Вьета,  судя  по  всемъ  сочине- 
шямъ  этого  въ  высшей  степени  замечательнаго  пер10да  въ 
истор1и  науки*  Но  геометр1я  при  этомъ  потеряла  очевидно 
чистоту  формы  и  въ  то  же  время  1арактеръ  общности  и  от- 
влеченности, чего  древн1е  такъ  строго  держались  и  что,  ка- 
жется,   такъ  свойственно  этой  науке.  И  если  это  въ  неко- 
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торыхъ  отношен1яхъ  представляло  выгоды,  то  им-^^ло  также 
и  весьма  вредныя  посл'6дств1я,  такъ  какъ  умъ,  дМ- 
ствовавшШ  надъ  числами,  терялъ  съ  одной  стороны  изъ  виду 
предметы,  ими  представляемые,  съ  другой  же  стороны,  съ 
введен1емъ  вычислешй  онъ  терялъ  путь  и  главную  нить  раз- 
ашшлен1я.  Поэтому-то  такъ  трудно  читать  геометрическхя 
доказательства  въ  сочинешяхъ  16-го  стол^т1я. 

Геометр1я  Грековъ  потерп']Бла  такимъ  образомъ  д'&йстви- 
тельное  ухудшенхе,  но  ухудшенхе  весьма  счастливое,  такъ 
какъ  Вьетъ  додженъ  былъ  получить  ее  именно  въ  подобномъ 
состояши,  чтобы  прим'Ьнить  къ  ней  свою  великую  идею  бук- 
венной алгебры  и  т']^мъ  возставовить  ее  во  всей  первоначаль* 
ной  чистоте  и  отвлеченности,  не  лишая  въ  то  же  время  ни- 
сколько выгодъ,  доставляемыхъ  всчислев1ями.  Но  удивительно, 
что  для  достижешя  этого  великаго  результата,  этого  усовер- 
шенствовашя  греческой  геометрхи,  необходимо  было  пройти 
чрезъ  состоянхе  упадка,  лишившее  эту  науку  ея  характера 
отвлеченности  и  общности  и  поставившее  ее  на  одномъ  ряду 
съ  конкретными  и  числовыми  операц1ями. 

Эти  соображешя  позволяютъ  намъ  разсматривать  15-е  и 
16-6  стол'Ьт1я  въ  исторш  геоз1етр1п,  какъ  подготовительвую 
н  переходную  эпоху,  въ  течен1е  которой  вырабатывалась  новая 
форма  математики;  и  мы  должны  прибавить,  что  Ипд'Ёйцы  п 
Арабы  им'Ьлп  значительную  долю  участ1Я  въ  этомъ  преобра- 
зовати  п  улучшенш,  такъ  какъ  зародышъ  всего  этого  ле- 
житъ  въ  пхъ  принципе  прпложен1я  алгебры  къ  геометр1и, 
принцип-Ь,  который  сами  они  развивали  въ  своихъ  сочине- 
шяхъ  въ  продолжеше  четырехъ  столЬтШ. 


ПРИМ'ЬЧАНХЕ  Х1П. 

(Вторая  эпоха^  п^  18.) 
О  сочинети  С  о  п  1  с  а  Паскаля. 


Бблъгаая  часть  бхографнческихъ   зам^токъ  заключаютъ  въ 
себ4    ошибочныя    св-Ьд-Ьтя    о    сочинен1й    Сопгса    Паскаля 
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Въ  однихъ— этотъ  большой  трактатъ  о  коиичсскихъ  сФчеш- 
ахъ,  который  никогда  не  былъ  изданъ,  смешивается  съ  со- 
чинешемъ:  Еззаг  зиг  1ез  сопгдиез^  единственнымъ  сочине* 
шемъ,  которое  было  изв^Ьстно  Декарту;  въ  другихъ — считается 
справедливымъ,  будто  бы  знаменитый  фудософъ  не  хотгЬлъ 
признавать  Паскаля  авторомъ  Еззаг  и  прноисывалъ  это  со- 
чинеше  сперва  Дезаргу,  а  потомъ  отцу  Паскаля,  который 
былъ  также  глубоко  св^дущъ  въ  математик'6.  Хотя  Байль 
(Вау1е)  въ  своемъ  историческомъ  словаре  опровергалъ  та- 
кое толковаше  мн']&в1я  Декарта  на  томъ  основаши,  что  оно 
противорЪчитъ  оставшимся  документамъ  и,  можно  сказать, 
также  характеру  великаго  философа,  который  почти  никогда 
ничему  не  удивлялся;  однако  это  толковаше  часто  воспро- 
изводилось впосл^дствхи;  наприм^ръ,  у  Монтуклы  въ  НгаМге 
с[ез  Ма1Кета1щиез  {I.  П,  р.  С2). 

Еще  въ  самое  недавнее  время  одинъ  весьма  ученый  гео- 
метръ  считалъ  справедливымъ  приписать  Дезаргу  по  крайней 
м^р^  теорему  о  шестиугольник*!;  между  т:Ьмъ  Паскаль  пред- 
лагаетъ  ее  въ  начал'Ь  Еззаг,  какъ  свое  собственное  изобр'Ь- 
тев1е,  служащее  основашемъ  всему  сочинешю,  и  вслЪдъ  за 
т^мъ  не  забываетъ  назвать  Дезарга  авторомъ  другой,  туть  же 
изложенной  теоремы. 

Бъ  этому  доказательству,  котораго  совершенно  достаточ- 
но, чтобы  признать  за  Паскалемъ  первенство  въ  открытш 
его  знаменитой  теоремы,  мы  можемъ  прибавить  свид'Ьтель- 
ство  самого  Дезарга.  Это  одно  м']^сто  изъ  сочинешя  этого 
геометра,  1642  года,  приводимое  Бюрабеллемъ  въ  Ехатсп 
Лез  оеиьгез  йе  Везагдиез  (ш — 4',  1644).  Говоря  объ  одномъ 
предложеши  (которое  не  указано  Кюрабеллемъ)  Дезаргь  прм- 
бавляетъ,  что  „онъ  дастъ  ключъ  къ  нему,  когда  будетъ  пу- 
бликовано доказательство  великаго  предложенхя,  называемаго 
Паскалевымъ,  и  что  упомянутый  Паскаль  можетъ  сказать^ 
что  четыре  первыя  книги  Аполлон1я  суть  или  случаи,  или 
непосредственный  сл'Ьдств1я  этого  великаго  предложен^.'' 
Нельзя   сомневаться,   что    зд^сь   идетъ  р^чь    о  теореме  о 
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шестиугодьник*Ь,  которую  Паскаль  изложилъ  въ  яа^ал^  сво- 
его Еаваг,  какъ  лемму,  на  которой  будетъ  основываться  весь 
его  трактатъ  о  коническихъ  с^чешяхъ.  Изъ  этого  любопыт- 
наго  отрывка  видно  также,  что  въ  то  время  эга  удивитель- 
ная теорема  носила  уже,  какъ  и  теперь,  имя  Паскаля. 


ПРИМ-ВЧАШЕ  XIV. 

(Вторая  эпоха^  п^  п^  33  и  31.) 

О  сочииешахъ  Дезарга;  пнсьмо  Вограяа  и  Ехатеп 

Кюрабелгдя. 


Мы  сослались  на  письмо  Бограна  о  ВгоигИоп  рго}е{  (Г^$ 
сопг^иез  Дезарга,  основываясь  на  томъ,  чтд  сказано  объ  этомъ 
у  Понселе  въ  ТгаИе  Лез  ргорггШз  ргоувсПуез^  стр.  95;  са- 
мое же  письмо  чрезвычайно  р'бдко  и  мы  не  могли  его  до- 
стать. 

ЪъЕхашеп  Лез  оеишез  с1и  згеиг  Везагдиез,  раг  ^.  СпгаЬе11е 
(ш — 4®,  1644),  сочиненш  также  весьма  р'Ьдкомъ,  мы  нашли 
м^сто,  въ  которомъ  также  упоминается  объ  этомъ  письм'Ь 
и  которое  интересно  еще  въ  другихъ  отношешяхъ.  Вюра- 
белль  приводить  мн']&ше,  высказанное  Дезаргомъ  въ  1642 
году  по  поводу  предложен1я  Паскаля  (вероятно  о  шести- 
угольнике) Е  состоящее  въ  томъ,  что  четыре  первый  книги 
Лполлонгя  суть  или  случаи,  или  непосредственныя  слтьд- 
ствгя  этого  предложен1я;  и  потомъ  прибавляетъ:  „Махз  ^ш^п1; 
9  к  Гё^агс[  йа  згеаг  Вевагдаез,  се(  аЬахззетеп!;  (1'Аро11оши8 
„пе  ге1ёуе  рае  зез  Хедопз  Ле  ЬепеЬгез^  пг  зез  еьёпетепз  аих 
лйИНЫез  дие  /аИ  ип  сбпе  гепсоп1гап(  ип  р1ап  дгоИ^  аа^ие1 
„а  ваШвашшеп!;  гёрои(1а  1е  вхеиг  (1е  Веаа^гапА,  е!;  с1ёшоп1хё 
„1е8  еггеигв  ео  Гаппёе  1639,  е(  шрпшё  еп  1642,  еп  (еИе 
я80г1е  ^ие  1е  раЪис,  (1ерш8  1есШ;  (ешрв,  ез!  рптё  АевсИкев 
1е(ош;  €[е  (ёпёЬгез,  ^а^  ё1:а1еп1;  (е11ешеп(  ге1етёе8,  аа  сЦге 
9с1а1и(  81еаг,    да'еИеа  аигравзахеп!  с[е  Ьеаисоир   1е8  оепугев 
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„(1'Ароиоша8,  а1П81  дп'оп    роигга  уо1г  йап8    1а   1е1;1ге  диШ^ 
я81еаг  йе  Веап^гапс!,  шрптёе  Гаппёе  сьЛевзав.^ 

Это  м^сто  наводить  на  сл'Ьдующ1я  сообрахешя: 

Прежде  всего,  изъ  него,  кажется  сл1^дуетъ,  что  крои^ 
ВгоигНоп  рго]е(  й'ипе  аНеиЛе  аих  ёьёпетепз  с[е8  гепсоп1гев 
Ли  сдпе  аVес  ип  р1ап  Дезаргъ  написалъ  другое  сочянен1е 
о  коническихъ  С']^чен1яхъ  подъ  заглавхемъ:  Ьесопз  йе  ЫпёЬгез; 
это  же  можно  предполагать  изъ  н^^сколькихъ  а^сть  сочи- 
нен1я  гравера  и  живописца  вгё§01ге  Ниге(:  Ор^^^ие  Ле  рог- 
ЬгаНиге  е1  реШиге^  соп1епап1  Ы  регзресНье  е1  ргаЩие 
ассотрЫву  е*с.  Рапз  1670,  ш-ГоНо. 

Намъ  каза.10сь  сначала,  что  слова  е1  гтрггтё  еп  1642 
относятся  къ  тому,  чтб  было  (Тетоп1ге  еп  1639^  и  изъ  этого 
мы  заключали,  что  письмо  Бограна  было  напечатано  только 
въ  1642  году;  но  мы  нашли,  что  это  же  письмо  упомянуто 
въ  другомъ  сочинеи1и  Кюрабелля  противъ  Дезарга,  о  чемъ 
сейчасъ  будемъ  говорить,  и  г>ъ  немъ  сказано,  что  письмо 
это  напечатано  въ  1639  году. 

Мы  думаемъ  поэтому,  что  слова  еЬ  гтрггтё  еп  1С42  озна- 
чаютъ,  что  Богранъ,  кром^^  перваго  письма,  написалъ  и  на- 
печаталъ  въ  1642  году  еще  другое  письмо  противъ  Дезарга; 
можетъ  быть  по  поводу  его  Ье(;оп8  йе  (епеЪгез^  упоминае- 
мыхъ  Бюрабеллсмъ  и  Гюре. 

Д'Ьйствительно,  по  всему  видно,  что  Богранъ  не  пропу- 
скалъ  случая  выказаться  противникомъ  Дезарга:  мы  нашли, 
что  онъ  написалъ  еще  ЬеИге  зиг  1е  ВгоиШоп  рго^е1  (1е  1а 
соире  ^еь-  ргеггез  (Те  Везагдиез  (1640,  1п — '4).  Это  письмо 
отм:Ёчено  съ  такимъ  ззглав1емъ  въ  каталогЬ  королевской 
библ10теки,  подъ  именами  Бограна  и  Дезарга;  но  къ  сожал-Ь- 
Н1Ю  самаго  письма  н^Ьтъ  ОолЬе  въ  библ1'отек'Ь.  Оно  входило 
въ  составъ  особаго  тома,  объ  ^трат'Ь  котораго  нельзя  не  со- 
жалеть, потому  что  въ  немъ  находились  еще  друпл  статьи 
о  сочинешяхъ  Дезарга,  явившихся  въ  1642  году  "'). 


•**)  Понселе  въ  ТгагЬё  г?«5  ргорггёЫз  рго^есНгез  говорить,  что  иисыо 
Бограна  о  [ВгоиШоп  рго]е1  ^ез  соп^^ие8  Дезарга  существуеть  въ  коро- 
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Ехатеп  Кюрабелля  возбудилъ  оживленные  споры  между 
нимъ  и  Деваргонъ;  объ  этомъ  мы  увнаемъ  взъ  другаго  со- 
чвнен1Я,  подъ  заглавхемъ:  РагЫеззе  рИоуаЫе  Ли  вгеиг  Везаг- 
диез^  етр1ауёе  соп1ге  V ехатеп  /Ы1  Ле  зез  оеиргез,  раг  3. 
СогаЪеИе.  Изъ  этого  сочинешя  видимъ,  чю  Дезаргъ,  желая 
поддержать  достоинство  своего  учен1я  объ  обкЬлкЬ  камней, 
предложилъ  закладъ  во  сто  тысячъ  лнвровъ;  но  Кюрабелль 
принялъ  споръ  объ  закладъ  только  во  сто  пистолей.  Статьи 
УСЛ0В1Я  по  атому  д'Ълу  были  обсуждаемы  2-го  марта  1644 
года;  но  трудно  было  согласиться  относительно  н'Ькоторыхъ 
пунвтовъ  и  это  вызвало  появлеше  разныхъ  небольшихъ  кни- 
жекъ  съ  той  и  другой  стороны;  наконецъ  д^Ьло  было  пере- 
дано въ  парламентъ  12-го  мая  того  же  года.  Оно  находи- 
лось въ  этомъ  положешо,  когда  Кюрабелль  напечаталъ  со- 
чннеше,  которое  знакомитъ  насъ  съ  этими  подробностя- 
ми »"). 

Трудность  соглашев1я  заключалось  главнымъ  образомъ  въ 
внбор^^  присяжныхъ  ценителей.  Изъ  сл'Ёдующаго  м^ста  ви- 
дво,  въ  чемъ  состояло  направлеше,  которому  сл']Ьдовалъ  Де- 
заргъ  въ  своихъ  сочинешяхъ  объ  отд^лк^^  камней,  а  также 
и  направлевхе  его  критпковъ  и  противниковъ;  въ  этомъ  скры- 
валось, можно  сказать,  начало  и  самая  сущность  спора. 

Дезаргъ  хотгЬлъ  ^  з'еп  гаррог1ег  аи  сИге  й'ехсеИепз  дёотеЬге^ 
,.€1  аиЬтез  регзоппез  заVап^ез  е1  ЛезгпЬегеззеез^  е1  еп  1ап1 
я  ^иЧ1  зегаИ  Ле  Ъезогп  аиззг,  Лез  уигёз  шадопз  йе  Рагьз.  "^ 
яКюрабелль  на  это  отвЪчалъ:  „се  ^п^  ЫЬ  то1г  ёухсЕетшеп!  ^ие 
,1ес11(  Оеяаг^ев  п'а  аисипе  уёг11;ё  к  (1ё(1п1ге  дп!  воН  80п(епаЪ1е, 
,рш8^а'^1  пе  уеи1;  раз  дез  уга1з  ехрег^з  ропг  1е8  та1;1ёге8  еп 
лС0п1;е81:е;  П  пе  дешапЛе  „^ис  (1ез  ^епз  (1е  за  саЬа1е,  сотте 


1евско&  библютек^;  во  оно  ве  входитъ  въ  состава  этого  тона  н  я  ве 
когь  найти  его  ни  подъ  какииъ  запавхемъ. 

**•)  Я  им^ю  только  восемь  первыхъ  страницъ  этого  сочинвн1я 
т-4%  которня  я  нашелъ  присоединенными  еъ  моему  тому  Ехатеп 
йа  оеиггез  йе  Везагдиев.  Жела^^ь  бы  знать  и  продолжен1е,  но  нпгд* 
не  могь  вавти  другаго  экземпляра. 


300  ПРИМ&ЧАШЯ. 

„(1е8  роге  §ёотё1;ге8  1е8^ие18  п'оп(  зата18  еа  ааеапе  ехрёпепсе 
„(1е8  гё^1е8  <1е8  рга(1дае8  еп  ^ие8(;^оп,  еЬ  поШошепЬ  йе  1а 
соире  (1е8  рхеггев  еп  Гагс1и1ес(иге  ^и^  681;  1а  р1и8  ^гапде 
раг<;1е  <1е8  оеиуге8  с1е  ^ие8(^оп,  с(  раг1ап1;  118  пе  реатеп(  раг- 
1ег  (1е8  заЬзесЦопв  дие  1е8  сИтегв  саа  еп8е1^пеп(." 

Это  н'Ьсто,  мн<Ь  кажется,  совершенно  опред'Ьляетъ  харав- 
теръ  спора  и  а  рггогг  у^тд^етъ  вопросъ  ме&ду  Деваргомъ 
н  его  порицателями. 

Что  касается  до  самаго  способа  Деварга,  то  онъ  впосд^д- 
ств1и  былъ  признанъ  хорошимъ  и  точнымъ,  н  отличаюпцй 
его  характеръ  общности  былъ  оц^ненъ  надлежащимъ  обра- 
зомъ.  Мы  не  могемъ  входить  въ  дальн^^йшхя  подробности 
объ  этонъ  предмете  и  огранитамся  указашемъ  на  ин'Бте, 
высказанное]  ученымъ  Фрезье  въ  его  ТгаИе  Ле  1а  соире  с^8 
ргеггез.  Деларю  говоритъ,  что  Еюрабелль  въ  точности  обнару^ 
жилг  есть  ошибки  Дезарга  (въ  построеши  прямыхъ  и  косыхъ 
сводовъ);  приводя  эти  слова,  Фрезье  прибавляетъ:  „я  не  ви- 
„далъ  8Т0Й  критики  и  потому  не  могу  судить  о  ея  точно- 
„сти,  но  могу  см'1&ло  сказать,  что  способомъ  Дезарга  вовсе 
„не  сл^^дуетъ  пренебрегать.  Я  согласенъ,  что  въ  немъ  есть 
,,затруднен1я,  но  они  происходятъ  отъ  недостаточнаго  разъ- 
„яснен1я  основнаго  начала,  а  также  отчасти  отъ  нош13нн 
„терминовъ,  и  потому  я  хочу  пополнить,  и  т.  д."  (Томъ  II, 
стр.  208,  издаше  1768  г.).  Потомъ,  при  И8ложен1и  сама- 
го способа,  Фрезье  говоритъ,  что  Дезаргъ  „привелъ  вс1 
„  построешя....  къ  одной  задач^^,  именно  къ  опред1^лешю 
„угла  наклонешя  оси  цилиндра  въ  дхаметру  основашя,  м 
„пр.«  (стр.  209). 

Наконецъ,  изложивъ  ясно  и  со  всею  общностью  способъ 
Дезарга,  Фрезье  заключаетъ,  что  этотъ  способъ  у^остроумеиг 
и  принесь  бы  честь*  Дезаргу,  еслибы  Боссъ  нзложилъ  его 
бол^е  понятнымъ  образомъ. 

Кюрабелль,  какъ  писатель,  совершенно  неизвЪстенъ  въ 
наше  время;  но,  кажется,  онъ  пнсалъ  о  стереотом1и  и  о  раз- 
ныхъ  частяхъ    строительнаго   искусства.  По  крайней  жЬр^к 
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И8влечен1е  изъ  привнлеп?,  пом'Ъщенное  въ  начал^^  его 
Ехатеп^  содержитъ  заглавхя  нногихъ  сочинешй^  воторыя 
онъ  долженъ  былъ  издать  впосл']&дств1и.  Однако  мы  да  на- 
шли никакого  сл-ЗБда  этихъ  сочинен1й,  ни  даже  подтвержде- 
шя,  что  они  когда-нибудь  дМствительно  были  изданы.  Де- 
ларю  въ  своемъ  ТгаИе  йе  1а  соире  Лез  ргеггез  часто  ссы- 
лается на  Бюрабелля,  но  всегда  только  по  поводу  его 
Ехатеп. 

Дезаргъ,  желая  подчинить  практическую  перспективу  и 
строительное  искусство  ращональнымъ  геометрическимъ  на- 
чаламъ,  прхобр^лъ  себ-б  многихъ  противниковъ,  кром-Ь  Ею- 
рабелля,  какъ  это  видно  изъ  сочинен1й  знаменитаго  граве- 
ра Босса,  который  всю  жизнь  свою  провелъ  въ  борьб']^  съ 
ними.  Эта  настойчивость,  д'1лающая  честь  характеру  и 
уб:Ьжден1ямъ  Босса,  навлекла  пресл^довашя  и  на  него  са- 
мого: ему  запрещено  было  излагать  учен1е  Дезарга  въ  Ко- 
ролевской Акадеыш  живописи,  гд'Ь  онъ  преподавалъ  пер- 
спективу. 

Изъ  вс^хъ  порицателей  Дезарга  самымъ  аначительнымъ 
лицомъ  былъ,  кажется,  Богранъ,  королевсюй  секретарь, 
который  находился  въ  сиошен1яхъ  со  многими  людьми,  из- 
вестными въ  наук'Ь;  онъ  самъ  долженъ  былъ  им']Ьть  св^д'Ь- 
Н1Я  въ  математике,  потому  что  имъ  издано  сочинеше  подъ 
заглав1емъ:  1п  гзадодет  Р.  УгеЬае  ЗсНоЫа,  ш — 24,  1631, 
которое  есть  комментарШ  къ  главному  аналитическому  со- 
чинешю  Вьета;  некоторую  роль  онъ  игралъ  также  въ  исто- 
рш  циклоиды.  Но  въ  его  геостатик^,  о  которой  такъ  мно- 
го говорится  въ  письмахъ  Декарта,  доказывается  геомешрг^ 
чески^  что  в^съ  тяжелаго  т^ла  становится  гЬмъ  меньше, 
ч-Ьмъ  оно  ближе  къ  земл^, — этого  достаточно,  чтобы  ви- 
деть, къ  какимъ  заблуждетямъ  былъ  способенъ  его  умъ, 
п  нечего  удивляться,  что  онъ  дурно  ц4нилъ  произведетя 
Дезарга . 

Уважеше,  котораго  заслуживаетъ  Дезаргъ,  до  свхъ  поръ 
очень  мало  известный  б10графамъ,  побудило  насъ  войти  въ 
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ЭТИ  подробности,  которыя,  мы  надеемся,  могутъ  возбудить 
любопытство  и  вызвать  кого-нибудь  на  отыскан1е  оригн- 
нальныхъ  сочннешй  этого  генхальнаго  челов']Бва  и  также 
статей,  относящихся  къ  его  ученымъ  спорамъ.  Перепаска 
его  сг  знаменитейшими  людьми  того  времени,  трудившимися 
съ  нимъ  на  одномъ  поприщ'Ь  и  всегда  желавшими  вид'Ьть 
его  судьею  своихъ  сочинешй,  была  бы  также  драгоц^^н- 
нымъ  открыт1емъ  для  исторхи  литературы  семнадцатаго  в%- 
ка,  доставившаго  столько  славы  уму  человеческому. 

Что  касается  до  сочинен1й  Дезарга,  то  вотъ  некоторый 
указашя,  который  вызовутъ,  можетъ  быть,  еще  друг1я,  мн^ 
непзвестния: 

Въ  1665  году  Боссъ  въ  Р^а^г^ие8  дёоте1га1е8  е1с.  писалъ, 
что  „покойный  М.  МШоп,  ученый  геометръ,  составилъ  изъ 
я  доказательствъ  Дезарга  большую  рукопись,  которую  стон- 
ало бы  напечатать.^ 

Въ  ШвЫге  Шегагге  еГе  1а  V^^^е  йе  Ьуощ  раг  Р.  Со1о- 
П1а,  напечатанной  въ  1728  году^  читаемъ:  „Публике  будетъ 
„скоро  предложено  полное  нздаше  сочиненШ  Дезарга.  Г. 
„Рпше,  каноникъ  въ  Ргоушз,  авторъ  двухъ  любопытныхъ  и 
„подробныхъ  мемуаровъ  о  сочинешяхъ  своего  друга  г.  де- 
„Ланьи  и  о  сочинешяхъ  Дезарга,  будетъ  издателемъ  этого 
„важнаго  труда,  которымъ  особенно  интересуется  городъ 
„Люнъ." 

Можетъ  быть  счастливый  случай  поведетъ  къ  открнтш 
рукописи  Мильона  и  матер1аловъ,  собранныхъ  для  предпр1я- 
Т1Я  Рише  (К1сЬег). 

ПРЙМЪЧАШЕ  XV. 

[Вторая  эпоха;  п^  26). 

Объ  ангармоничесЕОигъ   свойстве    точевъ  кониче- 
окаго    (уЬчешя.    Доказательство    оамьххъ    общжхъ 

свойствъ  этихъ  кривыхъ. 

1.  Подобно  тому,  какъ  въ  теорем*!  Дезарга  объ  инволюцш 
шести  точекъ,  представимъ  себ*!  четыреугольникъ,  вписан- 
ный въ  коническое  с^чеше,  и  какую-нибудь  секущую. 
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Изъ  двухъ  противоположныхъ  вершинъ  чехыреугодьника 
проведемъ  прямыл  къ  двумъ  точкамъ,  ъъ  которыхъ  сЬкущая 
встречается  съ  коничесЕимъ  сЬчешемъ;  каждая  изъ  этихъ 
вершинъ  будетъ  точкою,  изъ  которой  выходятъ  четыре  пря- 
мая. Легко  ведать,  что  инволюц1онное  соотношеше  Дезарга 
выражаетъ  собою  равенство  между  аигармоническимъ  отно- 
шешемъ  четырехъ  точекъ  пересбчешя  сЁкущей  съ  четырьмя 
прямыми,  выходящими  изъ  одной  вершины  четыреугольника, 
и  ангармоническимъ  отношешемъ  четырехъ  точекъ  пересЬ- 
чешя  той  же  с']Ькущей  съ  четырьмя  прямыми,  выходящими 
иаъ  противоположной  вершины  четыреугольника;  отсюда  мы 
заключаемъ,  что  ангармоническое  отношенге  первыхъ  четы- 
рехъ прямыхъ  равно  ангармоническому  ошногиенгю  четы- 
рехъ  другихъ, 

2.  Итакъ  мы  им'Ёемъ  следующую  общую  теорему,  взаим- 
ную тому  заключен1ю,  которое  мы  вывели  изъ  теоремы  Де- 
зарга: 

Когда  два  пучка  изъ  четырехъ  прямыхъ  соотвп>тсшвуюшг 
^ругъ  другу  такъ^  что  ангармоническое-  отношенге  четы- 
рехъ первыхъ  прямыхъ  равно  ангармоническому  отношенгю 
четырехъ  другихъ^  то  прямыя  одного  пучка  встречаются 
съ  соотвП}Шственными  прямыми  друьаго  вг  четырехъ  точ- 
кахъ^  лежащихъ  на  коннческомъ  сгьченги,  проходягцемъ  еще 
черезъ  дв)ь  точки^  именно  черезъ  центры  обоихъ  пучковъ. 

Эта  теорема,  какъ  видно  изъ  предложеннаго  нами  зд'Ьсь 
доказательства  ея,  въ  сущности  есть  только  другое  выра- 
жение теоремы  Дезарга;  но  ея  сл-Ьдствья,  чрезвычайно  мно- 
гочисленныя,  обнимаютъ  часть  такихъ  свойствъ  коническихъ 
сЬчевШ,  на  которыя,  кажется,  не  распространяются  теоре- 
мы Дезарга  и  Паскаля.  Действительно,  кроме  преимущества 
своей  особой  формы,  эта  теорема  имЪетъ  н^что  более  об- 
щее, чемъ  те  две  теоремы,  которыя  поэтому  получаются 
изъ  нея  уже  не  какъ  видоизменения  ея,  но  какъ  ея  след- 
СТВ1Я.  Мы  сейчасъ  подтвердимъ  это,  указывая  на  приложе- 
Н1Я,  Бъ  которымъ  способна  эта  теорема. 
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Но  прежде  дадимъ  прямое  доказательство  ея,  такъ  вакъ 
мы  ею  хотимъ  заменить  самыя  общгя  изъ  употреблявшкхся 
до  сихъ  поръ  теоремъ  и  вывести  ихъ  всЬ  изъ  нея  же. 

3.  Доказательство  это  до  крайности  легко  и  просто.  Такъ 
какъ  теорема  выражаетъ  равенство  ангармоническиосъ  отно- 
шенгй  въ  двухъ  пучкахъ  четырехъ  лвшй,  и  такъ  какъ  эти 
отношев1я  сохраняютъ  свою  величину  въ  перспективе,  то 
достаточно  доказать,  что  равенство  существуетъ  въ  кругЬ, 
служащемъ  основашемъ  того  конуса,  на  которомъ  разсма- 
тривается  коническое  с^чеше.  Но  въ  кругЬ  углы  между  ли- 
Н1ЯМИ  перваго    пучка  соотв']&тственно   равпы    угламъ  между 

соответствующими     ЛИН1ЯМИ   ВТОраГО    пучка,     потому   что   ЭТИ 

углы  опираются  на  т^  же  дуги;  такъ  какъ  синусы  ихъ  так- 
же равны  между  собою,  то  ангармоническое  отношеше  си- 
нусовъ  угловъ  перваго  пучка  равно  ангармоническому  отно- 
шешю  синусовъ  угловъ  втораго  пучка. 
Такимъ  образомъ  теорема  доказана. 

4.  Представимъ  себе,  что  три  прямыя  перваго  пучка  и 
три  соотв4тствующ1я  прямыя  втораго  — неподвижны;  что 
четвертая  прямая  перваго  пучка  вращается  около  своего 
центра  и  что  соответствующая  ей  прямая  втораго  пучка 
также  вращается  и  притомъ  такимъ  образомъ,  что  всегда 
сохраняется  равенство  ангармоническихъ  отношешй  въ  обо- 
ихъ  пучкахъ:  эти  деть  вращающгяся  прямыя  будутъ  пере- 
стькаться  всегда  на  коническомг  сгьченги^  определяемомъ 
пятью  неподвижными  точками  фигуры,  именно:  центрами 
двухъ  пучковъ  и  точками,  въ  которыхъ  три  неподвижный 
прямыя  перваго  пучка  пересекаются  съ  соответствующими 
имъ  лишями  втораго. 

5.  Отсюда  проистекаетъ  безчисленное  множество  спосо- 
бовъ  образовав1я  коническихъ  сечешй  чрезъ  пересечете 
двухъ  прямыхъ,  вращающихся  около  двухъ  неподвижннхъ 
точевъ.  Потому  что  безконечно  разнообразно  можно  соста- 
вить два  пучка  прямыхъ,  соответствующихъ  одна  другой 
и  притомъ    такъ,  что  ангармоническое    отношеше    какихъ- 
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нибудь  четырехъ  прямыхъ  перваго  пучка  всегда  будетъ  рав- 
но ангармоническому  отношешю  четырехъ  працыхъ  во  вто- 
ромъ  пучк& 

6.  Наприм^ръ,  представимъ  се&Ь  постоянный  уголъ;  пусть 
около  данной  точки,  какъ  около  полюса,  вращается  прямая 
лишя,  которая  во  всякомъ  положеши  будетъ  встречаться  съ 
сторонами  угла  въ  двухъ  точкахъ.  Четыре,  опред^ленныа 
такимъ  образомъ,  точки  на  одной  изъ  сторонъ  угла  будутъ 
и1гЬть  одинаковое  ангармоническое  отношеше  съ  четырьмя 
соответствующими  точками  на  другой  стороне  (потому  что 
оба  эти  отношешя  равны  ангармоническому  отношенш  че- 
шрехъ  секущихъ,  служащихъ  для  определенк  этихъ  то- 
чекъ).  Отсюда  сл^дуотъ,  что,  если  мы  соединимъ  какую-ни- 
будь неподвижную  точку  *съ  точками,  отмеченными  на  одной 
стороне  угла,  и  другую  неподвижную  точку — съ  точками, 
отмеченными  на  другой  стороне,  то  получимъ  два  пучка 
соответствующихъ  прямыхъ,  пересекающихся  между  собою 
на  Боннческомъ  сечеши,  проходящемъ  черезъ  две  неподвиж- 
ныя  точки.  Итакъ 

Если  три  стороны  треугольникау  измгьняющаю  свой 
ендъ^  врагцаются  около  трехъ  иеподвижныхъ  точекъ  и  деть 
щшины  его  перемгьгцаются  по  двумг  неподвижнымъ  пря- 
мымъу  то  третья  вершина  описывавтъ  коническое  стьченге^ 
проходящее  черезъ  двгь  точки,  около  которыхъ  вращаются 
стороны  у  прилежагцгя  кг  этой  вершингь  '^®). 


^*^)  Если  бы  сторона  треугольника,  противолежащая  образующее 
вершЕн^^,  вместо  того,  чтобы  вращаться  около  неподвижной  точки, 
скользила  по  коническому  с^^ченш,  касающемуся  двухъ  иеподвижныхъ 
прямнхъ,  то  свободная  вершина  треугольника  описывала  бы  также  ко- 
ническое С'(чен1е,  проходящее  черезъ  дв']^  неподвижныд  точки. 

Это  сл^дуетъ  изъ  того,  что  четыре  касательныя  коническаго  сбче- 
н1я  Пересе каютъ  каждую  изъ  двухъ  другихъ  касательныхъ  въ  четы- 
рехъ точкахъ,  которыя  на  той  и  на  другой  касательной  им1ютъ  оди- 
наковое ангармоническое  отношенхе  (см.  сл'^&дующее  Прпм^чан1&). 

Это  обобщеше  теоремы  Маклорена  п  Брайкенриджа  можетъ  вести 
ко  множеству  различныхъ,  большею  част1Ю  новыхъ,  предложен1й. 

Т.  УШ.  Отд,  II,  Выж.  III,  5 
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Эта  теорема  есть  ничто  иное,  какъ  мистичесшй  шести- 
угольникъ  Паскаля,  только  представленный  въ  иной  формЪ. 
Теорема  въ  этомъ  вид'Ь  находится  уМаклорена  и  Брайкен- 
риджа;  она  именно  и  привела  перваго  изъ  этихъ  геомет- 
ровъ  къ  излогешю  теоремы  Паскаля. 

7.  Разсмотримъ  два  пучка  прямыхъ,  выходящихъ  изъ 
двухъ  различныхъ  центровъ  и  пересекающихся  по-варно  на 
одной  прямой,  взятой  произвольно  въ  плоскости.  Ангармо- 
ническое отношен1е  какихъ-нибудь  четырехъ  прямыхъ  пер- 
ваго пучка  равно  ангармоническому  отношенш  четырехъ 
соотвЪтствующихъ  ЛИН1Й  во  второмъ  пучк%  (оба  равны 
именно  ангармоническому  отношешю  четырехъ  точекъ,  въ 
которыхъ  эти  прямыя  встр'Ьчаются  съ  постоянной  прямой). 
Изм^нимъ  теперь  относительное  положен1е  пучконъ,  пере- 
неся ихъ  на  плоскости  въ  друпя  м^ста;  соотв^тствуюпця 
прямыя  уже  не  будутъ  пересекаться  на  одной  прямой,  но 
изъ  нашей  теоремы  сл^дуеть,  что  онгь  будутъ  переспкать- 
ся  на  коничесномъ  аьченгщ  проходящемъ  черезъ  вершины 
обоихъ  пучковъ. 

8.  Положимъ,  что  первоначальные  пучки  сохранили  при 
перемещеши  свои  прежше  центры,  т. -е.  что  мы  повернули 
ихъ  около  ихъ  центровъ;  тогда  изложенная  нами  теорема 
обращается  прямо  въ  теорему  Ньютона  объ  органическомъ 
образованш  коническихъ  сбченШ. 

9.  Если  бы  лучи  первоначальныхъ  пучковъ  встречались 
не  на  прямой  лиши,  а  на  коническомъ  с^чети^  проходя- 
щемъ чрезъ  два  центра  ихъ,  то  пучки  эти  все-таки  удовле- 
творяли бы  условш  равенства  ангармоническихъ  отношешй 
между  четырьмя  лучами  одного  и  четырьмя  соотв-Ьтствую- 
щими  лучами  другаго  пучка  (на  основанш  теоремы  п^  2). 
Следовательно  и  после  какого-нибудь  перемещешя  этихъ 
пучковъ  соответствующ1е  лучи  ихъ  будутъ  опять  пересе- 
каться на  коническомъ  сечеши. 

10.  Если  пучки  повернемъ  только  около  ихъ  центровъ, 
то  получится  теорема: 
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I 

Когда  два  какге-нибудь  постоянные  угла  вращаются  око- 
ло своихъ  вершит  такъ^  что  точка  пересгьченгя  двухь  ихъ 
сторонг  описываешь  коническое  сгьчете^  проходящее  черезъ 
двгь  вершины^  то  деть  друггя  стороны  пересгькаются  въ 
точкахъ  другаго  коническаго  сгьченгяу  также  проходящаго 
ч&резъ  вершины. 

11.  Эта  теорема,  представляющая  обобщеше  теоремы 
Ньютона,  сама  представляетъ  одянъ  изъ  безчисленнаго  мно- 
гества  подобныхъ  же  частныхъ  епособовъ  построен1я  ко- 
ничесЕихъ  с^ченШ  чрезъ  перес']Ьчев1е  двухъ  прямыхъ,  вра- 
щающихся около  двухъ  постоянныхъ  точекъ  или  чрезъ  пе- 
ресечете сторонъ  угловъ,  которые  движутся  около  своихъ 
вершинъ;  првтомъ  вм']&сто  угловъ  постоянной  величины,  ко- 
торые мы  брали  сейчасъ,  можно  предполагать  углы  пере- 
и']^нные  и  при  этомъ  установить  безконечно  разнообразное 
соотношеше  между  ихъ  величинами. 

Такъ  напримЪръ,  можно  предполагать,  что  каждый  изъ 
нихъ  образуетъ  на  постоянной  прямой  отр'Ьзки  постоянной 
величины. 

Такимъ  образомь,  теорема  Ньютона,  им-бвшая  н^^которую 
знаменитость  и  казавшаяся  основною  въ  теорхи  коническихъ 
с^чешй,  оказывается  не  бо.1%е,  какъ  весьма  частнымъ  слу- 
чаемъ  общаго  способа  образованы  этихъ  кривыхъ. 

12.  Это  обстоятельство  ведетъ^  какъ  намъ  кажется^  къ 
двумъ  заключешямь.  Оно  показываетъ,  вопервыхъ,  что  все- 
гда ^полезно  восходить  къ  начальному  пропсхождешю  гео- 
метрическихъ  истцнъ  и  съ  этой  возвышенной  точки  зр^шя 
обозревать  и  открывать  разиообразныя  формы,  въ  которыхъ 
онЪ  могутъ  представляться  и  который  могутъ  расширить 
вхъ  приложешя;  такъ,  теорема  Ньютона,  которую  мно- 
пе  весьма  зам']&чательные  геометры  считали  нужнымъ  до- 
казывать, какъ  одну  изъ  лучшихъ  теоремъ  въ  теор1и  ко- 
ническихъ сЬченШ,  не  приводпла  однако  къ  важнымъ  ре- 
зультатамъ,  потому  что  форма  ея  удобна  для  получен1я 
только  немногихъ  следств1й.  Общая  же  теорема,    изъ  кото- 

5* 
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рой  мы  ее  вывели,  способна,  напротивъ,  ко  множеству  раз- 
нообразныхъ  выводовъ. 

Вовторыхъ,  ми  вндимъ  здЪсь  доказательство  той  истины, 
что  самыя  общ1я  и  богатыя  предложешя  суть  въ  то  же  вре- 
мя самыя  простыя  и  легче  всего  доказываются.  Ни  одно 
изъ  изв'&стныхъ  доказатеЛкьствъ  теоремы  Ньютона  не  мо- 
жетъ  сравниться  по  краткости  съ  доказательствомъ  общей 
теоремы,  которое  дано  нами  въ  п^З;  при  этомъ  последнее 
им']§етъ  еще  то  преимущество,  что  въ  немъ  не  требуется 
предварительнаго  знашя  никакихъ  свойствъ  коническихъ  с^- 
чеши. 

13.  Возьмемъ  опять  два  пучка, ,  перес^кающхеся  по  пря- 
мой лиши,  и  предположимъ,  что  прямая  эта  находится  въ 
безконечности;  т.*е.  что  прямыя  двухъ  пучковъ  соответ- 
ственно параллельны  между  собою.  Перем^стимъ  пучки, 
обращая  ихъ  около  центровъ;  соотв'1тствующ1Я  прямыя  бу- 
дуть  пересбкаться  на  коническомъ  с']&чен1и,  проходящемъ 
черезъ  оба  центра.  Отсюда  проистекаетъ  такая  теорема: 
Если  им^ьемъ  въ  плоскости  двгъ  подобный^  но  не  подобно 
расположенный^  фигуры,  то  прямыя^  проведенныя  на  пер- 
вой  фигурть  черезъ  произвольную  точку ^  будутъ  перегь^ 
каться  на  коническомъ  стьченги  съ  соответствующими  пря- 
мыми второй  фигуры.  Теорему  эту  мы  изложили  уже  безъ 
доказательства  въ  сочинеши  о  перем']&щеши  твердаго  т^ла 
въ  пространстве  {ВиИеПп  ипШгзеХ  Лез  зсгепсез^  Ь.  XIV, 
р.  321). 

14.  Общую  теорему,  составляющую  предметъ  этого  При- 
мечан1я,  можно  изложить  еще  въ  такомъ  вид*!:  Если  шеС" 
тщгольникъ  вписанъ  въ  коническое ,  сгьченге  и  г^г  двухъ 
вершинъ  его  проведено  по  четыре  прямыя  аь  четыре  остси^ь- 
ныя  вершины^  то  ангармоническое  отношенье  первихъ  че- 
тырехъ  прямыосъ  равно  ангармоническому  отногиенгю  четы- 
рехъ  другихъ. 

Т.-е.  Четыре  первыя  прямыя  встрп>чаются  съ  какаю-ни-- 
будь  суькущею  въ  четырехъ  точкахъу  четыре  друггя  съ  дру- 
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%ою  произвольною  сгькущей—^въ  четыреооъ  соотвгыпствую- 
щихъ  точкахы  ангармоническое  отношенге  переыхъ  четы- 
рехъ  точекъ  равно  ангармоническому  отношенгю  чешырехъ 
другихъ. 

Въ  этомъ  изложенш  теорема  представдяетъ  весьма  боль- 
шую общность  по  причине  неопред^леннаго  положешя  двухъ 
с%к]^ихъ. 

15.  Положимъ,  что  первая  секущая  есть  одна  изъ  пря- 
мнхъ,  проведенныхъ  черезг  вторую  вершину  шестиугольни- 
ка, а  вторая  секущая— одна  изъ  прямыхъ,  проведенныхъ 
черезъ  первую  вершину;  получаемая  при  этомъ  теорема  бу- 
детъ  именно  первая  изъ  теоремъ,  изложенныхъ  Пасвалемъ 
въ  Еззаг  роиг  1е8  сопщиев  и  выведеннахъ  имъ  изъ  его 
шестиугольника. 

16.  Положимъ  дал:Ье,  что  о6^  с^Бущ1Я  совнадаютъ  съ 
одной  изъ  сторонъ  шестиугольника; — получимъ  теорему  Де- 
зарга  объ  инволюц1и  шести  точекъ. 

17.  Если  въ  этой  теореме  Дезарга  замЪнимъ  отрезки, 
8акдючающ1еся  на  секущей  между  двумя  точками  кривой  и 
шжду  четырьмя  сторонами  четыреугольника, — ^выражешями 
ихъ  въ  функцш  перпендикуляровъ,  оаущенныхъ  изъ  двухъ 
точекъ  коническаго  сЪчен1я  на  четыре  стороны,  то  полу- 
чимъ теорему: 

Если  изъ  какой-нибудь  точки  коническаго  сгьченгя  опу- 
стимъ  перпендикуляры  на  четыре  стороны  вписаннаго  че- 
тыреугольника^  то  произведенье  перпендикуляровг^  опущен- 
ныхъ  на  деть  противоположныя  стороны  будешь  имгьть 
постоянное  отношенге  къ  проивзеденгю  двухъ  другихъ  пер- 
пендикуляровь^  гдгь  бы  ни  была  взята  точка  коническаго 
сгьченгя. 

Вместо  перпендикуляровъ  можно  взять  наклонныя,  обра- 
зуюпця  со  сторонами  четыреугольника,  къ  которымъ  он'Ь 
проводятся,  равные  углы.  Это  предложевхе  есть  ничто  иное, 
какъ  теорема  аЛ  диаШог  Ипеаз^  приводимая  Паппомъ. 
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18.  И  такъ  мы  доказали,  что  мистичесшй  шестиуголь- 
никъ,  другая  теорема  Паскаля  также  о  шестиугольнжк']^, 
теорема  Ньютона  объ  органическомъ  образованхи  коннче- 
скихъ  сбченШ,  теорема  Дезарга  объ  инволюще  шести  то- 
чекъ  и  теорема  древяихъ  ас1  ^иа^ио^  Ыпеаз  —  ес4  суть 
сл'Ьдств1я  нашей  теоремы.  Отсюда  понятно,  что  эта  теоре- 
ма распространяется  на  множество  частныхъ  истинъ,  ука- 
зывая незам'бченныя  до  сихъ  поръ  соотношен1я  между  ними 
и  представляя  для  нихъ  общее  и  достаточное  основате. 

Эту  теорему  можно,  въ  н'&которомъ  смысле,  разсматри- 
вать,  какъ  цеитрг^  изъ  котораго  проистекаетъ  большая 
часть,  даже  самыхъ  общихъ,  предложешй;  всл^Ьдствхе  этого 
необыкновеннаго  богатства  и  чрезвычайной  простоты  дока- 
зательства она  могла  бы  служить  основашемъ  геометриче- 
ской теор1и  коническихъ  с^^чешй. 

19.  Такъ  какъ  главный  характеръ  этой  теоремы,  д^лаю- 
щШ  ее  способною  къ  безчисленному  множеству  выво- 
довъ  заключается  въ  понят1и  объ  ангармоническомь  отноше- 
нШу  то  мы  будемъ  называть  ее  ангармоиическимъ  свойстьомг 
точекъ  коническаго  с^чен1я  ^^'). 

Зам'^тимъ,  что,  если  теоремы  Паскаля,  Дезарга,  Ньютона 
и  предложеше  аЛ  ^иа^ио^  Ыпеаз  суть  сл'Ьдствхя  ангармони- 
ческаго  свойства,  то' это  посл'Ёднее  т'^мъ  же  путемъ  мо- 
жетъ  въ  свою  очередь  быть  выведено  изъ  каждой  изъ  этихъ 
теоремъ  и  такимъ  образомъ  служить  для  перехода  отъ  одноП 
изъ  нихъ  къ  другой.  Это  доказываетъ,  что  понят1е  объ  ангар- 
моническомъ  ошношенги  представляетъ  действительно  общую 
связь  между  этими  различными  теоремами,  который  поэто- 
му отличаются  другъ  отъ  друга  только  по  форм^. 

Уже  прежде  было  зам']Бчено  соотношеше,  можно  сказать 
почти  тождество,  между  теоремами  Дезарга  и  Паскаля,  но  не 


»в 


^)  Мы  говоримъ  точекъ  коническаго  с^чен1я,  потому  что  въ  сл'Ъ- 
дующеиъ  При11'1^чанш  увндииъ,  что  коническ]я  с'1^чешя  облад&ютъ  еще 
другямъ  ангармоническими  свойствомъ,  подобвыиъ  этому  и  относящим- 
ся къ  пхъ  касательнымъ. 
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между  этими  теоремами  и  другими  вааш^^йшими  преддоже- 
Н1ЯМИ,  о  которыхъ  мы  упомянули.  Напротивъ,  каждое  изъ 
этБхъ  предложен1й  доказывалось  совершенно  особымъ  обра- 
зомъ  и  эти  доказательства  были  всегда  несравненно  длиннее 
того  очевиднаго  доказательства,  которое  мы  дали  для  общей 
теоремы. 

20.  Изъ  этой  же  теоремы  можно  вывести  прекрасное 
предложеше  Еарно  о  соотношен1и  между  отрезками,  обра- 
зуемыми коническимъ  с^ченхемъ  на  трехъ  сторонахъ  тре- 
угольника, взятаго  въ  той  же  плоскости, — предложеше,  ко- 
торое внражаетъ  такое  же  общее  свойство  шести  точекъ 
кониче^каго  сЪчешя,  >какъ  и  теоремы  Дезарга,  Паскаля  и 
Ньютона. 

21.  Наконецъ  наше  ангармоническое  свойство  можетъ 
быть  представлено  еще  въ  другой  форм^,  въ  которой  оно 
является  новымъ  предложенхемъ,  отличающимся  отъ  всЬхъ 
предыдущихъ  и  способнымъ  къ  новому  роду  чрезвычайно 
многочисленныхъ  выводовъ. 

Это  новое  предложеше  представляется  въ  вид'6  трехчлен- 
наго  уравнешя;  его  можно  изложить  такъ: 

Да  плоскости  даны  деть  стькущгя;  возьмемъ  на  первой  изъ 
нихъ  деть  какгя'нибудь  точки  Оу  Е  и  на  второй  деть  так- 
же какгЯ'Нибудь  точки  О',  И. 

Если  оком  неподвижныхъ  полюсовъ  Р,  Р',  взятыхъ  произ- 
вольно въ  плоскости  чертежа,  будемъ  обращать  деть  пря- 
мыя^  встртьчающгяся  съ  двумя  сгькущими  соотвтьтственно 
въ  точкахъ  а,  а',  опредгьляемыхъ  такъу  что  всегда  сущест- 
вуетъ  соотношенге 

Оа  _ .  О' а'  \  .. 

гдть  X  и  {л — постоянныя. 

То  точка  пересп»ченгя  двухъ  движущихся  прямыхъ  будетъ 
опгхивать  коническое  стьченге^  проходящее  черезъ  оба  по- 
люса  Р,  Р*, 
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22.  Эта  теорема,  въ  которой  такъ  много  произвольныхг  эле- 
ментовъ,  именно:  направлен1е  с^кущихъ^  подожен1е  на  нихъ 
четырехъ  точекъ,  подожете  двухъ  полюсовъ  и  величава 
двухъ  Е08ффиц1ентовъ,  —  въ  сущности  не  отличается  огь 
тЪхъ  общихъ  свойствъ  коническ^ъ  с^ченШ,  о  которыхъ 
говорилось  въэтомъ  Прим%чан1н;  потому  что,  какъ  и  каж- 
дое И8Ъ  нихъ,  она  выводится  изъ  нашего  ангармоническаго 
свойства.  Но  особая  форма  ея  даетъ  возможность  распро- 
странить ея  приложешя  гораздо  дал-Ье,  ч^мъ  это  сд^Ьлано 
для  другихъ  предложешй. 

23.  Такъ  наприм'Ьръ,  если  предположимъ,  что  точки  Е,  Е' 
помещены  на  лиши,  соединяющей  полюси  Р  Р',  тоуравне- 
ше  будетъ  выражать  уже  не  коническое  с^чеше,  а  просто 
прямую  лишю.  Отсюда  будутъ  проистекать,  какъ  сл^дств1я 
безчисленнаго  множества  свойствъ  коническихъ  сЪченШ, 
безчисленныя  же  свойства  прямой  лиши;  между  ними  бу- 
дутъ находиться  различный  системы  координатъ  и  въ  томъ 
числ^,  какъ  частный  случай,  система  Декарта. 

Есть  много  другихъ  способовъ  выражать  этимъ  уравне- 
шемъ  прямую  ЛИВ1Ю.  Для  этого  вообще  достаточно  удовле- 
творить условш  между  данными  вопроса,  выражаемому  ура- 
внешемъ 

01       .  О'е' 

гд^Ь  г,  г'   суть  точки    перес^чешя  двухъ  сЪкущихъ  съ  пря- 
мою, соединяющею  полюсы  Р,  Р". 

Въ  другомъ  сочинеши  мы  покажемъ  многочисленный  пря- 
ложешя,  къ  которымъ,  кажется,  способно  уравнеше  {А)  въ 
теор1а  коническихъ  сЬчетй  и  въ  теорхи  трансверсалей. 

24.  Я  возвращусь  также  въ  другомъ  мЪст'Ь  къ  ангармо- 
ническому свойству  коническихъ  с^^чешй,  выражаемому  въ 
вид^  равенства  двухъ  членовъ  въ  теореме  п^2\  оно  пред- 
ставится вамъ  въ  теорхн  гомографическихь  фигуръ,  въ  кото- 
рыхъ оно  является  главнымъ  свойствомъ.  Тогда  ны-  внра- 
8имъ  его  такими  словами: 
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Въ  дбухг  гомографическиот^пучкахь,  находящихся  вг  одной 
плоскости^  прямия  одною  пучка  переатаются  съсоотвгып' 
сшвенными  прямыми  другаго  въ  точкахъ  коническаго  сгьче- 
меА,  проходящаю  ч^резъ  центры  обоихъ  пучковъ. 

Въ  этомъ  и8Л0жен1и  идея  ангармоническаго  отношенгя, 
сама  по  себ'Ь  уже  весьма  простая,  но  относящаяся  прямо 
только  кь  пучку  изъ  четырехъ  прямыхъ,  8ам']^няется  другимъ 
поаят1емъ,  въ  которомъ  подразум'^&ваются  всЬ  прямыя  пуч- 
ка; дто  вноситъ  еще  бол'Ье  быстроты  и  легкости  въ  прило- 
жешя  теоремы. 

25.  Намъ,  быть  мошегъ,  извинятъ  продолжительность  это- 
го ПримЪчанхя,  если  обратятъ  веиыанхе  на  то,  что  въ  вемъ 
наложены,  вм'Ьст'Ь  съ  доказательствами,  почти  вс%  самыя 
изящныя  и  общ1я  свойства  изъ  теорш  коническихъ  С']^чев1й. 
Анализъ,  въ  этомъ  случа'Ь,  нав^^рно  не  могъ  бы  быть  такъ 
кратокъ  и  простъ,  какъ  чистая  геометрхя. 

Зам^тимъ  по  этому  поводу,  что  ни  одно  изъ  этихъ  пред- 
Л0Ж6ШЙ,  который  однако  суть  самыя  важныя  и  богатыя  въ 
теор1и  коническихъ  с^чен1в,  не  вводится  теперь  въ  анали- 
тическихъ  сочицен1яхъ,  им'бющихъ  предметомъ  нзучеше 
этихъ  кривыхъ.  Так1я  сочинеша  совс^мъ  не  представляютъ 
трактатовъ  о  коническихъ  сЬчешахъ;  это  приложеше  анали- 
тнческШ  геометр1и  и  введете  въ  общую  теорш  кривыхъ 
лиши;  и  въ  приложешяхъ  этихъ  доказываются  не  самыя 
общ1я  и  важныя  свойства  коническихъ  с^^ченхй,  но  только 
самыя  элементарныя  и  ограниченнЕ1я,  потому  что  они  легче 
выражаются  формулами  анализа.  Другхя  свойства,  которыя 
были  бы  гораздо  полезн']&е  и  на  которыхъ  основывается  не- 
престанное развитхе  теорш  коническихъ  с^чешй,  остаются 
неизвестны  для  молодыхъ  геометровъ,  изучающихъ  эту  важ- 
ную теорш  только  по  руководствамъ  аналитической  гео- 
метрш. 

Такимъ  «образомъ  изучеше  коническихъ  с^^чевШ  чрезвы* 
чайно  отстало  уже  около  стол^пя.  Это  весьма  жалко;  не 
только  потому,  что  эти  знаменитый  кривыя  играютъ  весьма 
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важную  роль  во  вс^хъ  шстяхъ  геометр!?,  вс^г6дств^е  чего 
знан1е  ихъ  р'&шательно  необходимо;  но  также  и  на  основа- 
Н1И  того  общаго  подожешя,  что  во  всЪхъ  понятхяхъ  надоб- 
но пр17чать  умъ  направлять  свои  соображенгя  къ  самшмъ 
общимъ  истинамъ  каждой  теорш.  Это  самый  верный,  если 
не  единственный»  способъ  упростить  изучен1е  науки  и  упро- 
чить ея  развит1е. 


ПРИМ^ЧАНГЕ  XVI. 

{ПродоАженге  предыдущаю). 

Объ  ангармоничесвомъ  овойствгЬ  касатедънкпгь  во- 

ничеоваго  (гЬчея!я. 


Теоремы,  о  которыхъ  говорилось  въ  предыдущемъ  Яри- 
м^чаши,  относятся  къ  точкамг  коническаго  с^ченк.  Изв'&ст- 
нОу  что  многимъ  изъ  этихъ  теоремъ  соотв'^Ьтствуютъ  подоб- 
ный же  относительно  касательиыхъ  кривой.  Такъ  Паскалеву 
шестиугольнику  соотв'1тствуетъ  теорема  Брханшона  объ  опи- 
санномъ  шестиугольник']^;  теореме  Дезарга  соотв^тствуетъ 
сл'б дующая  теорема,  которая,  какъ  мн']^  кажется,  дана  бы- 
ла въ  первый  разъ  Штурмомъ  ^*'):  ^Когда  четнреугольникъ 
описанъ  около  коническаго  с&чешя,  то  прямыя,  проведен- 
ныя  изъ  какой-нибудь  точки  къ  четыремъ  его  вершинамъ, 
вж^стЪ  съ  двумя  касательными,  проведенными  къ  кривой 
изъ  той  же  точки,  составляютъ  пучекъ  въ  инволющн.''  Тео- 
рем*]^ древнихъ  аЛ  ^иаЫог  Нпеаз  соотв']&тствуетъ,  по  наше- 
му ыЕ^тю,  сл']&дующая  теорема,  которая   доказана  намп  въ 


'«*)  Эта  теорема  должна  была  быть  содержавхеиъ  об'^щавнаго  Штур- 
ионъ  меиуара,  который  долженъ  былъ  составлять  продолжеше  лвухъ 
первыхъ  его  немуаровъ  о  теор1и  лннШ  втораго  поряхва,  напечатан- 
ныхъ  въ  ЛппаШ  с[е  МаЬКётаИдиез^  %.  ХУ1  еЪ  ХУП;  но  зсемуаръ 
этотъ  не  былъ  изданъ. 


примъчлшя.  315 

Метогге  виг  кз  Ьгапз^огшаНопв  ра^аЬо^^^ие8  '•^):  „если  че- 
тнреугольникъ  описанъ  около  коническаго  с^Бчешя,  то  произ- 
ведете разстояшй  какой-нибудь  касательной  отъ  двухъ  про- 
тивоположныхъ  вершинъ  нахолится  въ  постоянномъ  отно- 
шети  къ  произведешю  ея  разстоян1й  отъ  двухъ  другихъ 
вершинъ".  Наконецъ  Понселе  въ  ТЬеотге  Лев  роЫггез  гесг- 
рго^иез  показалъ,  что  для  теоремы  Ньютона  объ  органиче- 
скомъ  образоваши  коническихъ  с^чешб  существуетъ  также 
соответствующая  теорема;  точно  также,  какъ  и  для  теоре- 
мы Карно  объ  отр'Ьзкахъ,  обравуемыхъ  ковическимъ  с:Ьче- 
Н1емъ  на  трехъ  сторонахъ  треугольника  *^*). 

Сл'Ёдуетъ  ожидать,  что  веб  эти  новыя  теоремы,  выражаю- 
пця  обпця  свойства  шести  касательныхъ  коническаго  сЪче- 
Н1Я,  должны  проистекать,  подобно  теоремамъ,  имъ  соотв'Ьт- 
ствующимъ»  изъ  одного  предложен1я,  которое  должно  само 
соответствовать  предложешю,  названному  нами  въпредыду- 
щемъ  Прим^чаши  атармоиическимъ  свойствомъ  точекъ  ко- 
ническаго с^четя. 

Такое  новое  предложенхе  действительно  существуетъ  и 
его  можно  выразить  такъ: 

Представимъ  себгь  на  плоскости  деть  прямыя,  изъ  кото- 
рыосъ  каждая  раздгьлена  на  отргьзки  четырьмя  точками] 
если  точки  дгьленгя  первой  прямой  соотвгьтствуютъ  точ- 
ками дуьленгя  второй  такъ,  что  ангармоническое  отношете 
четырехъ  первыхъ  точекъ  равно  ангармоническому  отно- 
шенгю  четырехъ  другихъ,  то  четыре  прямыя,  соединяющгя 
попарно  соотвгьтственныя  точки,  вмгьстгь  съ  двумя  дан- 
ными  прямыми  будутъ  шесть  касательныхъ  къ  одному  ко- 
ническому  стьченгю  *"). 


*•')  Соггезроп^апсе  тсиЬётаО^ие  йе  ВгихеПез,  *.  V,  аг!;.  10,  р.  289. 

*^)  ^ои^па^  Ле  та^Ьёта^гдцев  де  М.  Сге11е,  Ь.  IV. 

^^)  Когда  дв1&  данныя  прямыя  не  находятся  въ  одной  плоскостп, 
то  прямыя,  соедпняющ1я  ТОЧЕН  ихъ  д']^лен1Й,  образуютъ  гиперболоидъ 
съ  одною  полостью.  Мы  доказали  это  въ  иной  форм']^  въ  Сотгевроп* 
йапсе  йе  ТёсЫе  Ро1у1есНпгс[ие,  X.  II,  р.  446.  Изъ  этой-то  общей  теоре- 
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Не  трудно  вид'Ьть,  что  теорема  эта  закдючаетъ  въ  себ^^ 
безчисденное  множество  равличныхъ  предложешй,  относя- 
щихся къ  органическому  образовашю  коническихъ  сЪчешй 
посредствомъ  касательныхъ.  ДМствительно,  дв^прямыя  мо- 
гутъ  быть  безвонечно  разнообразно  разделены  такъ,  чтобъ 
ангармоническ1я  отношешя  кавихъ-нибудь  четырехъ  точекъ 
на  од&ой  прямой  и  соотвЪтствующихъ  имъ  точеЕЪ  на  дру* 
гой,  были  равны  между  собою. 

Разсматривая  въ  коническихъ  сЪчешяхъ  Аполлотя  и  у 
новыхъ  писателей  различный  предложен1я,  относянцяся  къ 
васательнымъ  коническаго  с^^чевия,  мы  заметили,  что  почти 
ъсЬ  они  суть  приложешя  и  сл^дствхя  только  что  изложен- 
ной теоремы.  Важн%йш1я  теоремы,  упомянутыя  нами  въ  на- 
чал'Ь  этого  Прим%чан1я,  кавъ  паприм^^ръ  теорема  Брганшояа, 
представляютъ  только  разныя  выражен1я  или  преобразовашя 
этой  теоремы,  которая,  гакимъ  образомъ  составляетъ  связь 
между  этими  различными  предложешями  и  служить  для  пе- 
рехода отъ  одного  изъ  нихъ  въ  другому. 

Мы  будемъ  называть  эту  теорему  ангармоническимъ  свой- 
ствомъ  касательнихь  коническаго  с^чешя. 

Намъ  остается  доказать  эту  теорему.  Для  этого  доста- 
точно немногихъ  словъ. 

Такъ  какъ  теорема  выражаетъ  равенство  ангармониче- 
скихъ  отяошен1й,  равенство,  которое  сохраняется  при  пер- 
спективномъ  приложеши  фигуры,  то  достаточно  доказать  ее 
для  круга,  служащаго  основашемъ  конусу,  на  которомъ  на- 
черчено коническое  с%чен1е.  Другими  словами,  надобно  до- 
казать, что,  если  уголъ  описанъ  около  круга  и  проведены 
как1я-нибудь  четыре  касательный,  то  ангармоническое  отно- 
шеше  четырехъ  точекъ  перос^чеша  этихъ  касательныхъ  съ 
съ  одною  стороною  угла  равно  ангармоническому  отноше- 
нш    точекъ   перес^чён1й   ея  съ  другою  стороною.    Но  это 


иы  въ  пространств'^  вш  и  вывели  свовство  коническихъ  с'1&чев1&,  о  ко- 
торомъ зд^сь  идетъ  р'Ьчь.  (См.  Соггевропсктсе  та^Нёт(x^^^ие  йе  М. 
Спе1е1е1,  1  IV,  р.  364). 
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очевидно;  потому  что  отр']Ьзокъ  кагдой  касательной  между 
сторонами  угла  вид'бнъ  изъ  центра  круга  подъ  постоаннымъ 
угломъ;  следовательно  отр'Ьзки  двухъ  касательннхъ  между 
сторонами  угла  видны  изъ  центра  подъ  равными  углами. 
Отсюда  завлючаемъ,  что  четыре  прямыя,  проведенныя  изъ 
центра  къ  точкамъ  встречи  четырехъ  касательныхъ  съ  одною 
стороною  угла,  им'1ютъ  одинаковое  ангармоническое  отно- 
шете  съ  четырьмя  прямыми,  проведенными  къ  точкамъ 
встр-Ьчи  касательныхъ  съ  другою  стороною,  а  потому  и 
точки  дЪлетя  на  той  и  другой  стороне  угла  им'Ьютъ  оди- 
наковыя  ангармонически  отношешя. 

Теорема  такимъ  образомъ  доказана. 

Этой  теореме  можно  дать  иной  видъ,  выразивъ  ее  трех- 
членнымъ  уравненхемъ,  и  тогда  она  является  новымъ 
предложешемъ,  способнымъ  къ  новымъ  многочисленнымъ 
принЪнешямъ. 

Это  новое  предложен1е  мы  изложимъ  сл^дующимъ  обра- 
зоиъ: 

На  плоскости  даны  деть  стъкущгя;  на  первой  изъ  нихь 
произвольно  взяты  деть  постоянный  точки  0,Еу  и  на  вто- 
рой  также  деть  постоянныя  точки  О'  Е\  если  деть  точки 
а,  а'  перемгьщаются  по  этимъ  прямымъ  такг,  что  всегда 
сущствуетъ  соотношенге 

Оа      .  0У_ 
Еа'^    Е'а'~^' 

»ди)  X  и  и, — постюянныя. 

То  прямая  аа'  во  всякомъ  своемъ  положенги  будетъ  ка- 
саться коническаго  стьчетя^  касающагося  двухъ  данныооъ 
неподвиоюныссъ  сгькущихг. 

Это  предложен1е  ведетъ  ко  множеству  сл%дств1й,  кото- 
рня  мы  получаемъ,  располагая  различнымъ  образомъ  дан- 
шин  вопроса,  т.-е.  двумя  секущими,  четырьмя  взятыми  на 
вихъ  точками  и  двумя  коэффищеитами  X  [л. 


318  примъчАнтя. 

Если  между  этими  данными  существуетъ  соотношен1е: 

гд^  /5  есть  то1Ба  пересЬчешя  двухъ  с^^кущихъ,  то  кониче- 
ское сЪчевхе  обращается  въ  одну  точку;  т.-е.  прямая  аа' 
будетъ  во  вс^хъ  своихъ  положешяхъ  проходить  черезъ  одну 
и  ту  же  точку, 

Это,  наприм'Ьръ,  будетъ,  когда  точки  Д  ^ЕГ  пом^стимъ 
въ  точкЪ  5  пересЪчен1я  с^кущихъ.  Тогда  уравнеше 

Оа      .  аа' 
8'а^^^'  =  ^ 

выражаетъ  одну  точку. 

Мы  еще  возвратимся  въ  другомъ  м:Ьст%  къ  теорем^Ь,  со- 
ставляющей предметъ  этого  Прим^чатя.  Тамъ  мы  будемъ 
раэсматривать  ее  какъ  свойство  гомографически^хъ  фигуръ  и 
изложимъ  ее  въ  иномъ  вид%,  обнаруживающемъ  многочи- 
сленность ей  приложешй;  именно: 

Когда  двгь  прямыя  на  плоскости  раздгьлены  гомографи- 
ческщ  то  прямыя^  собдиняющгя  точки  дгьленгя  первой  съ 
соответствующими  точками  другой  огибаютъ  коническое 
сгьченге,  касающееся  двухъ  данныхъ  прямыхъ. 

Въ  предыдущей  теореме  можно  систему  двухъ  с^кущихъ 
зам'Ьнить  окружност1ю  круга.  Тогда  получается  такая  тео- 
рема: 

Даны  какгя^нибудь  четыре  постоянныя  точки  О,  Е,  О^ 
на  окружности;  если  будемъ  брать  на  этой  окруокности 
двгь  перемтьнныя  точки  а,  а'  такъ,  чтобы  всегда  суще- 
ствовало  соотногиенге: 

вгп-аО        зт-а'О' 

1 — "^>^ 1 =  ^ 

згп-^аЕ        зт-^а'Е 

гдгь  X  и  (х — постоянныя: 
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То  хорда  аа!  будешг  огибать  коническое  сгьченге  имтью- 
щее  двойное  прикосновенге  съ  окружностгю  и  касающееся 
прямой  ЕЕ'. 

Это  предложеше  вмЪст^  ^  съ  ивлогенннни  уже  двумя  дру- 
гими, представляющими  аналопю  съ  ангармоничесвимъ  от- 
ношешемъ  четырехъ  и  инволющею  шести  точекъ,  соста* 
вляетъ  особую  теорш,  въ  которой  множество  свойствъ  си- 
стемы  двухъ  прямыхъ  переносятся  на  окружность  круга  и 
вс^  дтн  свойства,  посл'6  надлежащнхъ  преобразовашй  ра- 
спространяются на  какое  угодно  коническое  сЬчеше;  это 
есть  новцй  источникъ  для  вывода  свойствъ  этихъ  кривьаъ. 

Зд'бсь  мы  ограничимся  только  вам'Ьчашемъ,  что,  если  въ 
предыдущей  теореме  возьмемъ  точки  Д  Е'  на  концахъ  д1а- 
нетровъ,  проходящихъ  черезъ  точки  О,  (У\  то  уравнете 
приннмаетъ  сл'Ьдующую,  бол^е  простую,  форму: 

1аид  ^  аОч-Х  1апд  -е1'0'=;-1, 

И  это  составляетъ  новую  теорему. 

Между  сл%дств1ями,  проистекающими  изъ  этой  теоремы, 
мы  находимъ  следующее  свойство  круга  кривизны  въ  какой* 
нибудь  точк^  коническаго  с^Бчешя: 

Если  въ  точкгь  А  коническаго  стьченгя  проведемъ  кругъ 
кривизны^  то  всякая  касательная  кривой  будетъ  встртъ- 
чать  ею  въ  двухъ  такихъ  точкаосъ,  что  разность  котан- 
генсовъ  полу-дугъ^  заключаюгцихся  между  этими  точками 
и  точкою  А, — постоянна. 


ПРИМ-ЬЧАШЕ  XVII. 

(Третья  эпоха^  п^  24). 
О  МавроликФ  и  Гуарини. 


Мавроликъ  (МаигоЦспб),   самый   ученый    изъ   геометровъ 
своего  времени,   написалъ   множество   сочинешй,  въ  кото- 
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рыхъ  нер1»дко   встречаются  удачныя    нововведен1я  и  сл^дн 
ген1я. 

Овъ  первый  сд^лалъ  замЪчанхе,  которое  въ  его  рувахъ 
сд'Ёладось  освовашемъ  новыхъ  началъ  Гномоники;  именно, 
что  конецъ  т^ни  гномона  описываетъ  ежедневно  дугуконн- 
ческаго  с^чешя:  по  этому  поводу  онъ  и  написадъ  свой 
трактатъ  о  коническнхъ  сбченхяхъ,  о  воторомъ  мы  говори- 
ли и  который  былъ  предметомъ  3-й  книги  его  Гномоники, 
появившейся  въ  1553  и  потомъ  въ  1575  году  подъ  загла* 
В1емъ:  йе  Ыпегз  когагИз  ИЪгг  III.  Но  въ  сочинен1и  этомъ 
входить  только  то,  что  необходимо  для  Гномоники  и  не  за- 
ключается вс^хъ  свойствъ  этихъ  кривыхъ,  воторыя  нахо- 
димъ  у  Аполлошя. 

Мавролику  принадлежитъ  также  введете  въ  тригономе- 
трическ1я  исчислешя  секансовъ,  таблицу  которыхъ  онъ  на- 
печаталъ  въ  издаши  ТЬеоЛоНг  зрЫеггсогит  ИЬН  Ш,  1558. 

Анализъ  также  чрезвычайно  много  обязанъ  этому  геоме- 
тру, о  которомъ  впрочемъ  р§дко  упоминаютъ  по  этому  по* 
воду.  Онъ  первый  ввелъ  употреблен1е  буквъ  вм'бсто  чисе:гь 
въ  ариеметическихъ  вычислешяхъ  и  первый  далъ  правила 
алгебраическаго  знакоположен1я.  Этимъ  нововведешемъ  Ма- 
вроликъ  хот'Ьлъ  довести  д']&йств1я  надъ  числами  до  тойже 
общности,  какъ  и  графичесшя  построетя  геометрш,  сово- 
купность которыхъ  всегда  ясно  видна,  всегда  можетъ  быть 
просл'Ьжена  мысленно  и  им'1етъ  особую  выгоду  прим'^няться 
къ  тысячамъ  различныхъ  приложешй. 

О  Гуарини  (впапш)  мы  упомянули  по  случаю  теоремы 
Птолемея  въ  Прим^чанхи  У1  и  по  поводу  теор1и  кониче- 
скнхъ сЪчен1й,  когда  говорили  о  большомъ  трактат-Ь  Де-Ла- 
гира. 

Мы  удивляемся,  почему  у  авторовъ,  писавшихъ  объ  исто- 
р1и  математики,  нигд'6  н'&тъ  ни  мал^йшаго  указанхя  на  со- 
чинен1е  этого  геометра,  подъ  8аглав1емъ:  ЕисНйез  айаисЬиз 
еЬ'теНьойгтз^  та^Ьета^гса^ие  иппегзаНз  (1п  &1.  Тппп,  1671; 
болЪе    700  страницъ    въ  два  столбца).    Оно  содержитъ  въ 
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сЫЛ  35  трактатом  о  раадвтаыхъ  отд'Ьлахъ  теоретической 
ш  орактнческой  геометрхш  На  Зг-й  трактатъ  можно  смо- 
треть, как»  на  главу  ивь  нашей  современной  начертатель- 
ной геометрш.  ЗдАсь  говорится  о  проложенш  на  плоскость 
ЛНН1Й9  нронсходвпщхъ  огь  сонересЬченк  шара,  конуса  н 
цвлнидра  и  о  р^ертыван1е'дтихъ  кривнхъ  двоякой  крнвнв- 
вы  на  плоскость. 

Гуарини  вапнсалъ  еще  трактата  оФь  астроном1в,  подъ 
ваглавхемъ:  Ма(кепшИса  еоекаНз  (гп  {61.  МНап,  1683);  это 
оочняеше  упомянуто  у  Вейдлера  и  Лалаяда,  у  перваго  съ 
пркФавлешемь  следующей  похвалы:  А  регаргсмиие  соттеп- 
ЛоЛчт. 

Оба  8ТИ  знаменитые  писателя  могли  бы  включить  въ 
астрономическую  библ1ограф1ю  еще  следующее  сочинен1е 
Гуарини:  РХасИа  рЫ1о8орЫса  {т  (61.  Рапе,  1666);  ад'Ьсь, 
между  многими  предметами  физики,  логики  и  метафизики, 
мы  находимт,  что  авторъ  разрушаетъ  систему  Птоломея 
зам1(няя  ее  теор1ею  движетя  планетъ  по  спиральны  мъ  ли 
в1ямъ.  Онъ  высказалъ  также  особое  мн^^ше  о  прилив1Ь  и 
отдив'Ь  моря  и  о  различныхъ  другихъ  явлетяхъ. 


ПРИМЪЧАЫХЕ  XVIII- 

(Третья  дпоха^  п?  34). 

О  ФоаБдеств1к  гомологичеокжхъ  «игтръ  оъ  тЬмя,  ко- 
тория  полтчвжжа  пооредотвоиъ  перопвктнвы.  За- 

мЛчвл1е  о  перопбхтив4Ь  Стевияа. 


Не  трудно  вид'бть,  что  фигуры  Де-Лагира,  Ле-Пуавра  и 
фигуры  гомологическ1я  тождественны  съ  т'бми,  который  по- 
лучаются по  способу  перспективы  при  помощи  точки  арть- 
нгя  и  тичекъ  разстоянгй.  Д'Ьйствительно,  посл1дн1я  фигуры 
обладают!  двумя  характеристическими  признаками  первыхъ, 
именно  1^  въ  нихъ  гомологичесшя  прямыя  перес^^каются  на 

т.  УП1.  Отд.  п.  ВВС  Ш.  6 
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одной  пряной,  именно  Н&  общемг  проргьзгь  и  2*  гокоюп- 
чесвк  ТОЧЕН  находятся  на  пряхнхъ,  нроходящнгь  черезъ 
одну  точку  (именно  череяъ  ту  точку,  въ  которую  пом^бстн- 
лась  бн  точка  8р4Ьн1я,  еслнбк  горизонтальная  плоекоеть, 
проходящая  череаъ  глазъ,  совместилась  съ  нлоскоспю  кар- 
тинНу  вращаясь  около  гориаонтальнай  лиши).  Но  »то  вто- 
рое свойство  перспективннхъ  фигуръ,  получаемнхъ  въ  пря- 
ло«ен]яхъ  посредствомъ  точки  артьнгя  и  т€чбм  ра$стоЯ' 
нгя^  р'ЬдЕО  докавнвается  въ  трактатахъ  о  перспективе;  инь 
чреввнчайно  большаго  числа  сочинешй  втого  рода  мн  за- 
метили это  нредложете  только  у  Оваяама,  Жора  (^еаи^а^)» 
Ламберта  (изд.  1773  г.)  и  въ  новейшемъ  сочинешй  Шоке. 

Въ  другихъ  способахъ  перспективы,  где  «точка  врешя 
совмещается  на  плоскость  фигуры,  каковы  способы  Стеви- 
на,  Гравезанда,  Тейлора  и  Жакье,  тождество  получаемыхъ 
фигуръ  съ  фигурами  Де-Лагира,  Ле-Пуавра  и  съ  фигурами 
гомологическими  очевидно,  такъ  какъ  здесь  на  самой  прак- 
тике пользуются  двумя  вышеуказанными  характеристнческн- 
мя  свойствами. 

О  Гравезанде  и  Тейлоре  упоминаютъ  съ  полною  спра- 
ведливостью, какъ  о  изследователяхъ  перспективы  новымъ 
и  научнымъ  образомъ;  но  удивительно,  что  проходить  мол- 
чатемъ  Стевина,  который  целыиъ  столет1емъ  ранее  также 
внесъ  обновлеше  въ  этотъ  предметъ,  изследовалъ  его,  какъ 
глубок1й  геометръ,  и,  можетъ  быть,  полнее  чемъ  кто-ни- 
будь  съ  теоретической  стороны. 

7  этого  писателя  мы  находимъ  геометрическое  решея1е 
следующаго  вопроса,  обратнаго  задаче  перспективы:  Даны 
на  плоскости,  $ъ  накомъ^ибудь  относительномъ  положе- 
нги,  двгь  фигуры,  представляющъя  одна  перспектиеу  дру* 
гой;  требуется  помп>стить  ихъ  въ  пространстеп  въ  пер- 
спективть  и  найти  положете  точки  зргьнгя. 

Правда,  Стевинъ  решаетъ  только  некоторые  частные 
случаи  этого  вопроса,  изъ  которыхъ  самый  трудный  тотъ, 
когда  одна  фигура  есть  четыреугольникъ,  а  другая  паралле- 
лограммъ.  ф 


Случай,  когда  обк  фягурн  суп  как1»*вябудь  четыреугот- 
ИЕКК  обнюсаеп  собою  весь  вокрос%;  но  Стевпъ  не  тгъ 
рйшпь  вгО|  потоку  1Т0  онъ  поль80валс<  только  вачерта- 
тельншп  свойствами  перспективняхъ  фигуръ,  адЪсь  те 
необходимо  равсматрнвать  также  н  метрнчеов1Я  соотвоше- 
шя  ихъ. 

Мы  буденъ  нмЪть  случай  решить  втогь  обоцй  воарое%, 
когда  будекь  говорить  о  нрнложепт  нашего  принципа  ю- 
мографичеенаго  преобразовОФМ. 


ПРИМФЧАШЕ  XIX. 

{Третья  эпоха  п^  85). 

О  Ньютояовокъ  способ!  првобра80вак1я    одкЬхъ 
•иг7Р%  въ  ДР7Г1Я  того  же  рояй.  (Леюса  ХХП  пер- 
вой книги  Рг1пс1р1а). 


Чтобы  вфивести  фигурн  Ньютона  въ  такое  же  относи- 
тельное ноложеше,  въ  которомъ  он^  находятся  у  Де-Лагира, 
надобно  повернуть  вторую  фигуру  около  точка  В  ***)  до 
тФхъ  поръ,  пока  ордината  ея  Лд  сделаются  параллельны 
ординатамъ  IX}  первой  фигуры. 

Лишя  аВ  второй  кривой  посл'Ь  этого  вращешя  приметь 
положеше  а' В.  Провод емъ  черевъ  точку  Л  прямую  Ло' рав- 
ную и  параллельную  а'В\  точка  о'  будетъ  полюсь  (или  центръ 
%омоАО%ги)^  а  прямая  В  а  въ  первоначальномъ  своемъ  поло- 
жети — обро^ющая  (или  ось  %оноАог%и\ 

Чтобы  показать  теперь,  какимъ  образомъ  способы  пер- 
спективы могли  привести  Ньютона  къ  его  преобравовашю, 
представимъ  себ%  въ  пространств'^  плоскую  кривую  и  пло- 
скостьу  на  которой  образуемъ  перспективу  этой  кр1гвой; 
черезъ  м^сто  глава  проз ед  емъ  сФкущую  плоскость  н  около 

^  Мы  предполагаеиъ,  что  читатель  жыМ^яъ  передъ  тхазаип  текстъ 
Ньютона. 

6* 
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орахшсъ,  [жь  которвхъ  она  перес^яжтсж  еъ  пдосвоспмн 
срввой  и  еа  дерепектнвы»  повернехъ  втн  двФ  шюскости  до 
совккщеша  жхъ  еъ  секущею  паосвоетир;  тогда  даянаа  црн- 
ваа,  еа  версоовтива  ж  точка  8р§в1а  будутъ  въ  одной  ддо- 
скости  н  представать  именно  фигурв  Ньютона. 

Такнмъ  обрадомъ  способъ  Ньютона  хогъ  бн  сдужвть 
драктвческниъ  драеномъ  персневтнвн.  Диствнтехьно  мы 
ваходнмъ,  что  овъ  мало  отднчаетса  отъ  нерваго  шгь  двухъ 
правилъ  Виньоля  (У1^по1е),  доказанныхъ  Дантомъ  (Е^папо 
^а^^е)  и  воспрои8веденныхъ  Сирвгаттн  и  хногнжи  другими 
геометрами. 


ПРИМЪЧАНХЕ  XX. 

{Чеп^^ертая  эпохоу  п^4у 

Объ   обрааован1н    кржвыхъ  3-го  порлц1(ха   пооред- 

офвомъ    пяти  расходяхцихоя   парабодъ  н  посред- 

охвомъ  1ШТН  врквыгъ,  жмЛющал  цектръ. 


06*6  теоремы,  которыя  мы  предаодагаемъ  доказать,  осно- 
вываются на  одномъ  свойстве  точевъ  перегиба  въ  кривыхъ 
третьего  порядка;  свойство  это  можетъ  быть  выражено 
сл'1дующимъ  образомъ: 

Если  около  точки  перегиба  кривой  третьяго  порядка 
будемъ  вращать  стькущую  и  въ  двухъ  точкахъ  перес9ьчен%я 
ея  съ  кривою  проводить  касательныя,  то  точка  встричи 
этихь  касательныхъ  будетъ  описывать  прямую  линт. 

На  этой  же  прямой  встрп^чаются  прямыя  соединяющгя 
попарно  точки  перестьченгя  двухъ  спкущихъ  съ  кривою. 

Наконецъ  этаже  прямая  пересгькаетъ  каждую  слкущую 
въ  точкгь  гармонически-сопряженной  съ  точкою  перегиба 
относительно  двухъ  точекъ  перестьченгя  скькущей  съ  кривою. 

Само  собою  ясно,  что  эта  прямая  проходить  черезь  точ- 
ки   прикосновешя    трехъ    касательныхъ,   которыя    вообще 
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можно  провести  къ  вривой  язъ  точки  перегиба.  Ивъ  втого 
хн  видихъ,  что  эта  пряная  и  точка  перегиба  вграютъ  по 
отношенш  къ  кривой  такую  же  роль,  какъ  точка  и  ея  по- 
дяра  по  отношеваю  къ  коническому  с§чбН1ю.  Мы  павовеиъ 
поэтому  вту  прямую — полярою  точки  перегиба. 

Внскаванная  теорема  легко  можетъ  бнть  доказана  путемъ 
геоиетричесвихъ  соображешй  и  отсюда  можно  внвесть  раз* 
лчныя  свойства  вривяхъ  третьяго  порядка.  Зд^ь  мы  пред- 
дагаемъ  сейЬ  показать  только  приложеше  этой  теоремы  къ 
доказательству  двухъ  способовъ  происхожден1я  всЬхъ  кри- 
внхъ  третьяго  порядка  посредствомъ  гЬней  пяти  изъ  нихъ. 

Известно,  что  каждая  кривая  третьяго  порядка  им%етъ 
иди  одну,  или  три  точки  перегиба.  Если  посредствомъ 
перспективы  проложимъ  кривую  такъ,  чтобы  одна  изъ  то- 
чекъ  перегиба  удалилась  въ  безконечность,  то  поляра  ея, 
на  освованш  третьей  части  нашего  предложешя,  сдФлаетм 
Шметромъ  кривой.  Таково  происхождете  дгаметровъ  въ 
вривБ1хъ  третьяго  порядка. 

СдЪлаемъ  теперь  перспективу  такъ,  чтобы  не  только  точ- 
ка перегиба»  но  и  касательная  къ  кривой  въ  этой  точкЪ 
была  удалена  въ  безконечность;  тогда  кривая  будетъ  им^ть 
Д1аметръ,  но  не  будетъ  яжЬп  асимптотъ,  и  потому  будетъ 
отличаться  чисто  параболическимъ  характеромъ;  въ  этомъ 
я  заключается  исклАПтельиый  признакъ  пяти  расходящих- 
ся параболъ.  Такимъ  образомъ  доказано,  что  всякая  кривая 
третьяго  порядка  можетъ  прелагаться  посредствомъ  пер- 
спективы по  одной  изъ  пяти  расходящихся  п1фаболъ;  отсю- 
да обратно  сл^дуетъ,  что  эти  пять  кривыхъ  могутъ  своими 
тенями  образовать  вс%  друпя  кривыя.  Въ  этомъ  состоять 
первая  изъ  доказываемыхъ  нами  теоремъ;  она  принадле- 
житъ  Ньютону. 

Переходимъ  ко  второй.  Представимъ  себЪ  въ  данной  кри- 
вой поляру  ея  точки  перегиба  и  сдФлаемъ  перспективное 
вроложеше  кривой  такъ,  чтобы  эта  поляра  удалилась  въ 
безконечность:  изъ  третьей  части  нашей  теоремы  слФдуетъ, 
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«о  въ  продмвеши  тот  перегиба  будетъ  цектромъ  црн* 
юй.  Сд^Ьдовательво  веяжая  кривая  третьего  ворядка  может» 
бшъ  посредспош  лерспевтиви  нрояоа&ена  по  вривой,  шяАж^ 
щей  цеятръ;  отсюда  обратно  вавло^аемь,  по  пять  крпнхъ, 
ям'Ьющихъ  центръ,  могутъ  по^»едствоI^ъ  свояхь  т4Ьн^  обра* 
зевать  ве&  оетаяьвшя  врнвня.  Въ  этомъ  состоять  вторая 
в»  теоремъ,  кеторня  хн  люлади  доказать. 

Эта  теорема  и  предыдущая  теорема  Ньютона  могутъ  бить 
внраженн  въ  одномъ  преддожешн. 

Подобно  кривьшё  $тораго  по^па^  копн>рыя  $ед1^ъ  шо^»^ 
1со  къ  одному  оиду  понуса,  приеыя  третьто  порядша  мог/утъ 
оести  только  т  пяти  оидамь  конусооъ. 

Дереспкая  эти  понусы  шетьстнымъ  образомъ,  па^учгиа 
тть  кубическит  пароболг. 

При  другит  способахъ  перетченгя  полуншатсл  пять 
крг^ит,  имгьющит  центръ. 

Теорема,  приведенная  въ  начале  этого  Прим^шшя,  даетъ 
очень  простое  объяснен1е  равдичшиъ  свойствъ  кржвнхь 
третьяго  порядва|  им^ющихъ  центръ,  и  также  многихъ 
свойствъ  точевъ  перегиба.  Но  мы  не  можемъ  входить  здЪсь 
въ  дадьнМш1я  подробности. 


XXI. 


{Четвертая  эпоха,  п^18). 
Объ  овалажъ  Демарва,  нлж  объ  апдаветжчеок 


Ветле  въ  своей  прекрасной  теорш  вторичныт  каусти- 
!^М11^  лингй  {самИ§%^  весомк1игеа\  представдяющахъ  со- 
бою раввертнваюлця  каустичесвшБЪ  линШ  Чирнгаувевау  ва- 
ледъ,  что  вторичння  каустичесшя  лиши  при  отражеахм  и 
преломленш   на  хругб,.   осв&щеиномъ    одвою  хвЪтшцеюся 


прямФЧАдм.  327 

тошою,  суть  овахн  Деварта,  яд1  ашаветееш  шшн  **')• 
Въ  то  же  самое  время  Штурмъ  '**)  съ  своей  стороны  дри« 
тежь  къ  тому  же  ревудьтату,  представляющему  второе  при- 
дожете  къ  даоптриЕ^  оваловъ,  ивобрфтенныхъ  Девартомъ 
именно  для  этой  науш. 

Теорему  Бетде  можно  выравнть  геометрвческн  въ  таквхъ 
сдовахъ: 

На  плоскости  даются  два  неподвижные  круга;  если  бу- 
демъ  перемещать  центръ  третьяю  кру%а  по  окружности 
перваго,  радгусъ  оюе  брать  пропорцгонально  ра^стоянгю — 
его  центра  отъ  окруоюности  втораго  круга^  то  огибаю- 
щая подвижнаго  круга  будетъ  кривая  четвертаго  поряд'- 
ко,  представляющая  совокупность  двуосъ  сопряоюеннихь  ова* 
ловъ  Декарта. 

Меавду  различцымн  интересными  свойствами,  найденными 
Кетле  въ  этой  кривой,  мы  уважемъ  вд'Ьсь  два  способа  обра- 
80ван1я  ея  на  поверхностяхъ,  или,  по  выражешю  древнихЪ| 
посредствомъ  1оса  аЛ  вирег^гсгешш 

Первый  способъ:  яВообразвмъ  себ:Ь  шаръ  и  прямой  ко- 
нусъ  и  сд'Ьлаемъ  стереографическую  проэкцш  кривой  пе- 
ресЬчен1я  этихъ  двухъ  поверхностей,  помФстмвъ  глазъ  въ 
кояц'Ь  того  дааметра  шара,  который  паралдеяенъ  оси  кону- 
са и  взявъ  ва  плоскость  проэкщи — ^плоскость  пернендику- 
лярную  къ  оси  конуса,  въ  проэкцш  получимъ  апланети- 
ческую  лиюю.**  •••). 

Второй  способъ:  .Представимъ  себФ  два  прямые  ковуса, 
вершины  которыхъ  находятся  въ  равдичныхъ  точкахъ  и  оси 
которыхъ  лараллельны;  переев  чеше  этихъ  двухъ  конусовъ 
прелагается  на  плоскость  перпендикулярную  къ  ихъ  осямъ 
по  апланетической  лиши"  '^*> 

^*^  Nои^?€аыx  Мётоггез  Ле  1*Асай4т%е  Ле  ВгихеИез^  1.  Ш» 

^*)  Аппа1ев  с2вв  пиикёта^^ъдиев  де  бег^оппе.  1.  ХУ. 

*^)  N^иVеаиx  Мёпыпгев  йе  ГЛсск^тге  йе  ВгихеХШ^  1.  У  п  допол- 
нен1е  Кетле  къ  ТгаШ  де  1а  ^ит^Ь^е  Гершелд,  стр.  403. 

^  1Тои9еаих  МётЫгев  йе  УЛсаЛётге  ск  ВплхеИез,  1.  У  я  допол-- 
веше  Кетле  къ  ТгагЫ  де  1а  ЬитхЬге  Гершеля,  стр.  397. 


323  11Р«н<*чАни1. 

Оба  8п  способа  обрамван1а  даюп  въ  совокупности  два 
овада^  составлающ1е  полную  апланетическую  лишю;  съ  по- 
КОЩЕЮ  нхъ  удобно  обнаруживаются  равлнчння  формы,  въ 
воторыхъ  когутъ  являться  эти  кривыя  и  вь  особенностн  т4к, 
воторня  ускользнули  отъ  анализа  Дешрта» 

Мн  нашли,  что  вторая  теорема  можетъ  быть  обобщена 
сл^дующнмъ  образомъ. 

„Еслв  два  косые  конуса  имФютъ  основатями  дв^  окруж- 
ности въ  одной  плоскости  и  если  прямыя,  соединяюпця 
центры  основашй  съ  вершинами  соотв11тственннгь  кону- 
совЪу  пересеваются  въ  пространстве  въ  одной  то«[ке|  то 
трепй  конусъ,  ииеющ1)1  эту  точку  вершиною  и  проходящ1В 
черевъ  кривую  пересечешя  первыхъ  двухъ  вонусовъ,  пере- 
с^каеть  плоскость  вхъ  основашй  цо  кривой  четвертаго  по- 
рядка, которая  есть  апланетичесвая  лишя''  *'*). 

Апланетичесв1я  лиши  можно  получать  на  плоскости,  не 
прибегая  въ  местамъ  на  поверхности  и  къ  проокц1янъ,  по* 
средствомъ  сдедующаго  построетя,  которое  ведетъ  вь  це- 
ли скорее,  нежели  построеше  Декарта^  и  имеетъ  еще  то 
преимущество,  что  доставляетъ  за  разъ  оба  сопряженные 
овала. 

На  плоскости  даны  два  круга;  если  около  точки^  взятой 
на  линШу  соединяющей  центры  обоихь  круювг^  будемъ  вра^ 
щать  стмсущую^  пересгькающую  каждый  изъ  круговъ  въ  двухъ 
точкам^  то  радгусы,  проводимые  изъ  центровг  кругоаъ  къ 
соотв1ьтетвеннымъ  точкамъ  пересгьченгя  съ  сп^кущей,  бу* 
дуть  вструьчаться  между  собою  въчетырехъ  точкахъу  гео- 
метрическое  мтьсто  которыхь  есть  полная  апланетичеекая 
литя^  имп^ющая  фокусами  центры  обоихь  круговъ. 

Построеше  это  вытекаетъ  прямо  изъ  Птоломеевой  теоре* 
мн  о  треугольнике,  лересеченномъ  трансверсалью.  Действи- 
тельно, теорема  эта  въ  приложеши  въ  нашей  фигуре  пока- 


*^*)  Первую  теорему  вомно  также  обобщить  и  разсматривать  аша* 
нетичесв1а  лен1и,  вм'Ьсто  вонуса,  на  какой  угодно  поверхности  втора- 
то  порядка. 
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внваетъ,  что  въ  каждой  тошЬ  описываемой  кривой  отношев1е 
равстовшй  этой  точка  отъ  двухъ  окружностей  есть  вешчн- 
на  постоянная. 

Такой  способъ  черчен1я  им^етъ  еще  то  пренкущество, 
что  онъ  безъ  всакаго  новаго  построешя  даетъ  касатедьнш 
къ  ЧАЕВОЙ;  въ  самомъ  Д'Ьд'&)  каасдой  точк%  кривой  соотвЪт» 
ствуютъ  по  построен1ю  двЪ  точки  на  двухъ  окрувшостахъ  н 
касательння  къ  кривой  и  къ  двукъ  кругамъ  въ  этихъ  трехъ 
точкахъ  проходятъ  черевъ  одну  и  ту  же  тошу,  какъ  это 
легко  доказать  при  покощи  одной  геокетрической  теоре- 
иы  •«). 

Всегда  полезно  знать  какъ  можно  боАе  разднтанхъ  спо- 
собовъ  построешя  одной  н  той  же  кривой,  потому  что 
каждое  изъ  нихъ  варажаетъ  отличительное  свойство  кри- 
вой, изъ  вотораго  естественно  проистекаютъ  мнопя  друпя 
свойства,  не  столь  легко  выводимый  изъ  другихъ  способовъ 
построешя. 

Въ  предыдущихъ  способахъ  постробН1я  кривой  мы  поль- 
зовались обоими  ея  фокусами;  во  есть  еще  способъ  въ  ко- 
торомъ  употребляется  только  однвъ  фокусъ  и  который 
представляетъ  еще  многхя  друпя  преимущества;  именно: 

Даны  крргъ  и  въ  его  плоскости  праиавольная  неподвиж^ 
ноя  точка;  если  шъ  этой  точки  проведемъ  радгусъ^еек- 
торг  къ  точкть  окружности  и  еще  другую  прямую^  обра* 
аующую  съ  постоянной  осью  уголъ  вдвое  больипй  угла  меж- 
ду  радгусомъ  векторомъ  сг.  тою-же  осью^  за  тмлъ  на  этой 
второй  прямой  отложимъ,  начиная  отъ  названной  точнщ 
отрньзокъ  пропорцюнальный  квадрату  радгуса-ввктора^ 
то  геометрическимъ  мгьстомъ  конца  этого  отрп^зка  будетъ 
апланетическая  лингя,  состоящая  изъ  двут  сопряженцыт 
оваловъ  и  имп^ющая  фокусомъ  неподвиоюную  точку. 

Такъ  какъ  здЪсь  апланетическая  лин1я  выводится  прямо 
нвъ  круга,  то  теорема  вта  особенно  удобна  для  открытая 
многнхъ  свойствъ  кривой.  Такъ  наприм^ръ,  нзв^Ьстныя  свой- 


*^*)  Соггезропси^псе  та^НётсЛ^^ие  Ле  ВгихеШз,  1.  У,  р.  116. 
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ства  двуп  и  трехъ  врутовъ  непоередетвенво  могуп  бтъ 
пршж^шеая  къ  ежстем!  хвухъ  и  трехъ  апданетичеекихъ  лмвШ, 
ихАющихъ  общ1й  фокуса. 

Чтобн  восоольвоваться  этою  теоремою,  вам^Ьгавгь  ек^е, 
что  въ  То1гь  случае,  когда  конец»  радхуса-вевтора  сшвсв* 
ваетъ  вм^Ьсто  круга  прямую  1ив1Ю,  мы  волучаемь  парабо- 
лу, им1юв[^ую  фовусъ  въ  нваодвнжной  тои&. 

Еогда,  напрнмЪръ,  дв1  прамня  врапциются  около  двухъ 
яеоедвмжннхъ  точекъ,  образуя  уголь  постоянной  велнчвнн, 
то  то1ва  пересФчешя  ихъ  опненваетъ  круп;  отсюда  мы 
заыючаемъ: 

ДоАожимПу  что  мы  имтемъ  дть  группы  парабом^  пйта^ 
рыл  вс1ь  имтматъ  общгй  фокуса  и  пзъ  которыаъ  одн$ь  про^ 
ходятъ  черезг  одну^^друггя  же  череп  другую  непод&иоюную 
точку;  если  будемъ  брать  изь  обрьмхь  группь  тп>  парабо- 
лы,  оси  кеторыхъ  состмляютг  постоянный  угом^  то  точ-- 
ни  пересгьченгя  такихъ  деухъ  параболъ  будуть  лежать  на 
апАонетичесной  лиши. 

Теорема  эта  ведетъ  ко  многямъ  сл^Ьдствхямъ^  нзслЪдоваг 
шомъ  которнхъ  мы  8д1|сь  заняться  немоа^емъ  '**)« 

Апланетичесв1я  лиши  обладаютъ  еп^е  однимъ  8ак1Ьчатель* 
ннмъ  свойством»,  которое,  вакъ  мн^Ь  шикется,  не  было  еще 
ннк^мъ  указано:  онФ  имЪв^тъ  именно  не  два,  а  всегда  три 
фокуса,  т.-е.  кром'Ь  двухъ  фокус  овъ,  слудкащихъ  для  по- 
строен1Я,  существуетъ  еще  третШ,  который  съ  каждым»  нэь 
двукъ  первых»  играет»  такую  же  роль,  как»  и  тФ  между 
собою.  РазсмотрЪше  трех»  фокусов»  в»  особенности  удоб- 
но для  изученк  всевозможных»  форм»  апланетических»  лиши. 

Когда  один»  из»  фокусов»  удаляется  в»  безвонечность, 
то  кривая  обращается  в»  коническое  сЬчеше,  удерживая 
два  остальные  фокусы. 


^^')  Отсюда  выводится,  между  прочвнъ,  теорема,  которую  уютреб- 
ляетъ  Еетле  въ  Метайте  зиг  диеНфлеа  сапв^ггюНопе  дгаркцщез  ^е$ 
отЫее  р1апеил%геа  (NоиVеаи»  МАпЫгев  йе  1'АсаЛет%е   ск   ВгчвмЛШ^ 


К#гда  ДВА  фокуеа  совпадають,  то  жривм  вхФетъ  узеаъ; 
она  обращается  въ  улиткоЫ^азную  Паскаля  {Ыпщоп)  и 
ш1^Ьетъ  также  два  фокуса. 

Наковецъ  апдаяетическ1я  яиши  отличаются  еще  общимъ 
родовюгь  характерош,  который  указываетъ  свойственное 
иш  н^сто  между  нногошсдёнвшси  крнвния  четвертаго  по- 
рядка; он^  ин^ютъ  именно  деть  мнимыя  сйпряженныя  точ" 
пи,  лежаи/м  еъ  безконечноети.  Отсюда  мн  вавлючаемъ,  что 
кь  такой  кривой  нзъ  внешней  точки  моашо  вообще  прове- 
сти восемь  касательнвхь  и  во  всякомъ  случае  не  болФе* 
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{Четвертсм  ^юха  п^  29). 
Обобщеж1е  двухф  общих»  теореш  Сте^варта. 


ДвЪ  слФдуюпця  теоремы  представляютъ  значительно  бо- 
Аь  общности,  неамля  теоремы  Стеварта,  иизъ  нихь  мож- 
но вывести  еще  мнопя  друпя. 

Первая т еорема.  Дано т точекг Л^В.С.  .на плоскости 
ц  столько  же  количеотвъ  а,  Ъ^  с  ...;  пусть  будетъ  п  ме- 
нп^е  т;  мооюно  опредп^лить  п-^1  другихъ  точекъ  Л\  В\  С. . . 
тот,  что  между  раастоянгями  произеольнай  течки  М 
отъ  данныхъ  точекъ  и  ея  же  раастоянгями  отъ  найден^ 
ныхь  точекъ  будетъ  импть  мтьсто  п  соотношенгй,  выра^ 
жаемыхъ  формулою 


а.МЛ'^'^-^-^Ь.М^'^'У 


•  •  •  • 


а-*-о-+-с-+- .  • . 


(1С4'2(«-*)-ьЛГВ''^— *'-^  . . . . )        ^  ^ 


п- 


еь  которой   величинл    $  можно    дать   п   значенШ  :  О,  1, 
2....П— 1. 
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Если  полоАимъ  5  :е  о,  ТО  подучвкъ  44-ю  теорему  Оге- 
варта. 

Друпя  величины  ^  даютъ  друпя  соотношегая,  ]БОтор12Я 
можно  выразить  вс1  вакъ  особыя  теоремы,  но  которыя 
тФмъ  не  менЪе  существуютъ  вф1  одновременно.  Эта  сов- 
местность п  раашчныхъ  соотношенШ  н  составяяетъ  харак- 
теръ  приведенной  теоремы. 

При  этомъ  не  сл^Бдуетъ  вабывать,  что  по ложеше  точки  М 
остается  неопредфяеннымъ,  такъ  что  для  важдаго  поюжени 
моакемъ  подучить  свои  п  соотношен1Й. 

Величина  ^  можетъ  им^ть  еще  одно  вначете,  именно 
5вп;  но  это  приводить  въ  тождественному  равенству: 

а-^-^с-^  . . .  =Е  (пч-1). ' 

# 
поэтому  мы  и  ограничили  число  всФхъ  вначетй  ^  числомъп. 

Вторая  теорема.  Дано  тпрямыт  литйна  плоскости 
и  столько  же  количестеъ  а,  &,  с  • . . ;  пусть  будетъ  п  ка^' 
кое-нибудь  число^  меньше  т;  можно  найти  пч-1  друушвь 
прлмыхъ  такъ,  что  между  перпендшщлярами  Ла,  Щ^ 
Му  • . .  опущенными  ип  какой  угодно  точки  М  на  эти 
прямыя  и  перпендикулярами  Мл^  М^%  Лу' . •  •  опущенны- 

ми  на  найденныя  прямыя  будетъ  существовать  -^1  ^м» 
^,  соотношетй,  выражаемыхъ  формулою 

(1Га''^^'^Жр'^*-«^*  . . . ).  ^±^^^^ , 

%дп  8  можетъ  принимать  —^   маченгй:  О,  1,3  ...  — ^ , 

п  п    й 

когда  п  нечетное  и  -г   аначенхй:    О,  1,  2  •  •  •  —к^  »    когда 

п — четное. 
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Прн  ^азО  полушемъ  теорему,  внраженвую  вг  49  в  53 
]1реддожев1ахъ  Отеварта. 

Друш  8натев1я  5  ведутъ  въ  другвмь  еоотношев1В11Ъ,  вв- 
ражающимъ  собою  с^льво  ге  равшчянхъ  теореыъ,  жм^Ью- 
вц^хь  ]гЬето  одвовременноу  вавово  бы  вд  бвио  првтомъ  ао- 
доаБев1е  точвн  Мш 

Еаавется,^  теоревл1  Стеварта,  завлючаговцяся  въ  двухъ 
ввшепрвведевннхъ  обпщгь  преддогевкхъ,  оставались  до 
снхъ  поръ  бевъ  примФненЦ  представляя  собою  особаго  ро- 
да свойства  системы  точе'къ  и  прямвхъ  лиши.  Но  можно 
думать,  что  подобиыя  системы  обладаютъ  и  другими  подоб- 
ными »е  свойствамИ|  воторыя  воЛ  могутъ  примывать  къ 
одной  теор1и.  Я  им§ю,  напримЪръ,  некоторое  основаше  пред- 
полагать, что  свстема  данныхь  точевъ  вмЪстФ  съ  свстемою 
точев!Ьу  опред&^яемыхъ  въ  первой  ваъ  вышеприведенныхъ 
теоремъ,  обладаютъ  свойствами,  подобными  стойствамъ  вон* 
цовъ  сопряженныхъ  дхаметровъ  эллвпса.  Можно  по  край- 
ней мЬрЪ  составить  сволько  угодно  системъ  (безъ  сомнЪн1я 
подчинеиныхъ  ивв^санымъ  завовамъ)^  который  представляютъ 
ь&к  эти  свойства. 

Но,  несмотря  на  эту  первую  аналопю  я  могу  ошибать* 
ся,  дФлая  8Т0  предполоякеше.  Кавь  бы  то  ни  было,  сл^ду- 
екЬ|  мнЪ  ваавется,  признать,  что  теоремы  Стеварта  пред- 
ставдяютъ  ТОЛЬКО  первый  шагь  къ  новымъ  изысваваямъ,  за- 
слуяшвающимъ  внимашя  и  труда  геометровъ. 


ПРИМ'ЬЧАШЕ  ХХШ. 
{Пятая  9поха^  п^  1). 

О  пронохо»дея1и  н  рагввнтш  яачертател:ьяой  гео* 

мефр1и. 


Признавъ  Монжа  творцомъ  начертательной  геометрш,  мы 
должны  однако  по  справедливочти  сказать,  что  меогхе  пр1е- 
мы  8Т0Й   ваукв  и  прилохев1я  проэкщй    къ  различнымъ  ча- 
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стяю  строя«е1ьнаго  иекусепа  пвЪегав  бнли  уже  еь  кав- 
няго  времени,  по  преимуществу  въ  пмютшчшожь  ж  жакш- 
тесномФ  хЬлФ.  Приложешемъ  теор1н  лроенц11  п  нювш* 
янмъ  ншусствамъ  ошимапсь  РЬШЬег!  Ае  Ьоппе,  ШяШоНп 
Золвяву  1)€багрта8,  Р.  Оегаа  н  Ве  1а  Впе.  Уже  Девч^гъ  обш- 
ружллъ  анадопю  медду  разнообравннмн  ораекашг  въ  втип 
исхусствахъ  н  сведъ  вхь  къ  облщмъ  на«л«1ь.  Фреаье  (оШ- 
ехег  Бирепеог  с1и  ^еше),  въ  своеп  у^емомъ  м  яиолнем- 
номъ  старательными  и  полевннми  приложеншми  теоретип- 
свой  и  практической  геометр1и  сопненш  ТгаШ  Ле  $Ыг4о- 
{отге^  сд^довап  идежмъ  обобщетя  Деаарга  и  въ  общею 
вид^  геометрически  ивсдЪдовалъ  разпчше  вопроса,  пред- 
ставдяющ1еса  при  обтесвА  камней  и  въ  пяотвмчшшъ  д%л&. 
Мн  уважемъ  для  прим'Ьра  на  все,  что  относится  кь  рае- 
вертнвашю  коническигь  и  цилвндрическихь  поверхностей 
въ  плоскость,  на  теорш  перес^чешя  сферичесвихЪ|  цмлин- 
дрическихъ  и  коническихъ  поверхностей  между  собою,  на 
способъ  представлять  кривую  двоякой  кривнзнн  помон^тея 
про8кц1Й  на  плоскостяхъ  и  т.  д. 

Но  вс%  эти  отвлеченные  вопросы,  обнимаюнре  собою 
множество  правтическихъ  вадачъ  и  составдяющнхъ  теперь 
равличнвя  главы  нашей  начертательной  геометрхи,  сами  ва- 
висятъ  въ  своихъ  рФшетяхъ  отъ  еще  бол^Ье  влементарныхъ 
началъ  и  правилъ,  къ  которымъ  они  приводятся  подобно 
тому,  кавъ'  всЬ  исчнслешя  приводятся  окончательно  къ  че- 
тыремъ  первымъ  правиламъ  ариеметики.  Эти-то  отвлечен- 
ный, элеиентарныя  и  общ1я  правила, — усмотр^нння  нли 
открытыя  гешемъ  Моняса  въ  стереотомичесвихъ  операцхахъ 
и  соединенвыя  имъ  въ  одну  науку  нодъ  именемъ  нач^^О' 
тельной  геометрщ — и  составляютъ  учеше,  котораго  общ- 
ность, ясность  и  простота  указываютъ  гешальнаго  челове- 
ка въ  искусномъ  продолакател^. 

Съ  П0М0Щ1Ю  этихъ  простыхъ  и  неивмФнныхъ  началъ,  клн, 
по  выражен1ю  Малюса, — орудай  (опШз),  Монжъ  нашелъ  вов- 
можнымъ  поварить  мнопе  сомнительные  и  неточные  прхемы 
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при  о0;^кЪ  камЕбВ  н  аредаргнядъ  р1кшеше  тавнхъ  задая!^, 
хоторня,  какь  казалось  до  тЛть  поръ,  переходидн  за  гра- 
ннцу  познашй  стереотошгстовъ»  иди  для  воторыхъ  найденц 
бнли  только  эманрическм  решетя. 

Говоря  о  провсхож дети  начертательной  геоистр1к,  ми  ве 
кожехъ  пройти  нолшн1е11ъ  заслугъ,  оказанннхъ  этой  наук'Ь 
Лакруа  и  ГашеттомЪф 

Ласруа  перквй  развилъ  начала  начертательной  геометрш 
н  сд^ладъ  ихъ  доступннки  всЪнъ  читателямъ  въ  своемь 
сочинеши,  которое  сначала  носило  8аглав1е:  Еззаг  зиг  1е8 
р1ап8  еЬ  1ев  заг^асез  (га— 8®  1795Х  а  потоиъ — СотрЫтепЬ 
Ае  ОёошёЬг%з\  въ  втонъ  сочинеши  ни  встрЪчаемъ  ту  же 
ясность  и  точность  которнки  отличаются  вс1  сочинеши 
этого  зваменитаго  ученаго. 

Такь  какъ  Монжъ  въ  своемь  сочинеши  о  начертатель- 
ной геоие^рш  *им'Ьлъ  въ  виду  изложить  эту  науку  сколь 
возможно  нроето  и  общедоступно,  то  онъ  первоначально 
искдючилъ  изъ  нея  н-Ькоторне  бол^^е  сложнне  вопросы,  ко- 
торые впрочемъ  естественно  должна  бнли  быть  внесены  въ 
нее,  когда  умы  достаточно  *  ознакомились  съ  новымъ  уче- 
В1емъ.  Этотъ  проб'Ьлъ  въ  первый  разъ  пополнилъ  Гашеттъ 
(Нас11е1;(е),  ученикъ  Монжа  въ  Мезьерской  школЪ  и  въ  по- 
сл'Ьдств1н  его  товарищъ,  какъ  профессоръ  политехнической 
школы,  написавши  два  сочинешя  8ирр1етепЬ8  а  1а  Оеошв' 
1г1е  йезстгрЬш  (1812  и  1818).  Эти  новыя  общк  изыскашя, 
которыми  Гашеттъ  дополнилъ  сочинеше  Монжа,  были  вклю- 
чены самимъ  Монжемъ  въ  полное  издаше  его  начертатель- 
ной геометр1и  1821  года  (второе  издаше  въ  1828  году)  и 
съ  т'Ьхъ  поръ  перешли  въ  многочисленный  сочинен1я  по 
этому  предмету,  появившхяся  какъ  во  Франщв,  такъ  и  въ 
другихъ  странах'ь.  Въ  этомъ  отношеши  Гашеттъ  оказалъ 
математическимъ  наукамъ  великую  услугу.  Особенно,  кажет- 
ся, въ  Итал1и  отдана  была  полная  справедливость  этому 
геометру;  тамъ  начертательная  геометрхя  и  ея  приложен! я 
къ  инженерному   д^лу   разработывались   въ  широкихъ  раз- 
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шЛрпхъ  и  излагались  въ  превосходяыхъ  сопнешахъ  '^*), 
при  чемъ  часто  делались  ссылки  на  сояинешя  Гашетп, 
воторыя  даже  принвмались  8а  обрааецъ.  Думает,  по  ови 
особенно  много  способствовали  къ  расшвренш  и  распро- 
странемш  знакомства  съ  начертательной  геоме1р1ей  *^*). 

Въ  послЪдствш  во  Франц1и  появились  и  други  хороппя 
сочивев1Я  по  начертательной  геометр1и.  Ма  должны  ука- 
зать на  сочинен1я  Валле»  Леруа  и  Лефебюра  де^Фурси.  Въ 
первыхъ  двухъ  наука  изложена  во  всей  полногЬ  ел  совре- 
неннаго  состолнш;  третье,  назначенное  главннмъ  обравомъ 
дли  ноетупающвхъ  въ  политехническую  школу,  совершенно 
удовлетвориетъ  своей  ц:Ьли,  благодаря  порядку  и  точности, 
отличающими  веЬ  сочивен1я  ученаго  профессора. 

Начертательная  геометр1я  продолжаетъ  свои  усп*Ьхи.  Оли- 
вье, который  уже  давно  съ  особою  любов1ю  занимается 
втимъ  отд^омъ  геометрш,  напечаталъ  въ  посл^кднвхъ  томахъ 
^аи^па^  Ле  Гесо1е  ро1у1есНп%дие  нФсволько  мемуаровъ  о  раз- 
двчныхъ  новыхъ  вопросахъ,  которые  безъ  сомн^Я1Я  войдутъ 
въ  составъ  будущвхъ  сочинев1й  по  87  ой  ваук'Ь. 


^^^)  Между  многими  сочицев1ями  уважемъ  ва  сочивев1е  инженера 
Серена  (вегепнв):  Тгаиа1о  йг  веотеМа  с1е9СгШш1,  ш  4<^,  Вота  1823, 
и  ва  собран1е  различныхъ  менуаровъ,  относящихся  яаспю  къ  ]Iри^о- 
жешлиъ  начертательной  геометрхи,  ноторое,  подобно  журналу  политех- 
нической школн,  издавалось  ежегодно  профессорами  римскато  инже- 
нерваго  училища  водъ  »агдав1емъ:  ШоегеЬе  &€оте^г%сКе  еЛ  гЛготЫггЛе 
(оМе  пеПа  8сгю1а  €1едГгпдедпегг  ропН/^ьег  ^асдие  е  в^гс^Л. 

*7')  Прим^чан1е  это  было  уже  написано,  когда  ранняя  смерть  отнл- 
да  Гашетта  у  науки  и  у  его  многочисленннхъ  друзей.  Его  бывппе  уче» 
иики  въ  политехнической  швол^,  въ  особенности  гк^  которые,  кахъ  я, 
им'Ьлн  честь  пользоваться  его  дружбой  и  которне  бнди  энакомн  еъ 
нимъ  среди  его  прекрасной  семьи,  прочтуть  съ  чувствомъ  уявлешя  р*!- 
чи,  скааанвня  на  его  могиле,  тремя  его  товарищами  по  Академ]и,  зна- 
менитнми  учеными:  Араго,  Дюпеномъ  и  Пуассономъ  и  одвимъ  изъ 
его  учевиковъ,  Оливье,  продолжающимъ  его  работы  по  начертательной 
геометр1и. 
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ПРИМ-ЬЧАШЕ  XXIV. 

{Пятая  эпоха  п^  15.) 

О  закон!  непрерывности  и  о  начал!  случайннхъ 

ооотнохпенШ. 


Можно,  безъ  сомв4^н1л,  употреблать  выражеше  начало  не- 
прерывности  (ргшс1ре  с[е  С011(ши11;ё)  вместо  начало  случай- 
ныт  соотношенгй  (ргшсхре  дев  ге1а1;10118  соп1;1П^еп(е8),  но 
между  Э7ИМИ  выражен1ями  существуетъ  очень  важное  раз- 
лЕШу  и  мы  р'Ьшилнсь  предпочесть  второе. 

Начало  непрерывности  восходитъ  до  Лейбница,  который 
первый  представилъ  его,  какъ  законъ  природы,  состоящШ 
въ  томъ,  что  все  образуется  незамтьтными  переходсшПу  или, 
какъ  выражались  схоластичесше  философы,  ИаЫга  аЪЬотгеЛ 
а  ваНи.  Въ  такомъ  строгоиъ  смысл']^  и  стали  съ  т'Ьхъ  поръ 
пользоваться  началомъ  непрерывности.  Оно  проистекало 
следовательно  изъ  понятхя  о  безконечности.  Согласно  съ 
нииъ,  покой  есть  безконечно  налое  движенхе;  совпадете— 
безконечно-малое  отдалеше;  равенство— пред^лъ  неравенствъ 
и  т.  д.  Лейбницъ  выражаетъ  это  начало  сл^дующимъ  обра- 
вомъ:  „Если  разность  двухъ  преднетовъ  {1е8  саз)  можетъ 
быть  сд1}лана  1&ев^е  всякой  данной  величины  въ  томъ,  что 
дано  (гп  ЛаНз)^  или  что  допущено,  то  она  можетъ  быть  сде- 
лана мен^е  всякой  данной  величины  и  въ  томъ,  что  ищется 
[гп  2иаЫИ8)  или  что  сл'Ьдуетъ;  или,  говоря  проще,  когда 
предметы  (1е8  саб)  (или  то,  что  дано)  постепенно  прибли- 
жаются другъ  къ  другу  и  наконецъ  совпадаютъ,  то  должно 
тоже  быть  и  съ  сл%дств1ями  или  выводами  (съ  тФмъ  что 
получается)"  *'•). 


*'•)  NоиVе^^е8  йе  1а  ЕёриЪЩие  с1ез  ЪеНгез;  Ма!  1687,  р.  744. 
Зд^сь  Лейбницъ,  въ  отв^^тъ  Мадьбраншу  по  поводу  его  учен1Я  о  ва- 
жонахъ   движев1а,    излагаетъ  свой  закат   непрерывности   который  до 

Т.  X,  вып.  П,  отд.  П.  3 


338  пРнм«чАН1а. 

* 

ЬТы  видимъ  такимъ  образомъ,  что  заковъ  непрерывности 
въ  томъ  вид'Ь,  вакъ  его  понимали  Лейбницъ  и  его  посл'^Ьдо- 
вателиу  заключаетъ  въ  себ']^  понят1е  о  безконечностп,  поня- 
Т1е,  котораго  вовсе  н^тъ  въ  развитомъ  нами  иачалгь  слу* 
чайныхъ  соотношенгй:  поэтому  мы  и  употребляемъ  выраге- 
ше  „начало  случайныхъ  соотношешй",  которое  заключаетъ 
въ  себ']^  определенную  мысль  и  пргемъ  вполн'6  подтверж- 
даеыый  разсужден1ям11,  основанными  на  анализ*!. 

Но  Лейбницъ,  правда,  разсматривалъ  также  свой  законъ 
непрерывности^  какъ  вытекающШ  изъ  другаго,  бол^е  обща- 
го  начала,  которое  онъ  выражалъ  словами:  ВаИв  огЛгпаНв 
еОат  ^иае8Иа  зпЫ  ог(Ипа1а  '^').  Это  такое  правило,  гово* 
ритъ  онъ  въ  другомъ  ж'Ьсг^,  которое  существовало  прежде 
изобр'6тён1а  логокв,  и  таково-же  оно  и  теперь  въ  глазахъ 
народа  "*). 

Ив.  Бернулли  первый  заимствовалъ  у  Лейбница  это  на* 
чало  и  воспользовался  имъ  явнымъ  образомъвъ  первый  разъ 
въ  знаменитомъ  вопрос*]^  о  передач'!  двпжешВ  Онъ  выра* 
зилъ  его  такъ:  если  гипотезы  остаются  т}ь  же^  то  и  вы- 
воды  должны  оставаться  ттьми  же  (Сотт,  ерШ.  Лейбни- 
ца II  Бернулли,  т.  I,  стр.  30). 

Это  начало  обнимаетъ  собою  и  законъ  непрерывности, 
понимаемый  въ  связи  съ  пдеею  о  безконечности,  и  законъ 
случайныхъ  соотношенгй. 

Употребленхе  закона  непрерывности  въ  геометрш  восхо- 
дитъ  в:Ьроятно  къ  самому  первому  времени  этой  науке,  какъ 
^^ам-Ъча^етъ  это  Лакруа  въ  предисловш   къ  своему  большому 


гБхъ  поръ  ник^мъ  не  бы1ъ  высказанъ.  Съ  т'Ьхъ  поръ  Лейбницъ  часто 
возвращался  еъ  этому  прекрасному  закону  п  пользовался  имъ,  какъ 
признакомъ,  или  средствонъ  нсоыташя,  при  нов^рк-Ь  разлнчвыхъ  уче- 
Н1П.  (См.  Еззагз  <к  ТЬёойгсёе^  аг1.  348;  письмо  къ  РапсЪег;  ^о^I^^па^ 
с1е8  8агап(8, 1692;  письмо  къ  Варнньону,  также  1702  г.  NоиV€аиx  е$за18 
$иг  Геп1епс1етеп1  Нитагп^  р.  11;  ЕесиеН  <1е  А^Vе^8е8  р*Ьсе8  йе  ЪехЬаНх^ 
С1агке,  Хе\*'1оп  е1с.  3  ей.  ш — 8»,  1759,  1.  II,  р.  460;  и  пр.). 

2")  Коиг>е11е8  йе  1а  КёриЪЩие  ^68  ЬеЫгез^  Ма!  1687. 

'^*)  Соттегсгит  ерг81.  Лейбница  и  Бернулли,  (.II,  стр.  ПО. 


ТгаИс  Ли  са1си1  Лг^/'ёгепОе!  е1  гп1едга1  по  поводу  второй 
теоремн  дв'Ьнадцатой  книги  элементовъ  Евклида,  гд'Ь  дока- 
зывается, что  площади  круговъ  относятся  между  собок)/ 
какъ  квадраты  дхаметровъ.  „Въ  предыдущей  теорем^^,  гово^ 
ритъ  Лакруа,  Бвклидъ  доказываетъ,  что  это  отнорюнхе  оди* 
наково  съ  отношешемъ  подобныхъ  многоугольниковъ,  впи- 
санныхъ  въ  два  различные  круга;  и  мн%  кажется!  очевид- 
ныиф,  что  геометръ,  открывши  эту  истину,  кто  бы  онъ  ни 
былъ,  долженъ  былъ  зам'Ьтить  независимость  ея  отъ  числа 
сторонъ  многоугольника  и,  видя  въ  тоже  время,  что  мно* 
гоугольники  т^мъ  мен^е  отличаются  отъ  круговъ,  чФмъ  бо- 
л^с  им'Ёют'ь  сторонъ,  онъ  необходимо  долженъ  былъ  ивъ 
этого  по  закону  непрерывности  заключить,  что  свойство 
первыхъ  принадлежитъ  и  вторымъ^. 

Путемъ  подобныхъ  же  соображен1й  Архимедъ  достигъ  до 
бол^е  трудныхъ  предложевхй,  напр.  до  отношешя'  между  по-» 
верхностями  и  объемами  цилиндра  и  конуса,  до  квадратуры 
параболы  и  т.  п.  Въ  настоящее  время  мы  сочли  бы  допу- 
скаемыя  при  этомъ  предложен1я  достаточно  доказанными, 
но  древше  пользовались  закономъ  непрерывности  только 
какъ  путемъ  къ  изобр']&тен1ю,  но  не  считали  его  достаточ- 
нымъ,  какъ  средство  при  доказательствахъ,  и  часто  прибегали 
къ  весьма  труднымъ  оборотамъ,  чтобы  дойти  до  вполн'6  уб%- 
дительнаго  доказательства  истины,  доказательства,  противъ 
котораго  нельзя  бы  было  сд'Ьлать  никакого  возражен1я 
Но  со  времени  Лейбница  начало  непрерывности,  признается 
и  постоянно  употребляется,  какъ  мате)|атическая  аксхома. 
На  этомъ  начал-б  основывается  способъ  предЪловъ  и  по- 
сл^дннхъ  отношешй.  Впрочемъ  геометры  пользуются  имъ 
обыкновенно  неявнымъ  образомъ,  не  ссылаясь  на  него,  какъ 
ч  на  абсолютный  законъ,  какимъ  признавалъ  его  Лейбницъ. 

Нельзя  не  сознаться,  что  именно  этому  отстунлешЕр  отъ 
строгости  древнихъ  новейшая  геометр1я  обязана  своими 
неизм'&римыми  усп-Ьхами.  Древше,  заботясь  болЪе  объ  уб^Ь- 
дятельности,   нежели  о  ясности,   скрывали  вс^  нити,  кото- 
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рня  могли  ии  навести  на  сл^дъ  ихг  снособовъ  отнрита 
истинъ  и  которня  могли  бы  служить  рувоводствомъ  для 
продолжающихъ  ихъ  изслФдовашя.  Это  бнло  причиною  ме- 
дленности и  затруднительности  ихъ  усп'Ьховъ  въ  геометрш 
и  недостаточной  связи  между  пр1емами  для  задачъ  одного 
рода,  или,  говоря  в^рн^Ье,  причиною  совершеннаго  недо- 
статка въ  такихъ  способахъ,  которые  бы,  какъ  въ  новейшей 
геометр1и,  прим'Ьнались  къ  целому  разряду  задачъ^  пред- 
ставляющнхъ  значительную  степень  общности. 


ПРИМ'ЬЧАШЕ  XXV. 

(Пятам  эпоха,  п^  15.) 

Придоавенхе  начала  схт^а^ныхъ  ооотяошенШ  хъ 
опредФлсеШю  по  велапшн41  ж  направлению  трехзь 
главнихъ  осей  елднпоонда  по  трекъ  данньшъ  со- 

пряасенныкъ  даакетракъ  его. 


Сначала  мы  р^шинъ  соответственную  задачу  на  плоско* 
сти,  т.-е.  опред^лимъ  по  величине  и  направлешю  дв^  глав- 
ный оси  эллипса  по  двумъ  даннымъ  сопряженнымъ  дхаме- 
трамъ  его.  Р'бшеше  этой  задачи  облегчить  намъ  изъяснеше 
рЪшешя  задачи  въ  пространстве  и  также  будетъ  служить 
примФронъ  приложен1я  и  выгодъ  начала  случайныхъ  соот- 
ношен1й. 

Задача:  Даны  два  сопряженные  дгаметра  эллипса;  тре- 
буется построить  величину  и  направленге  двухъ  главных^ 
дгаметровъ  этой  кривой. 

Положимъ  сперва,  что  вместо  двухъ  сопряженныхъ  даа- 
метровъ  эллипса,  намъ  даны  два  сопряженные  Д1аметра  ги- 
перболы и  что  намъ  удалось  построить  главныя  оси  этой 
кривой;  въ  такомъ  случае  одинъ  изъ  сопряжеяныгь  д1аие- 
тровъ  будетъ  действительный  и  намъ  дана  его  величина, — 
мы  означимъ  ее  черезъ  а, —другой  же  будетъ  мнимый,  опре- 
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д^Ьляемвй  данды1съ  адгебраическимъ  выражешеиъ  Ъ.^ —  1. 
Построеше  двухъ  главныхъ  осей  гиперболы  чрезвычайно 
просто;  известно,  что  если  черезъ  конецъ  Л  полу-дхаметра 
а  проведемъ  параллельную  сопряженному  дааметру,  то  эта 
лита  будетъ  касательная  къ  гиперболе;  и  что  если  на  этой 
прямой  по  об^  стороны  отъ  точки  прикосновев1я  Л  отло- 
жнмъ  отрезки,  равные  Ъ^  то  концы  ихъ  будутъ  лежать  на 
асимптотахъ.  Поэтому,  проведя  дв-Ь  асимптоты  и  разд'Ьливъ 
пополамъ  оба  дополнительные  угла  между  ними,  мы  полу- 
чимъ  направлешя  двухъ  главныхъ  осей  гиперболы.  Такимъ 
образомъ  задача  решается  въ  высшей  степени  просто. 

Чтобы^  на  основанш  начала  случайныхъ  соотношетй,  пе- 
ренести это  р'Ьшеше  на  случай  эллипса,  мы  должны  слу- 
чайны[я  части  чертежа,  которыми  мы  пользовались  и  кото- 
рый въ  настоящемъ  случа'Ь  были  асимптоты,  яам'Ьнить,  раз- 
сматривая  друг1я  свойства  фигуры,  такими,  которыа  им'Ьли  бы 
м^сто  и  въ  случае  эллипса* 

Примемъ  дв^  точки,  въ  которыхъ  касательная  къ  гипер- 
боле перес^каетъ  асимптоты,  за  фокусы  коническаго  с^че- 
шя  С,  проходящаго  черезъ  центръ  гиперболы;  дв^  асимпто- 
ты будутъ  рад1усами-вёкторами  этого  коническаго  с^ченхя 
я,  следовательно,  изъ  двухъ  главныхъ  осей  гиперболы,  дЪ- 
жищйхъ  пополамъ  два  дополнительные  угла  между  рад1уса- 
ми-векторами,— одна  будетъ  касательная,  а  другая  нормаль 
къ  коническому  сФчешю  С.  Мы  можемъ  поэтому  сказать, 
что  это  коническое  с^чеше  С,  проходящее  черезъ  центръ 
гиперболы,  касается  одной  изъ  ея  главныхъ  осей.  Благодаря 
этому  свойству,  коническое  сечете  С  можетъ  служить  для 
построен]я  направлен1я  главныхъ  осей  гиперболы  и  заме- 
нить собою  для  этой  цели  асимптоты,  которыми  мы  пользо- 
вались прежде* 

Но  коническое  сечеше  (7,  къ  которому  привело  насъ  раз- 
смотреше  асимптотъ,  можетъ  быть  построено  безъ  помощи 
этихъ  прямыхъ;  действительно,  мы  знаемъ  въ  немъ  напра- 
влеше  главныхъ'  осей,    такъ  какъ    оне  суть  касательная  и 
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нормаль  гиперболы  въ  точк§  Л,  и  эксцентрицитетъ  по  на- 
правлея1ю  касательной,  который  равевъ  Ъ,  т.-е.  равенъ  Д1а' 

метру  гиперболы  6.\/ —  1,  равд^ленному  на  \/ —  1.  Другой 
эксцентрицитетъ  коническаго  сЪчешя  С  направленъ  по  нор- 
мали и  равенъ  первому,  помноженному  на  у^ —  1,  т.-е.  ра- 
венъ Ъ\/—  1  *^*).  Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  следую- 
щую теорему. 

Если  примемъ  касательную  и  нормаль  гиперболы  въ  точ- 
кгь  Л  за  главный  оси  коническаго  стъченгя,  проходящаго  чв- 
резъ  центръ  гиперболы  V,  эксцентрииитетъ  кошораго  по 
направленгю  нормали  равенъ  дгаметру^  сопряженному  сь 
дъаметромъ^  прохооящимъ  черезъ  точку  А,  то  это  кониче- 
ское сгьчеиге  будетъ  необходимо  кматься  одной  и^ъ  глав' 
ныхъ  осей  гиперболы. 

Теорема  эта  выражаетъ  общее  свойство  гиперболы,  неза- 
висимое отъ  асимптотъ,  хотя  он^  и  служили  намъ  для  до- 
казательства. Вс^  части  чертежа,  о«которыхъ  упоминается 
въ  втомъ  общемъ  свойств']^,  существуютъ  и  въ  эллипсе;  по- 
этому мы,  пользуясь  началомъ  случайныхъ  соотношешй,  мо» 
жемъ  распространить  то  же  свойство  и  на  эллипсъ,  т.-е. 
сказать: 

Если  касательная  и  нормаль  въ  какой-нибудь  точкл 
эллипса  разсматриваются  кань  главныя  оси  коническом 
сп^чьнгя^  которое  проходить  черезъ  центръ  эллипса  и  ко- 
тораго  эксцентрицитетъ  по  направленгю  нормали  равенъ 
дгаметруу  сопряженному  съ  дгаметром%  проходящимъ  че^ 
резь  взятую  на  эллипсть  точку ^  то  это  коническое  стьченге 
будете  касаться  одной  изь  главиыхъ  осей  эллипса. 

Эксцентрицитетъ,  взятый  по  нормали,  будетъ  здЪсь  д^й* 
ствительный,  потому  что  таковъ  Д1аметръ,  которому  онъ 
равенъ;  сл']Ьдовательно   фокусы  коническаго    с^чешя  будутъ 


^^*)  Мы  допускаемЪ)  что  коническое  с']&чен1е  ии-^еть  четыре  фокуса, 
изъ  которыхъ  два  д'Ьйствитедьные  и  два  ннихые,  и  два  эксцентрици- 
тета: д'^^йствитедьный  н  инииыв;  квадраты  этихъ  двухъ  эксцентрнцнте- 
товъ  равны,  но  съ  противоположными  знаками. 
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лежать  на  нормали  эллипса.  Рад1усн — векторы,  проведенные 
изъ  8тихъ  фокусовъ  къ  центру  эллипса,  образуюсь  равные 
углы  съ  тою  изъ  главныхъ  осей,  которая  касается  къ  ко- 
ническому с^ченио.  Отсюда  мы  выводимъ  такую  теорему: 

Если  на  нормали  въ  извтьстной  шочкгь  эллипса  отло- 
жимъ  по  об^ь  стороны  ошъ  этой  точки  отргьзки,  равные 
половингь  дгаметра,  сопряженнаго  съ  дгаметромъ,  проход я-^ 
щимъ  черезъ  ту  же  точку,  и  концы  этихъ  отргьзковъ  сое- 
динимъ  съ  центромъ  эллипса  двумя  прямыми^  то  эти  пря- 
мия  будутъ  одинаково  наклонены  къ  одной  изъ  главныхъ 
осей  эллипса. 

Эта  теорема  доставляетъ,  какъ  мы  видимъ,  чрезвычайно 
простое  построеше  направлетя  главныхъ  осей  эллипса, 
когда  изв'Ьстны  два  его  сопряженные  Д1аметра.  Остается 
еще  опред^Ьлить  длину  главныхъ  осей  и  это  можетъ  быть 
выполнено  различными  способами. 

Вопервыхъ,  можно,  опуская  перпендикуляры,  проложить 
два  данные  сопряженные  ш)луд1аметра  на  направлешя  глав- 
ныхъ осей;  тогда  сумма  квадратовъ  продожен1й  будетъ  рав- 
на квадрату  главной  полуоси. 

Можно  также  воспользоваться  сл']&дующей  теоремой,  ко- 
торую легко  доказать: 

Если  черезъ  точку  коническаго  стьченгя  проведемъ  нор- 
маль, то  произведете  отртьзковъ^  образуемыхъ  на  ней  пер- 
пендикулярнымъ  къ  ней  дгаметромъ  и  одною  изъ  главныхъ 
осей^  будетъ  равно  квадрату  другой  полуоси. 

Изъ  этого  гоотношешя  опред'Ьляются  об'Ь  главныя  оси. 

Но  можно  еще  получить  выраженхе  для  длины  осей,  не 
зная  а  рггогг  ихъ  направлен1я. 

Для  этого  зам'бтимъ  следующее:  когда  на  касательной  и 
нормали  коническаго  С']&чен1я,  какъ  на  главныхъ  осяхъ,  мы 
строимъ  второе  коническое  сЬчеше,  проходящее  черезъ 
центръ  перваго  и  касающееся  въ  этой  точк'Ь  его  главной 
оси,  то  произведете  отр'Ьзковъ,— образуемыхъ  на  нормали 
перпендикуляромъ,    опущеннымъ    изъ  центра  перваго  кони- 
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ческаго  с^четя  и  главною  асью,  касательною  ко  второму 
коническому  сучению, — равно  квадрату  главной  полуосн 
втораго  коническаго  сЪчешя,  нанравленной  по  нормали.  Эта 
главная  ось  будетъ,  сл'бдовательно,  равна  второй  главной 
оси  перваго  коническаго  сЪчешя,  т.-е.  той,  которая  нор- 
мальна ко  второму  коническому  с^чешю.  Такимъ  обравомъ 
получаемъ  теорему: 

Если  примемъ  касательную  и  нормаль  въ  какой-нибудь 
тоукгь  коническаго.  сгьченгя  за  главныя  оси  втораго  кониче- 
скаго, сгьченгя,  проходящаго  черезъ  г^ешпръ  перваго  и  нор- 
мальнаго  въ  этой  точкть  къ  одной  изъ  его  главныхъ  осейу  то 
главная  ось  втораго  коническаго  стьченгя,  направленная  по 
нормали  перваго,  будетъ  равна  главной  оси  перваго  кони- 
ческаго  сгьченгЯу  которая  нормальна  ко  второму,  т.-е.  одна 
Н8ъ  осей  каждаго  изъ  такихъ  коническихъ  сЪченШ  нормаль- 
на къ  другому  коническому  сЪчешю  и  дв'Ь  эти  оси  равны 
между  собою. 

Если  первое  коническое  с^ченхе  есть  эллипсъ,  то,  какъ 
мы  вид'1ли,  действительные  фокусы  втораго  коническаго  от- 
чета будутъ  лежать  на  нормали  перваго;  поэтому  большая 
ось  его  будетъ  также  направлена  по  этой  нормали  и  бу- 
детъ равна  сумм'Ь  или  разности  радхусовъ-векторовъ,  про- 
веденныхъ  изъ  фокусовъ  къ  центру  даннаго  эллипса;  но  эта 
ось  равна  также  главной  оси  эллипса,  нормальной  ко  вто- 
рому коническому  с^чешю,  поэтому  мы  приходимъ  къ  сле- 
дующему весьма  простому  построена  предложенной  задачи: 

Черезъ  конецъ  Л  одного  изъ  сопряженныхъ  полудгаметровъ 
проводимъ  перпендикуляръ  ко  второму  и  откладываемъ  на 
немъ  отъ  точки  Л  два  отргьзка^  равные  второму  полудга- 
метру'у  соединяемъ  копиры  этихъ  отрп>зковъ  съ  центромъ 
кривой  помощгю  двухъ  прямыхъ  и  дгьлимъ  пополамъ  оба  до- 
полнительные угла  между  ними  посредствомъ  двухъ  новыхъ 
прямыхъ;  эти  послгьднгя  прямыя  представляютъ  направлен 
нгя  главныхъ  осей  эллипса,  сумма  же  и  ршность  первыхь 
прямыхъ  представляютъ  длину  больгиой  и  малой  оси. 
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Вторая. часть  этого  рйшен1Яу  относящаяся  къ  длин^  осей, 
представляетъ  построеше  двухъ  корней,  которые  пояучаж>т- 
ся  ори  анадитическомъ  р'1ш1енш  этой  задачи,  но  которые 
не  были  еще  построены  такъ  просто. 

Путь,  которому  мы  сл']&довали,  моякетъ  показаться  длин- 
нымъ,  потому  что  мы,  желая  показать  приложеше  начала 
елучайныхъ  соотношешй,  принуждены  были  идти  шагъ  за 
шагомъ  и  приводить  всЬ  вспомогательный  теоремы,  кото- 
рый были  необходимы  для  того,  чтобы  ясно  показать  пере- 
ходъ  отъ  случайнаго  къ  абсолютному  въ  свойствахъ  фоку- 
совъ.  Но  въ  этомъ  вообще  нЪтъ  необходимости  при  упо- 
требленш  этого  начала,  когда  оно  уже  достаточно  усвоено. 
Задачу  въ  пространстве  мы  будемъ  уже  р'Ьшать  короче, 
хотя  она  въ  сравнеши  съ  первой  и  представляетъ  некото- 
рый новыя  трудности. 

Задача:  По  даинымъ  тремъ  сопряженнымг  дишетримъ 
эллипсоида  требуется  опредгьлить  величгму  и  направлете 
главныхъ  осей  этой  поверхности. 

Представимъ  себе  гиперболоидъ  съ  одною  полостью  и  его 
аснмптотическ1й  конусъ.  Касательная  плоскость  къ  гипер- 
болоиду въ  точке  т  пересекаетъ  конусъ  по  гиперболе  2, 
квадраты  д1аметровъ  которой  равны,  за  исключен1емъ  знака, 
квадратамъ  параллельныхъ  имъ  д1аметровъ  гиперболоида  ^^). 

Примемъ  эту  гипербо^^у  за  кривую  эсцентрицишетовъ  ^^*) 
поверхности  втораго  порядка,  проходящей  черезъ  центръ 
гиперболоида. 


*^)  Это  сл^^дуетъ  изъ  тою,  что  дхаметръ  гиперболы  есть  ч&сть  ка- 
сательной гиперболоида,  заключающаяся  гежду  двумя  образующими 
асимптотическаго  конуса,  и  квадратъ  этой  части  равенъ,  помимо  знака, 
квадрату  параллельнаго  ей  д1аметра  гиперболоида,  такъ  какъ  плос- 
хость,  проходящая  черезъ  касательную  и  черезъ  этотъ  дхаметръ,  пере- 
секаетъ гиперболоидъ  по  гиперболе. 

*^)  Для  понимашя  посл^дующаго  необходимо  принимать  въ  сообра- 
хеше  изложенное  въ  Прим']^чан1и  XXXI,  гд'Ь  объяснено,  что  мы  разу* 
м^мъ  подъ  9д^ивими  9ксцеи1приците1повг  въ  поверхностяхъ  втораго 
яорядка  и  тд1  показаны  различный  свойства  этихъ  кривыхъ. 
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Поверхность  эта  будетъ  нормальна  къ  одной  изъ  главныгь 
осей  ^^*).  конуса,  которня^одинаковы  съ  осяки  гиперболоида. 
Но  одна  И8ъ  главныхъ  осей  этой  поверхности  направлена 
по  нормали  къ  гиперболоиду  въ  точк^  т^  двЪ  же  друпя  по 
главнымъ  ддаметрамъ  коническаго  с^ченхя  2,  т.*е.  по  каса- 
тельнымъ  къ  кривымъ  кривизны  гиперболоида.  Такимъ  обра- 
80мъ,  отвлекаясь  отъ  асимптотическаго  конуса,  мы  можемъ 
высказать  сл'Ьдующую  теорему: 

Ес^ги  въ  какой-нибудь  шочкгь  гиперболоида  съ  одною  по- 
лостью проведемъ  нормаль  и  касательныя  къ  лингямъ  кри- 
еизны  и  эти  три  прямыя  примемъ  за  три  ыавныя  оси 
поверхности  втораго  порядка,  проходящей  черезъ  г(^нтръ 
гиперболоида  и  нормальной  въ  этой  точк^ь  къ  одной  изъ 
его  главныхъ  осей,  то  квадраты  дгаметровъ  кривой  жсцен" 
трицитетовъ^  взятий  въ  касательной  плоскости  гипербо^ 
лоида,  равны  по  величингь  квадратамъ  параллельньксъ  сг 
ними  дгаметровъ  гиперболоида^  но  знаки  имплотъ  проти- 
воположные. 

При  помощи  начала  случайныхъ  соотношешй  мы  можемъ 
прим'Ьнить  эту  теорему  къ  двумъ  другимъ  поверхностямъ, 
им'^^ющимъ  центръ;  для  эллипсоида  будемъ  им'Ьты 

Если  нормаль  въ  какой-нибудь  точюь  т  эллипсоида  и 
двп»  касательныя  къ  лингямъ  кривизны  въ  этой  эюе  точкп 
будемъ  разсматриватЬу  какъ  три  },лавныя  оси  поверхности 
втораго  порядка,  проходящей  черезъ  центръ  эллипсоида  и 
имгьющей  нормалью  въ  этой  точкгь  одну  изъ  трехъ  глав- 
ныхъ осей  эхгипсоида,  то  квадраты  дгаметровъ  кривой 
зксг^ентрицитетовъ  этой  поверхности  въ  плоскости  каса- 
тельной къ  эллипсоиду  будутъ  равны,  но  противопомоюны 
по  знаку  съ  квадратами  параллельныхъ  имъ  дгаметровъ 
эллипсоида. 

Эта  кривая  эксцентрицитетовъ  будетъ  мнимая,  но,  не  смо- 
тря на  это,  она  можетъ  служить  къ  опред^лен1Ю  двухъ  дру- 
гихъ,  дМствительныхъ. 


"*)  См.  Прим*чан1е  XXXI,  п»  11. 
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Въ  самомъ  д'Ьл^,  пусть  —  Ь*  и  —  с*  будутъ  квадраты 
двухъ  главныхъ  полуосей  атой  кривой  (черезъ  &  и  с  мы  08-1 
начаенъ  дв'Ь  главння  полуоси  кривой  перес^чен1я  эллипсов- 
да  плоскостью,  параллельною  касательной  плоскости,  прове- 
денной черезъ  ш);  положимъ,  что  Ъ  бол^^е  с;  тогда  —  с^  бу- 
деть  бодЪе  —  Ъ^  я  фокусы  мнимаго  коническаго  с^чешя 
будутъ  леавать  на  оси  с.  На  нормали  эллипсоида  отложимъ 
отъ  точки  ш  отр'бзки  равные  &  и  с.  Въ  плоскости,  опред!»- 
лаемой  этою  нормалью  и  лишею  параллельною  оси  с,  они* 
шемъ  эллипсъ,  котораго  большая  полуось  равнялась  бы  Ь, 
а  эксцентрицитетъ  былъ  бы  равенъ  С4  Потомъ  въ  плоско- 
сти, опред'Ьляемой  нормалью  и  лишею,  параллельной  оси  &, 
опишемъ  гиперболу,  им^^ющую'  д'1йствительною  полуосью 
отр^аокъ  с  и  эксцентрицитетомъ — отр'Ьзокъ  Ъ. 

Построенные  такимъ  образомъ  эллипсъ  и  гипербола  и  бу* 
дутъ  искомыя  кривыя,  т.-е.  дв^&  кривыя  эксцентрицитетовъ 
поверхности  втораго  порядка,  проходящей  черезъ  центръ 
эллипсоида  и  им'Ьющей  нормалью  въ  этой  точк^  одну  изъ 
главвыхъ  осей  его.  Сл^^довательно  эта  главная  ось  эллип- 
соида будетъ  общею  главною  осью  двухъ  конусовъ,  им^Ью- 
щихъ  основашями  дв^  вышеупомянутыя  кривыя  эксцентри* 
цвтетовъ  и  общею  вершиною — центръ  эллипсоида  (Прин'Ь- 
м^чаше  XXXI,  п^  11).  Дв*!  друпя  общ1я  главныя' оси  этихъ 
конусовъ  будутъ  опять  ничто  иное,  какъ  дв'Ь  остальныя 
главныя  оси  эллипсоида,  потому  что  черезъ  центръ  его 
можно  провести  дв'Ь  друг1я  поверхности  втораго  порядка, 
ин^юпця  т±  же  кривыя  эксцентрицитетовъ  и  посл']^дова- 
тельно  нормальныя  къ  этимъ  двумъ  остальнымъ  главнымъ 
осянъ  эллипсоида.  Вопросъ  о  построеши  направлетя  трехъ 
главныхъ  осей  эллипсоида  приводится  такимъ  образомъ  къ 
нахождешю  трехъ  общихъ  главныхъ  осей  двухъ  конусовъ, 
опирающихся  на  дв%  ]зышеупомянутыя  кривыя  эксцентрици- 
тетовъ. Въ  каждомъ  изъ  конусовъ  эти  три  главныя  оси 
представляютъ  систему  сопряженныхъ  осей;  поэтому  мы 
должны  только  найти  такую  систему  сопряженныхъ  осей, 
которая  принадлежала  бы  обоимъ  конусамъ. 
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Отсюда  заклютаемъ: 

Чтобы  найти  по  тремг  даннымъ  сапряженнымъ  дгаие' 
трамъ  напрсквленге  трехь  главныхъ  осей  эллипсоида,  про- 
водимъ  череэъ  конецъ  А  одного  изъ  данныхъ  дгаметроеъ 
перпендикуляръ  къ  плоскости  двухъ  другихъ  и  откладыва- 
емъ  на  немъ  отъ  точки  А  два  отрп>зка  соотвлтствент 
равные  двумъ  главнымъ  полуосямъ  эллипса^  построенною  на 
двухъ  остальныхъ  сопряженныхъ  дгаметрахъ.  Пусть  Ъ  бу- 
детъ  большая^  а  с  —  меньшая  изъ  этихъ  полуосей.  Черезъ 
нормаль  проводимъ  двп^  плоскости,  изъ  которыхъ  одна  па- 
раллельна  дгаметру  2с,  а  другая — дгаметру  26.  Въ  первой 
плоскости  строимь  эллипсъ  съ  большою  полуосью  Ъ  и  эксцен- 
трицитетомъ  с,  вЬ  второй  же  плоскости  гиперболу  съ 
главною  полуосью  с  и  эксцентрицитетомг  Ъ.  Разсматри- 
ваемъ  центръ  эллипсоида,  какъ  общую  вершину  двухъ  ко- 
нусовЪу  для  которыхъ  вышеупомянутые  эллипсъ  и  гипербо- 
ла служатъ  основангями.  Эти  конусы  будутъ  переаькать- 
ся  по  четыремъ  образующимъ  лежащимъ  по  двгь  въ  шести 
плоскостяхъ.  Плоскости  эти  пересгькаются  потгарно  въ 
трехь  другиоуь  прямыхъ,  которыя  и  будутъ  три  главныя 
оси  эллипсоида. 

Для  опред'Ьленгя  длины  главныхъ  осей  можно  проложить 
на  ихъ  направлешя  три  данные  сопряженные  дханетра;  то- 
гда квадратъ  каждой  оси  будетъ  равенъ  суми'Ь  Евадратовъ 
проложешй  на  нее. 

Но  проще  возпользоваться  следующей  теоремой,  которую 
легко  доказать: 

Нормаль  въ  какой-нибудь  точкп»  т  поверхности  втораго 
порядка  встрпчается  съ  перпендикулярною  къ  ней  дгамег 
тральною  плоскостью  и  съ  одной  изъ  главныхъ  плоскостей 
Р  въ  двухъ  точкахъу  произведенье  разстоянгй  которыхъ  отъ 
точки  т  равно  квадрату  полуоси  перпендикулярной  къ 
главной  плоскости  Р. 

Можно  также,  не  зная  нанравлен1я  главныхъ  осей  эллип- 
соида, опред&[ить  длины  ихъ  при  помощи  трехъ  поверхно- 
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стей,  которахъ  больш1я  оси  равны  соответственно  тремъ 
ясконыкъ  главнымъ  осамъ.  Докажемъ  теорему,  на  которой 
это  основывается. 

Для  поверхности,  гдавныя  оси  которой  суть  нормаль  и 
двЪ  касательный  къ  лин1ямъ  кривизны  въ  точкЬ  т  и  кото- 
рая проходить  черезъ  центръ  эллипсоида,  касаясь  въ  этой 
точк'Ъ  одной  И8ъ  главныхъ  плоскостей  его»  для  этой  повер- 
хности, говорю  я,  квадратъ  полуоси,  направленной  0*0  нор* 
Мали,  равенъ  пронзведен1ю  отр^зковъ,  образуемыхъ  на  этой 
нормали,  считая  отъ  точки  т,  главною  плоскостью  и  дхаме- 
трально  плоскостью,  перпендикулярной  къ  той  же  норма- 
ли '^').  Поэтому,  на  основанш  предыдущей  теоремы,  эта  ось 
поверхности  равна  той  оси  эллипсоида,  которая  перпенди- 
кулярна къ  упомянутой  главной  плоскости;  и  мы  получаемъ 
такую  теорему: 

Если  двгь  поверхности  второго  порядка  таковы,  что 
каждая  изъ  нихъ  проходить  черезъ  центръ  другой  и  три 
иавныя  оси  каждой  направлены  по  нормали  и  по  двумъ 
касательнымъ  къ  лингямъ  кривизны  другой,  то  ось  первой 
поверхности^  направленная  по  нормали  ко  второй,  будетъ 
равна  той  оси  второй  поверхности^  которая  направлена 
по  нормали  къ  первой. 

Отсюда  заключаемъ: 

Если  нормаль  въ  какойгнибудь  т^чкгь  поверхности  вто^ 
раго  порядка  и  касательныя  къ  двумъ  лингямъ  кривизны  въ 
этой  точкть  будемъ  разсматривать  какъ  три  общгя  глав^ 
ныя  оси  трехъ  поверхностей^  проходящихъ  черезъ  центръ 
данной  и  касающихся  соответственно  трехъ  главныхъ 
плоскостей  ея,  то  главныя  оси  этихъ  трехъ  поверхностей^ 


^  Это  проистекаеть  изъ  сл]^д7ющеК  теоремы  злемевтарной  теорш 
поверхностей  втораго  порядка:  „Басательная  плоскость  въ  какой-ни- 
будь точк*]^  поверхности  п  плоскость,  проведенная  черезъ  эту  точку 
перпендикулярно  бъ  одному  изъ  тлавннхъ  д1аметровъ,  образуютъ  на 
зтомъ  д]аметр^,  считая  отъ  центра  поверхности,  два  отрезка,  произве- 
дев1е  которвпгь  равно  квадрату  полудазметра**. 
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лежащгн  по  направленгю  нормали  данной^  Су  дуть  посллдо- 
вательно  равны  тремъ  главнымъ  осямъ  ея* 

Если  данная  поверхность  есть  эллиасоидъ,  данный  только 
посредствомъ  трехъ  его  сопряженныхъ  д1аметровъ,  то  мы 
вид'ЬлИу  какъ  опред'^^ляются  общ1я  лин1в  эксцентрицатетовъ 
для  трехъ  остальныхъ  поверхностей,  что  достаточно  для 
построешя  ихъ.  Такимъ  образомъ  посл'Ьдняя  теорема  можетъ 
служить  къ  р'Ьшенш  задачи:  найти  величину  трехъ  глав* 
ныхъ  д1аметровъ  эллипсоида,  не  зная  нанравлешя  ихъ.  Но 
этотъ  способъ  р'Ьшешя  былъ  бы  труденъ  и  мало  удобенъ 
на  практик'Ь.  Не  смотря  на  это,  намъ  кажется,  что  теоре- 
ма, служащая  ему  основашемъ,  заслужнваетъ  вниманхя,  по- 
тому что  ею  выражается  прекрасное  общее  свойство  по- 
верхностей втораго  порядка. 

Предыдупця  теоремы  безъ  труда  ведутъ  ко  многимъ  дру- 
гимъ,  не  лишеннымъ  интереса. 

Черезъ  конецъ  т  одного  изъ  сопряженныхъ  дгаметровъ 
проведемъ  двЪ  прямыя  равныя  и  параллельный  двумъ  дру- 
гимъ  сопряженнымъ  дгаметрамъ  и  опишемъ  эллипсъ  ^?,  ко- 
торому он^Ь  служили  бы  сопряженными  дхаметрами.  Еонусъ, 
вершина  котораго  лежитъ  въ  центр^Ь  эллипсоида  и  основа- 
шомъ  которому  служить  этотъ  эллипсъ,  пересечется  съ  элли- 
псоидомъ  по  другому  эллипсу  Е\  плоскость  котораго  па- 
раллельна плоскости  перваго.  Эти  два  эллипса  подобны  и 
подобно  расположены.  Второй  изъ  нихъ  имЪетъ  центръ 
на  д1аметр'Ь,  проходящемъ  черезъ  точку  т.  Означая  его 
центръ  черезъ  1п\  легко  найдемъ  От  =  От\  у  3. 

Второй  эллипсъ  имЪетъ  то  свойство,  что  если  возьмемъ 
на  немъ  три  точки  Л' у  В\Су  центръ  среднихъ  разстояшй 
которыхъ  находится  въ  центр']^  эллипса,  то  три  прямыя  0А\ 
0В\  0С\  б^яугь  сопряженные  дгаметры  эллипсоида.  Это 
свойство  поверхностей  втораго  порядка  доказать    нетрудно. 

Разсмотримъ  теперь  точки  ш  и  т\  какъ  соответственный 
относительно  центра  подобгя  О,  и  возьмемъ  три  поверхно- 
сти подобный  и  подобно  расположенный  съ  тремя  поверхно* 
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стями  предыдущей  теоремы,  им^^ющиме  общ1й  центръ  въ 
точк'Ь  Шу  проходящими  черезъ  центръ  О  эллипсоида  и  по- 
следовательно нормальными  къ  тремъ  главнымъ  осямъ  его. 
Три  главныа  поверхности  будутъ  им^ть  щнтръ  фигуры  въ 
^';  будутъ  проходить  черезъ  центръ  подобия  О;  будутъ  въ 
9Т0Й  точке  касаться  трехъ  первыхъ  поверхностей  и,  сле- 
довательно^ будутъ  последовательно  нормальны  къ  тремъ 
главнымъ  осямъ  вллипсоида;  все  три,  наконецъ,  будутъ  иметь 
одинаковый  лиши  аксцентрицитетовъ  въ  плоскостяхъ,  па* 
раллельныхъ  съ  плоскостями,  въ  которыхъ  находятся  кри-> 
вня  эксцентрицитетовъ  трехъ  первыхъ  поверхностей. 

Пусть  Ъ  я  с  будутъ  главныя  полуоси  коническаго  сечен1я 
Е,  такаке  Ъ'  и  с'  главныя  покоси'  коническаго  сечешя  К. 
Последнхя  будутъ  параллельны  первымъ  и  мы  будемъ  иметь: 

у^З"'  ^       V  З"  * 

Поэтому,  чтобы  получить  кривыя  эксцентрицитетовъ  для 
трехъ  новыхъ  поверхностей,  мы  должны  изъ  центра  кони- 
ческаго сечев1я  К  возставить  перпендикуляръ  къ  его  пло- 
скости, отложить  нс^  немъ  два  отрезка,  равные  Ъ'  ж  с'  я  въ 
двухъ  взаимно-перпендикулярныхъ  плоскостяхъ,  проходящихъ 
черезъ  нормаль  и  черезъ  оси  Ъ'  и  с',  описать  соответствен- 
но &ллипсъ  и  гиперболу,  при  чемъэллипсъ  долженъ  иметь 
бульшую  полуось  Ъ'  и  эксцентрицитетъ  с\  гипербола  же  по- 
перечную полуось  с  и  эксцентрицитетъ  Ъ'.  Этотъ  эллипсъ 
и  эта  гипербола  будутъ  кривыя  эксцентрицитетовъ  трехъ  ^по- 
верхностей. 

Главныя  оси  конусовъ,  имеющихъ  вершиною  точку  О  и 
основан1ями  эти  кривыя  эксцентрицитетовъ,  будутъ  напра- 
влены по  главйымъ  осямъ  эллипсоида. 

Отсюда  проистекаетъ  следующая  теорема: 

Для  опредгьленгя  по  величимь  и  направлент  главныхь 
осей  эллипсоида  по  тремъ  даннымъ  сопряженнымъ  дгамет- 
рсшь  его  ОА^    ОВ^    ОС,    мы  нааюдимъ  сначала   величину  и 
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напрае^1енге  главныхъ  полуосей  эллипса,  проходящахо  череп 
три  точки  А,  Д  С,  и  импюгцаго  центръ  въ  центр^ь  сред^ 
нихъ  разстоянгй  этихъ  точекь.  Пусть  Ъ  и  с  будутъ  эти 
деть  г^ьаеныя  полуоси.  Изъ  центра  эллипса  еозставляемъ  кг 
его  плоскости  перпендикуляръ  и  откладываемг  на  немъ  от- 
риьзки  Ъ'  и  с\  разные  Ь  и  с.  Въ  двухъ  взаимно  перпенди-^ 
кулярныхъ  плоскостяхъ,  проходящить  черезъ  этотъ  перпен* 
дику.ьяръ  и  черезъ  оси  Ь  и  с,  описываемъ  два  коническгя  с»ь- 
ченгЯу  именно:  эллипсъ,  имгьющгй  большую  полуось  V  и 
эксценшртщтетъ  с\  и  гиперболу  съ  дпЛствительною  по- 
луосью с   и  жсцентрицитетомъ  Ъ\  Тогда: 

1)  Два  конуса^  общая  вершина  которыхъ  находится  въ 
точкгь  О  и  основангями  которымъ  служатъ  эти  эллгтсь  и 
гипербола,  будутъ  им1ьть  тп^  же  глО^ныя  оси,  какъ  и  элли- 
псоидъ;  и 

2)  Три  большгя  оси  трехъ  поверхностей,  для  которыхъ 
эти  эллипсъ  и  ггигербола  служатъ  кривыми  эксцентрици^ 
тет^въ  и  ноторыя  проходятъ  черезъ  центръ  эллипсоида, 
будутъ  равны  тремъ  главнымъ  осямъ  эллипсоида^  рмд^ълен- 
нымъ  на  у^З. 

Теорема  эта  представляетъ,  какъ  мы  видииъ,  второе  рЪ- 
шен1е  задачи  объ  опред'Ьлеши  по  величине  и  направлешю 
трехъ  главныхъ  осей  эллипсоида,  когда  даны  три  его  сопря* 
женные  дхаметра.  Р']^шен1е  это  столь  же  просто,  какъ  и  цер- 
вое,  но  оно  имЪетъ  то  преимущество,  что  изъ  него  выводят- 
ся различныя  сл%дств1я,  которыхъ  первое  р^^шете  не  до- 
ставляло. Такъ  наприм'Ёръ,  изъ  него  непосредственно  заклю- 
чаемъ: 

Если  три  сопряженные  дгаметра  эллипсоида  должны 
оканчиваться  въ  трехъ  данныхъ  точкахъ  и  одна  изъ  глав- 
ныхъ осей  его  должна  имгьть  данную  длину,  то  центръ 
такого  эллипсоида  остается  неопред гьленнымъ  и  геометри- 
ческое м1ьсто  его  есть  поверхность  втораго  порядка,  центръ 
которой  находится  въ  центргь  средни(съ  разстоянгй  ттьхъ 
трехъ  точекъ,  которыя  должны  быть  концамг^  трехъ  со- 
пряженныхъ  дгаметровъ  эллипсоида. 
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Можно  дать  длины  двухъ  главннхъ  осей  эллипсоида  и 
центръ  его  все  еще  будетъ  йеопредЪлеиъ;  тогда  геоиетри- 
ческимъ  м^стомъ  его  будетъ  кривая  двоякой  крививин,  про- 
исходящая отъ  перес&чешя  двухъ  поверхностей  втораго  по- 
рядка,  имЪющихъ  одинаковый  кривня  эксцентрицитетовъ. 
Эта  кривая  перес%чен1Я  будетъ  лингею  кргсвг^ты  обЪихъ  по- 
верхностей. 

Бели  даны  величины  вс^хъ  трехъ  главныхъ  дааметровъ 
эллипсоида,  то  вадач^  удовлетворяютъ  восемь  эллипсоидовъ, 
центры  которыхъ  суть  обпци  точки  трехъ  поверхностей» 
их^ющихъ  одн^  и  гЬже  кривыя  эксцентрицитетовъ. 

Что  касается  направлен1я  главныхъ  дхаиетровъ  эллипсоида, 
то  мы  им^емъ  такую  теорему: 

Если  требуется,  чтобы  три  сопряженные  дгаметра  эл- 
мигсоида  оканчивались  вь  трехъ  далтыхъ  точкааъ,  то,  еъ  кО' 
кой  бы  точнгь  пространства  ни  находился  центръ  этой  по^ 
в^рооностщ  три  ея  главныя  оси  будуть  одгмаковы  съ  тремя 
общими  главными  осями  двухъ  конусовъ,  вершина  которыхъ 
находится  вб  ^томь  цешпрп>,  основатями  же  которымъ  слу- 
жатъ  два  неизмгымыя  коническгя  сгьченгя,  построенге  кото- 
рыхъ зависшт  только  отъ  положенгя  трехъ  дйнныаъ  точекъ. 

Эти  два  коническ1я  с^чешя  ин^Ьютъ  то  свойство,  что  вся- 
К1Й  конусъ,  им%ющ1й  ОДНО  И8ъ  нихъ  основан1емъ,  а  точку 
друтаго  —  вершиною,  есть-  конусъ  вращен1я:  эллипсоидъ, 
центръ  котораго  находится  въ  вершине  такаго  конуса,  бу- 
детъ также  эллипсоидъ  вращен1я.  Такимъ  образомъ  получа- 
емъ  следующую  теорему: 

Если  требуется  нашт  элли/псоидъ  вращешя,  три  сопряг 
аюенные  дгаметра  котораго  оканчивались  бы  въ  трехъ  дамшосъ 
точкахъ,  то  этому  требование  удовлетвсряетъ  бесчисленное 
лшожество  эллипсоидовь.  Ихъ  центры  леокатъ  на  двухъ  ко- 
ническихъ  аьчетяхъ,  эллипсгь  и  ггигерболп>,  которыя  помпще- 
ны  въ  двухъ  взаимно  перпендикулярныхъ  плоскостяхъ  и  такс- 
вы,  что  верги/ины  и  фокусы  одного  слуоюатъ  фокусами  и  вер- 
тишами  другспо. 


т.  Х,вш1.  П,  отд.'4. 
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ПРИМЪЧАШЕ  XXVI 

(Пятая  9пахау  п^  17.) 
О  кятсомъ  кодичествА  въ  геометрш. 


Изсл'Ьдоваше  сдуч&йныхъ  соотношешй  и  свойствъ  фигуры, 
иди  геометрической  системы,  весьма  удобно  для  объяснешя 
слова  мнимыйу  которое  очень  часто  и  съ  усп^^хомъ  упо- 
требляется въ  настоящее  время  при  чисто — геометричесвихъ 

И8ЫСКаН1ЯХЪ. 

Действительно,  выражеше  мнимый  можно  понимать  такъ, 
хакъ  будто  бы  имъ  обозначается  только  известное  состояше 
Фигуры,  при  воторомъ  въ  ней  перестаютъ  существовать  н^- 
которыя  части^  бывш1я  действительными  при  другомъ  состо- 
яваи.  Въ  самомъ  д^ле,  о  мнимомъ  предмете  нельзя  себЪ  со- 
ставить никакого  П0НЯТ1Я  иначе,  какъ  представляя  себе  въ 
тоже  время  въ  пространстве  предметъ  въ  состояши  дев- 
ствитедьнаго  существовашя;  понятхе  о  мнимомб  не  имело 
бы  смысла,  если  бы  не  сопровождалось  мыслш  о  действи* 
тельномъ  существоваши  того  предмета,  къ  которому  мы  арм- 
лагаемъ  это  поняпе.  Но  таковы  именно  соотношетхя  и  свой* 
ства,  которыя  мы  назвали  случаЛлмми  и  которыя  даютъ 
ключъ  къ  мнимымъ  въ  геометрхи. 

Ивъ  этого  видно,  что  легко  бы  можно  было,  если  бы  мы 
захотели,  избежать  при  разсуждешяхъ  употреблен1я  мни- 
мыхъ;  для  этого  достаточно,  рядомъ  съ  фигурой,  на  кото- 
рой доказывается  какое-нибудь  свойство,  разсматривать  дру- 
гую фигуру  того  же  рода,  но  въ  состоанш  большей  общно* 
сти  построен1я,  такую,  чтобы  въ  ней  были  действительными 
те  части,  которыя  въ  данной  фигуре  оказываются  мнимыми. 
Собственно  это  именно  мы  и  делаемъ,  когда  разсуждаемъ 
о  мнимыхъ  предметахъ,  какъ  о  действительныхъ;  по  этому 
можно  сказать,  что  употреблеше  слова  мнимый  есть  соира^ 
щенный   способъ   выражешя  и  что   словомъ  этимъ  укааы- 
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вается»  что  предлагаемое  суждеше  относится  къ  другому 
общему  С0СТ0ЯН1Ю  фигуры,  въ  которой  части,  составляющ1Я 
предметъ  суакдешя,  существуютъ  действительно,  а  не  мнимы, 
какь  въ  данной  фигуре.  И  тавъ  какъ,  на  основаши  прин- 
ципа сдучайныхъ  соотношен1Й,  или,  если  угодно,  начала  не- 
прерывности, истины,  доказанные  для  одногоивъ  двухъ  общихъ 
сос^оатй  фигуры,  прилагаются  также  и  ко  второму  состо- 
ЯН1Ю,  то  мы  видимъ,  что  употреблеше  и  разсмотр^ше  мни- 
мыжъ  въ  геометрш  совершенно  оправдывается. 

Зд^сь  должны  мы  сделать  одно  важное  зам<Ьчаше. 

Когда  дана  фигура,  въ  которой  есть  мнимыя  части,  то  мы 
всегда  можемъ,  какъ  было  сказано,  вообразить  себ^  другую 
фигуру,  столь  же  общую  по  построошю,  но  въ  которой 
части,  бывшк  преавде  мнимыми,  будутъ  действительными; 
но  нельзя  (въ  этомъ  то  и  состоитъ  наше  зам^чаше)  разсуж- 
датьу  или  производить  построешя  на  самой  данной  фигуре, 
разсматривая,  какъ  д^йствительныл,  тк  ея  части,  которыя 
даны  мнимыми.  Если,  наприм'Ьръ,  путемъ  вычислен1я  полу- 
чается для  определешя  положешя  точки  на  прямой  мнимое 
выражеше,  то  мы  сделали  бы  весьма  большую  ошибку^  если 
бы  вздумали  построить  искомую  точку,  какъ  будто  бы  вы- 
ражен1е  для  нея  было  действительное.  Построенная  подобнымъ 
образомъ  точка  не  относилась  бы  ни  къ  чертежу,  ни  къ 
разсматриваемой  задаче,  и  все  результаты,  выведенные  изъ 
разсмотрешя  этой  точки,  были  бы  ложны. 

Такъ,  въ  случае  сопряженныхъ  д1аметровъ  гиперболы,  оба 
Д1аметра  каждой  пары  имеютъ  действительный  направлешя, 
но  длина  одного  изъ  нихъ  всегда  мнимая.  Бвадратъ  ея  есть 
величина  действительная  и  потому  все  общ1я  свойства  эл- 
липса^ въ  которыхъ  входятъ  только  квадраты  сопряженныхъ 
дааметровъ,  будутъ  применяться  къ  гиперболе,  какъ  и  къ 
эллипсу;  но  те  свойства,  въ  которыя  входятъ  первыя  сте- 
пени втихъ  величинъ,  не  будутъ  уже  применимы  къ.  гипер- 
боле, потому  что,  желая  построить  мнимую  ось  гиперболы, 
какъ  будто  бы  она  была  действительная,  мы  впали  бы  въ 
ошибку.  Построенная   такимъ   образомъ  лишя  и  ея  конецъ 

4* 
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не  отноеиись  бн  къ  данной  задач'Ь  и  фигуре,  а  принадле* 
жали  бн  другой  фигуре  и  другой  аадач^. 

Интересно  бы  было  ивслЪдовать  соотношев1Я  и  вааимную 
зависимость  между  свойствами  двухъ  фигуръ,  ивъ  воторыхъ 
въ  одной  построены^  какъ  д-Ьйствительныл,  т%  части,  кото- 
рый въ  другой  даны  мнимыми  ***).  Таковы  равносторонняя 
гипербола  и  вругъ,  построенный  на  ея  главной  оси,  какьна 
д1аметр'Ь.  Каждая  хорда  круга,  перпендикулярная  къ  этой 
оси,  им^етъ  дМствительный  квадратъ;  если  основяте  пер- 
пендикуляра лежитъ  на  оси  внутри  круга,  то  и  длина  хор- 
ды будетъ  действительная;  если  же  основаше  перпендикуляра 
падаетъ  внЪ  круга,  то  и  длина  хорды  будетъ  мнимая,  хотя 
квадратъ  ея  и  д^^йствительный.  Если  мы  построимъ  ее,  при^ 
нимая  за  действительную,  то  конецъ  ея  определитъ  точку, 
принадлеашщую  равносторонней  гиперболе.  И  хорда  эта 
будетъ  им^ть  различный  свойства^  смотря  потому,  будетъ 
ли  она  принадлежать  кругу,  или  гиперболе.  Такъ  наприм^ръ, 
въ  круге  прямыя,  соединяющ1я  конецъ  хорды  съ  двумя  кон- 
цами дхаметра^  образуютъ  между  собою  прямой  уголъ,  тогда 
какъ  въ  гиперболе  эти  прямыя  наклонены  другъ  къ  другу 
подъ  переменнымъ  угломъ. 

Уже  Карно,  въ  Тгайе'  йе  1а  СоггёШгоп  Лез  (%диге8  4е 
Оёот€1гге  и  въ  Сгёотекгге  Ле  розШоПу  высказалъ  несколько 
соображешй  о  соответствш  фигуръ,  о  которыхъ  мы  гово- 
римъ,  и  объ  алгебраическихъ  выражешяхъ,  соответствующихъ 
имъ  въ  анализе;  но  главный  предметъ  трудовъ  знаменитаго 
геометра  въ  этомъ  направлеши  составляло  соатвшшшвге 
(СоггёШгоп)  фигуръ,  отличающихся  между  собою  въ  ихъ 
алгебраическихъ  выражен1ахъ  только  простою  переменою 
знакЬ  при  самыхъ  переменныхъ,  а  не  при  функц1лхъ  ихъ, 
и  потому  соотношешя  между  фигурами,  который,  какъ  мы 
сказали,   отличаются   темъ,  что  въ  однихъ   строятся,   какъ 


*^)  Въ  аяалз^  это  приводится  къ  тому,  чтобы  въ  фориухахъ,  отно* 
едщвхся  къ  задаче  переменить  въизвестныхъ  чюнахъ  у/+Т  на  у' — 1, 
ял  общее  заменить  единицу  однимъ  изъ  ея  корней. 
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дМствительння  тф  выраженхЯ;  воторна  дш  другвхъ  суть 
хнимна,  эта  соотношешя,  говорю  я,  составдають  оредметъ 
еоверв^енно  новнхъ  извсвангй,  которня,  кап  намъ  кажется, 
могутъ  вести  къ  нФкоторымъ  общннъ  вавонамъ  протяжешя, 
способннмъ  расширять  аначеше  геометрическихъ  учешй. 

По  поводу  этого  предмета  уваакеиъ  еще  на  внаменитаго 
Ламберта,  который  въ  значительной  м&р%  и  съ  бояьшимъ 
успФхомъ  пользовался  мнимыми  соотношешями,  проистека- 
ющими изъ  сравнен1я  равносторонней  гиперболы  съ  кругомъ, 
им'Ьющимъ  съ  нею  обпцй  центръ.  Онъ  изобр^лъ  нФчто  въ 
родф  гиперболической  тригонометрш,  при  помощи  которой 
находилъ  д^йствительныя  рЪшешя  въ  т^хъ  случаяхъ^  когда 
обыкновенная  тригонометр1я  приводить  къ  мнимымъ  вели- 
чинамъ. 


ПРИМЪЧАНГЕ  ХХГП. 

(Пятая  9поха,  п®  ^^3.) 

О  проиохоавденш  теор1ж  вааихныхъ  поляръ 
оловъ  подюоъ  и  поляра. 


Прежде  всего  Монжъ  въ  своей  Начертательной  Геометр1и 
доказалъ,  что  если  вершина  конуса,  описаннаго  около  по- 
верхности втораго  порядка,  движется  по  плоскости,  то  пло- 
скость  кривой  прикосновешя  проходитъ  постоянно  черезъ 
одну  и  ту  же  точку;  если  же  вершина  конуса  описываетъ 
прямую  ЛИН1Ю,  то  плоскость  прикосновешя  вращается  около 
другой  прямой;  посл^  того  Ливе  и  Брханшонъ  показали,  что  при 
движен1и  вершины  конуса  по  поверхности  втораго  порядка, 
плоскость  прикосновен1я  огибаетъ  другую  поверхность  вто- 
раго порядка.  (7оигп(й  Ле  1^ёсо1е  роЦ/ЬесЬпгдие,  СаЬ.  ХШ,  1806). 

Въ  томъ  же  мемуарф  Брханшонъ  пользуется  этой  теорхей 
для  вывода  изъ  знаменитой  теоремы  Паскаля  о  шеотиуголь- 
нмвФ  вписанномъ  въ  коническое  сечете  своей  прекрасной 
м  не  менДе   полезной  теоремы  о  шестиугольники,   описан* 
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Еом^ь  ожою  ковичесваго  сЬчешя»  состоящей  въ  томъ,  что 
п^  дгаюналщ  соединял&щ^я  противаполоо/^шя  ву^ииы  таг 
шпо  шеепшугалшика^  проходятъ  черезъ  одну  течку.  Это  бижъ 
первый  прнмЪръ  подобнаго  употребденхя  теор1и  поляръ,  и 
при  этомъ  обнаружилась  весьма  зам^чательнымъ  обравомъ 
деойствеммость  пдоскихъ  фигуръ,  вслФдств1е  анадопи  этой 
теорема  съ  теоремою  Паскаля. 

Впосл^дствш  Епсоп1ге  и  8<;ашуШе  воспользовались  этою 
теор1ею  для  преобразоваша  фигуръ.  Задача  заключалась  въ 
томъ,  чтобы  описать  около  коническаго  сЬчешя  многоуголь- 
никъ,  вершины  котораго  лежали  бы  на  давныхъ  прямыхъ. 
Названные  геометры  заметили,  что  по  теорш  патсовъ  за- 
дача эта  приводится  къ  другой,  р<Ьшен1е  которой  было  уже 
известно,  именно  къ  построешю  вписаннаго  въ  коническое 
сЪчеше  многоугольника,  стороны  котораго  проходили  бы 
черезъ  данный  точки.  {ЛппаШ  Лез  та^кета^^^ие8у  %.  I,  р.  122 
е4  190)  "»). 

Въ  этомъ  превос:ходномъ  журнал'6,  который  уже  20  л1&тъ 
способствуетъ  усп^хамъ  математики  и  особенно  геометрш, 
встр^чаемъ  въ  первый  разъ  назвавгя:  полюсь^  поляра^  поляр' 
ноя  плоскость^ — названая,  который  значительно  облегчили 
употреблен1е  этой  теорхи. 

Сервуа  первый  назвал ъ  полюсомь  прямой  точку,  черезъ 
которую  проходятъ  ъс^  хорды  прикосновешя  угловъ,  они* 
санныхъ  около  коническаго  с^Ьчешя  и  им'ёющихъ  вершины 
на  этой  прямой;  потомъ  Жергоннъ  назвалъ  эту  прямую  по- 
лярою точки  и  распространилъ  эти  назвавхя  на  геометрш 
въ  пространстве  {ЛппсЛез  Лез  таИгётаИдиез^  X.  I,  р.  337  е(  (. 
Ш,  р.  297).  Они  приняты  вс']^ми  геометрами,  писавшими  о 
поверхностяхъ  втораго  порядка. 


м» 


)  :Истор1я  »то&  задачи  излокена  наии  въ  Прнм^чанхи  XI. 


лрйнмжшя.  359 


ПРИМЪЧАШЕ  ХХГШ. 

(Пятая  эпоха,  п^  27). 

Обобхцеше  теорШ  отбреогра«ичесвнхъ  проэхщй.— 
Поверхности  втораго  порядка,  касающ1яоя  четы- 

рехъ  дртгихъ. 


ДвЪ  теореиы,  употребляемыя  въ  теор1и  стереограФиче* 
свихъ  про9кц1й)  разсматриваемой  какъ  способъ  изсл^доватя, 
зам'Ьняются  двумя  сл<Ьдующиии  въ  такъ  называемой  нами 
обобщенной  теорш,  гдЪ  м-Ьсто  глаза  предполагается  въ  ка- 
кой-нибудь  точк^  пространства: 

Если  сдгьлаемъ  перспективу  поверхности  втораю  порядка 
па  какой-нибудь  плоскости^  полтпцая  глазъ  еь  точки»,  взяишЛ 
п^^оизвольно  внть  поверосностщ  то 

1)  Црожцгями  плоск^асъ  кривыхъ^  проведенныхъ  по  поверхг 
ностщ  будутъ  коническгя  аьченгЯу  имплощгя  двойное^  дпЛопшиг 
тельное  или  мнимое^  прикосновенге  съ  однимъ  и '  тгьмб  же  ко- 
ничеокимь  сгьченгемъ^  представляющимь  каоюущШся  контурь 
поверхности. 

2)  Долюсь  хорды  прикосиовенгя  каждаго  коническаю  спме- 
нгя  съ  этимь  контуромъ  будетъ  проложенгемъ  вышины  кону-- 
са^  прикасающагося  пъ  поверхности  по  плюской  кривой^  'Лроло- 
оюенге  которой  есть  взятое  коническое  стьченге. 

Еъ  этимъ  двумъ  основнымъ  предложешямъ  полезно  прдба- 
вить  еще  следующее  третье: 

Дролооюенгями  двухг  взаимныхъ  поляръ  относительно  по- 
верхности  будутъ  двп>  прямыя^  изь  котсрыооъ  каждая  прохо- 
дитг  черезъ  полюсь  другой^  при  чемб  полюсы  ихъ  бе^тся  от- 
носительно контура, 

Помощш  этихъ  трехъ  теоремъ  мы  необыкновенно  легко 
получаемъ  весьма  мнопя  свойства  системы  коническихъ  с^- 
чешйу  вписанныхъ  въ  одно  и  тоже  коническое  с^^чеше,  и 
при  етомъ,  можно  сказать,   н^тъ  надобности  ни  въ  какомъ 
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доказательстве,  потому  что  достаточно  обратить  вижмаше  на 
очевндння  свойства  кривнхъ,  проводямнхь  въ  пространстве 
по  поверхности  втораго  порядка^  и  эти  свойства  перенести 
на  плоскость. 

Отъ  подобнаго  ивследовашя  коническигь  с^четйу  описан- 
ннгь  въ  одной  плоскости,  легко  перейти  къ  такимъ  же  И9- 
сжедовашлнь  въ  пространстве,  т. -е.  къ  свойствамъ  систенн 
поверхностей  втораго  порядка,  вписаниыхъ  въ  поверхность 
того  же  порядка.  Мы  говоримъ,  что  поверхность  вписана 
въ  другую,  когда  обе  поверхности  на  всеиъ  протяжети  со- 
прикасаются по  кривой  лиши.  Для  поверхностей  втораго  по- 
рядка лишя  прикосновеп1я  есть  плоская  кривая. 

Такимъ  путемъ  можно  придти  ко  многимъ  свойствамъ  по- 
верхностей втораго  порядка  и  къ  решенхю  большаго  числа 
вопросовъ,  относящихся  къ  прикосновение  этихъ  поверх- 
ностей; пр«  этомъ  все  вопросы  о  прикосновеши  шаровъ 
являются  простыми  частными  случаями.  И  геометры,  кото- 
рые любятъ  возможно  большую  общность,  оценятъ  въ  этой 
теорш  особенно  то  обстоятельство,  что  все,  даже  самые 
обпце,  вопросы  оказываются  здесь  следств1ями  одного,  ко- 
торнй  въ  своемъ  содержанш  и  решешв  обнимаетъ  ихъ  все; 
вотъ  этотъ  вопросъ: 

Задача.  — ]1/т\л  четыре  поверхности  етораго  порядка,  епи^ 
санныя  въ  одну  и  ту  оюе  поверхность  Е  втораю  же  порядка, 
$пр€буется  найти  пятую  пов^хность  того  оюе  порядка,  ко- 
торая касалась  бы  четырехъ  первыхв  и  была  бы  такоюе  впи- 
сана еъ  поверхность  Е. 

Решеше  этой  задачи  очень  просто;  но,  чтобы  изложить 
его  точно  и  изящно,  считаемъ  не  лишнимъ  предпослать  не- 
который определен1я. 

Еогда  две  поверхности  втораго  порядка  вписаны  въ  третью 
поверхность  того  же  порядка,  то  оне  пересекаются  по  двумъ 
плоскимъ  кривымъ,  который  могутъ  быть  действительными 
или  мнимыми,  но  плоскости  которыхъ  всегда  действитель- 
ны; по  аналопи  съ  радикалшою  осью  двухъ  коннчесвихъ  се* 
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1ев1й  (4юе8  Ле  9уп1р{а8е)  мн  навовекъ  эти  илоскостш  родинами 
ншт  плоскостями  двух»  поверхностей  (рктз  йе  9утри>8е). 

Дв!Ь  тах1я  поверхности  обладаютъ  еще  тФнъ  свойетвомъ, 
что  около  нихъ  можно  описать  два  конуса,  которые  опять 
хогутъ  сами  быть  дЪйствительнне  или  мнимые,  но  вершины 
которыхъ  всегда  д1|йствительныл.  Дли  обоаначетя  этихь  то- 
чекь  мы  воспользуемся  назвашемъ  центров  соотептсття 
(се$11/ге8  й^  ЬотЫодге),  употребленнымъ  Понселе. 

Дал^е,  мы  будемъ  называть  радшсмьною  прямою  {ЛгоИе  Ле 
вушрШе)  двухъ  поверхностей  всякую  прямую,  леашщую  въ 
бдной  Н8ъ  радикальныхъ  плоскостей  и  плоскостью  соотвпт- 
стогя  (р1ап  X  кот(Лод%е)  —  ъсящю  плоскость,  проходящую 
череаь  одннъ  изъ  центровъ  соотв%тств1я. 

Цредставимъ    себЪ   теперь  три  поверхности   втораго  по- 
/рядка,  вписанный  въ  одну  поверхность  того  же  порядка;  по- 
парно взятыя  0Н&   будутъ  имФть  по  двЪ  радикальння   пло- 
скости, всего  сл1(довательно — шесть. 

Доказано^  что  эти  шесть  плоскостей  проходить,  по  три, 
черезъ  четыре  прямыяу  преспкающ4яся  еъ  одной  и  той  же 
точкгь  пространства;  такимъ  образомъ.  шесть  радикальныхъ 
плоскостей  составляютъ  четыре  боковыя  и  дв%  даагональныя 
плоскости  четыресторонней  пирамиды. 

Каждую  изъ  четырехъ  прямыхъ,  черезъ  который  прохо* 
дятъ,  по  три,  шесть  радикальныхъ  плоскостей,  мы  будемъ 
называть  общею  тремъ  поверхностямъ  радгисалшою  прямою 
X  каждую  точку  на  дтнхъ  прямыхъ  —  общею  радикальною 
тачкою. 

Еаждыя  двЪ  поверхности  имФютъ  два  центра  соотвЪтст- 
В1Я»  следовательно  три  поверхности  имЪютъ  ихъ  шесть. 

Доказано,  что  эшм  шесть  ^центроеъ  соотепмстогя  леоюать^ 
по  три,  па  четырехъ  прямыхъ,  которыя  находятся  еъ  одной 
пАоскоотщ  такъ  что  шесть  центровъ  соотв!Ьтств1я  состав- 
ляютъ четыре  вершины  и  двЪ  точки  перес^четя  противо- 
положныхъ  сторонъ  четыреугольника. 

Каждую  прямув)/  на  которой  леасатъ  три  изъ  шести  цент- 
ровъ соответств1я,  мы  будемъ  называть  общею  литею  соот" 
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ттс9шя  треть  поверхностей  я  каждую  плоскость,  прохоца- 
щую  ^ерезъ  одну  ивъ  чепфехъ  такнгь  яштЛ-ч^бщж  §1М^ 
сностыо  соотелтстегя. 

Представииъ  себ'6  четыре  поверхности  втораго  порядка, 
вписанння  въ  одну  поверхность  того-же  порядка;  доказано, 
что  9ти  четыре  поеерхности  иммотъ  восемь  общихь  радш^ 
кйлышт  точекъ^  т.-е.,  что  въ  пространстве  существуетъ  во- 
семь точекъ,  и8ъ  которыхъ  каждая  яежитъ  въ  радикальной 
плоскости  двухъ  любыхъ  поверхностей;  такъ  что  каждая 
ивъ  этихъ  восьми  точекь  есть  общая  точка  пересЪчешя  ше- 
сти радикальныхъ  плоскостей,  которыхъ  всего  получимъ  две- 
надцать, считая  четыре  поверхности  попарно. 

Доказывается  также,  что  четыре  поеерхности  чмтлать  вО' 
семь  сбщшеъ  плоскостей  соотвптспшя^  т. -е.,  что  существу- 
етъ  восемь  плоскостей,  изъ  которыхъ  каждая  проходить  че- 
реп центръ  соотв'Ьтств1я  двухъ  любыхъ  поверхностей.  Баж« 
дая  изъ  такихъ  плоскостей  заключаетъ  въ  себе,  следова- 
тельно, шесть  центровъ  соответств1я,  которыхъ  всего,  при 
сочетан1и  четырехъ  поверхностей  по  две,  будетъ  двенадцать. 

Предпославъ  все  это,  мы  уже  легко  можемъ  выразить  ре- 
шете данной  задачи. 

Нервое  ркьшенле.  Построимъ  для  данныхъ  четырехъ  поверх- 
ностей восемь  общихъ  плоскостей  соответствхя  и  восемь 
общихъ  радикальныхъ  точекъ.  Возьмемъ  полюсы  восьми 
плоскостей  соответств1я  относительно  одной  какой-нибудь 
изъ  поверхностей  Л  и  проведемъ  прямыя  изъ  атихъ  полю- 
совъ  къ  каждой  изъ  восьми  радикальныхъ  точекъ.  Такимъ 
образомъ  получимъ  64  прямыя,  которыя  пересекутся  съ  по- 
верхностью ^.  въ  128  точвахъ;  каяБдая  изъ  этихъ  точекъ 
будетъ  точкою  прикосновешя  искомой  поверхности  съ  по- 
верхностш  Л. 

Второе  ртмаенЛе.  Построивъ,  какъ  и  въ  первомъ  решенЕИ, 
восемь  общихъ  радикальныхъ  точекъ  и  восемь  общихъ  пло- 
скостей соответств1я  четырехъ  поверхностей,  возьмемъ  по- 
лярвыя  плоскости  восьми  радикальныхъ  точекъ  относительно 
какой-нибудь   одной   поверхности  А.  Каждая  изъ  этихъ  по« 


лярвыхъ  плоскостей  пересечется  съ  восемью  пюскостяии 
соответств1я  по  восьми  прямнмъ,  такъ  что  всего  получимъ 
64  прямня.  Черевъ  каждую  изъ  ннхъ  проведемъ  дв^  каса- 
тельння  плоскости  къ  поверхности  А;  каждая  точка  при- 
косновен1я  этнхъ  128  касательннхь  плоскостей  будетъ  точ- 
кою прикосповен1я  искомой  поверхности  къ  поверхности  Л. 

Идъ  обоихъ  р^шешй  видимъ,  что  задача  въ  своей  наи- 
большей общности  допускаетъ  128  р^шешй. 

Для  и8Следован1я  весьма  многочисленныхъ  частныхъ  слу- 
чаевъу  заключающихся  въ  общей  задач!»,  сдучаевъу  въ  кото- 
рнхъ  число  решен1й  можетъ  быть  значительно  меньше^  по- 
левио  зам'Ьтить,  что  на  каждую  плоскость,  или  на  каждую 
радикальную  точку,  общую  тремъ  поверхностямъ,  прихо- 
дится по  16  р^шешй;  такъ  что  исчезаетъ  столько  разъ  по 
16  р^шешй,  сколько  недостаетъ  плоскостей  соответств1я, 
или  радикальныхъ  точекъ,  общихъ  четыремъ  поверхностямъ. 

Если,  наприм^ръ,  четыре  поверхности  суть  шары^  то  су- 
щеетвуетъ  только  одна  радикальная  точка  (это  точка,  кото- 
рую  (тааI1^ег  назвалъ  ради/кальнымб  у^&мшромь  четврехъ  ша* 
ровъ);  такнмъ  образомъ  получается  только  16  р^шев1й. 

Съ  перваго  взгляда  можетъ  показаться  удивительнымъ, 
что  четыре  шара^  расположенные  какъ  угодно  въ  простран- 
ств'Ь,  и  пятый  шаръ,  касающШся  ихъ,  —  разсматриваются 
какъ  пять  поверхностей  втораго  порядка,  вписанныхъ  въ 
одну  поверхность  того  же  порядка.  Но  причину  этого  ви* 
д4ть  не  трудно. 

Когда  въ  поверхности  втораго  порядка  одна  изъ  осей  д^Ь- 
лается  равна  нулю,  то  поверхность  обращается  въ  кониче- 
ское сЪчеше;  всякая  другая  поверхность  втораго  порядка, 
1фоходящая  черезъ  эту  кривую,  прикасается  къ  ней  во  всЪхъ 
еа  точкахъ  и  можетъ  потому  считаться  описанною  около  нея. 
Следовательно  поверхности  втораго  порядка^  проходяпця  че- 
резъ одно  и  то  же  коническое  с^ченхе»  им1(ютъ  свойства 
системы  цоверхностей,  описанныхъ  около  одной  поверхно- 
сти втораго  порядка,  котораа  въ  этомъ  случа'Ь  им^етъ  одну. 
<>сь  равную  нулю  и  приводится  къ  коническому  с^чешю. 
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Если  вшАтшть  при  этомъу  что  ш[ос]|роеть  воннкск«го 
с%чбн1я  относнтедьно  двухъ  дюбнхъ  поверхностей  есть  ра- 
дппльная  пюсвость  и  что  само  коническое  с^чеше  можетъ 
бнть  мнимнмъ,  хотя  эта  плоскость  и  остается  дЪйствнтеп- 
ною,  то  на  основашв  начала  случаЛ/ныхъ  соатнашенгй  ял 
закашл  непре^мености  закяючннъ  отсюда,  что  вс^Ь  поверхнос- 
ти втораго  порядка,  имЪюпця  общую  радикальную  плоскость, 
можно  равсматривать,  какъ  вписанння  въ  одну  поверхность 
втораго  порядка. 

Полагая  дал'бе,  что  общая  радикальная  плоскость  поверхно- 
стей удалена  въ  безконечность,  получимъ  поверхности  подоб- 
ная и  подобно  расположенныя;  такимъ  обравомъ:  подабиыяи 
подобно  расположенныя  поверхности  втораю  порядка  можно 
рассматривать^  какъ  систему  поверхностей  вписанньая  б» 
одну  и  ту  оюе  поверхность  пипо-оюе  порядка. 

Итавъ  доказано,  что  р^шешя,  полученння  нами  для  опре- 
д%лен1я  поверхности  втораго  порядка,  касающейся  четнрехъ 
другихъ  и  вм^стЪ  съ  ними  вписанной  въ  одну  поверхность 
того-же  порядка,  прилагаются  также  и  въ  построешю  шара 
касающагося  четырехъ  другихъ,  или,  общФе,  въ  построешю 
поверхности  втораго  порядка,  которая  бы  касалась  четнрехъ 
подобннхъ  и  подобно  расположенннхъ  поверхностей  и  бнла 
съ  ними  также  подобна  и  подобно  расположена. 


ПРИМЪЧАШЕ  XXIX. 

(Пятая  дпохау  п^  30). 

Докаватехьотво  одной  теорекн,  жиъ  которой  про- 
истекаетъ  начадо  двойотвенноотн. 


Теорема,  о  которой  мы  говоримъ,  не  можетъ  быть  выведена, 
подобно  тому,  какъ  въ  случае  плосвихъ  фигуръ,  изъ  свойстнь 
даполнительныхъ  фигуръ  на  шарф;  но  прямое  доказательство 
ея  очень  просто.  Оно  основывается  на  следующей  теорем4к 
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начальной  геометрш:  „Если  И8ъ  неподвижной  точки  къ  раз- 
личнниъ  точкаиъ  плоскости  будемъ  проводить  прамна  и  на 
этихъ  прямнхъ  (или  на  ихъ  продолжетяхъ)  будемъ  откла- 
дывать, считая  отъ  неподвижной  точки,  отрезки,  обратно 
пропорц10нальнне  длинФ  лиши,  то  концы  отр'Ьвковъ  будутъ 
лежать  на  шар^Ь,  который  проходить  черезъ  неподвижную 
точку  и  центръ  котораго  находится  на  перпендикуляре  къ 
плоскости,  опущеннонъ  И8ъ  неподвижной  точки*. 

Отсюда  слФдуетъ,  что  плоскости,  проводимый  черезъ '  кон- 
цы отр^зковъ  перпендикулярно  къ  направлешю  ихъ,  будутъ 
проходить  вс§  черезъ  одну  и  туже  точку  на  перпендикуляре, 
именно  черезъ  конецъ  дхаметра  шара. 

Для  всякой  другой  плоскости  получается  другая  соответ- 
ственная точка. 

Можно  доказать,  что,  если  нгьсколько  плоскостей  проходят^ 
щезъ  одну  точзеуу  то  соотвтьтственныя  имъ  тачки 
моюатъ  въ  одной  плоскости.  Въ  самомъ  д^л^,  каждой  плос- 
кости будетъ  соответствовать  свой  шаръ,  и  все  эти  шары 
пройдутъ  черезъ  одну  точку  О,  лежащую  на  прямой,  соеди- 
няющей неподвижную  точку  ^  съ  точкою  пересечешя  всехъ 
плоскостей.  [Следовательно  прямая  80  есть  обп^ая  хорда 
всехъ  шаровъ  и  плоскость,  проведенная  черезъ  О  перпен- 
дикулярно къ  этой  прямой,  пройдетъ  черезъ  концы  Д1амет- 
ровъ,  проведенныхъ  во  всехъ  шарахъ  черезъ  точку  ^8^  Но 
конецъ  такого  дааметра  на  каждомъ  шаре  есть  соотвтьт^т- 
ееншш  точка  плоскости,  соответствующей  этому  шару.  И 
такъ  все  соответственный  точки  лежать  въ  одной  плоскости. 

Отсюда  следуетъ^  что  фигуры,  построенныя  въ  простран- 
стве» какъ  показано  было  въ  тексте,  обладаютъ  свойствомъ 
деойствепности^  точно  также,  какъ  фигуры  на  плоскости, 
построеше  которыхъ  получалось  изъ  дополнительныхъ  фи- 
гуръ  на  шаре. 
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ПРИМЪЧАШЕ  XXX. 

(Пятая  9поха  п^  31). 

О  взаикныхъ  крнвыхъ  и  поверхностяхъ 
Монава.  Обобщбн1б  этой  теор1и. 


В$(шммыя  вривна  лиши  и  поверхности  суть  сл']^дую1щя: 
Если   черезъ   Ху  у  означимъ   координаты   точки   пдосеой 
кривой,  то  координаты  соотв'Ьтственной  точки  взаимной  кри- 
вой будутъ  х'=^р,  у'  ^=^рх  —  у,  гд4  ^  =  ^    .    Взаимность 

8тихъ  двухъ  кривыхъ  состонтъ  въ  томъ,  что  одна  получает- 
ся изъ  другой  точно  также,  какъ  вторая  изъ  первой.  (См. 
СаггезропЛапсе  8иг  ГёсЫе  ро1у1ес1тгдие^  1805,  1  I,  73). 

Мемуаръ  Монжа  зиг  Тез  зиг/'асез  ^шр^о^ие8  указанъ  въ 
списк'Ь  различныхъ  его  мемуаровъ,  пом^щенномъ  въ  начале 
его  сочинешя  АррИсаНоп  йе  ТапаЬут  д,  1а  ОёошеЬгге  (3-е 
изд.  1809).  Онъ  долженъ  бы  заключаться  въ  чисд'Ь  мемуа- 
ровъ  института  за  1808  годъ,  но  я  думаю,  что  онъ  не  быль 
изданъ.  Еъ  э&глав1ю  мемуара  прибавлено  сл'Ьдующ1е  опред^- 
леше  взаимныхб  поверхностей: 

«Если  х^  Уу  е  суть  координаты  точки  кривой  поверхности, 
дифференщальное  уравнеше  которой  есть  йг  ^=1  рд,х -^  о^У) 
то  координаты  х\  у\  г  взаимной  точки  суть 

<^'  —  Р^    У=Ъ    ^'  —роо-^гу  —  в. 

М'бсто  всЪхъ  взаимныхъ  точекъ  есть  поверхность  взтшл» 
съ  данной.  Взаимность  этихъ  двухъ  поверхностей  состонтъ 
въ  томъ,  что  первая  есть  м^сто  взаимныхъ  точекъ  второй, 
также  какъ  вторая — м'Ьсто  взаимныхъ  точекъ  первой>. 

Выражеше  а?,  у^  в  черезъ  х\  у\  г'  им^^ютъ  такой  же  видь, 
какъ  и  внражетя  х\  у\  /  черезъ  а?,  у,  в\  действительно  на- 
ходимъ: 
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При  одномъ  в8гляд'Ь  на  эти  формулы  юн^чаемъ,  что  каж' 
дой  пасателшой  плоскости  первой  поверооности  сооттут* 
етоуетъ  точка  опорой,  и  что,  если  касательмыя  плоскости 
проходят^  черезъ  одну  точку ^  то  соотттотеенныя  ила  точки 
лежат»  вь  одной  плоскости. 

ДЪствитедьно,  касательная  плоскость  въ  чочгЬ  х^  у,  в 
первой  поверхности  определяется  величинами  ея  координатъ 
в  двухъ  дифференц1альныхъ  кооффиц1бнтовъ  !>  и  д[.  Этими 
же  величинами  опред'Ьляется  и  положеше  точки  х\  у\  в\ 
соответствующей  этой  касательный  плоскости. 

ДадФе,  если  касательная  плоскость,  уравнеше  которой  есть 

в  —  г^р  (о;  — Х)-*-2  (У-П 

проходитъ  черезъ  точку  а,  р,  у,  то  между  коордитами  а;,  уу  л, 
точки  прикосновешя  будемъ  им^ть  соотношеше 

Вставляя  въ  это  уравнен1е  выражетя  х^  у,  г  черезъ  х^^  у\  /, 
р\  ^у  получимъ 

уравнеше  плоскости,  какъ  и  следовало  показать. 

Взаимный  поверхности  Монжа  можно,  на  основаши  этого, 
разсматривать^  какъ  преобразуемый  одна  въ  другую  при  по- 
мощи начала  двойствемюсти.  И  действительно,  отли  поверх- 
носпш  суть  ничто  гтое,  кат  взаимныя  поляры  относитель' 
но  параболоида  вращепщ  уравнеше  котором  есть 

Это  геометрическое  построеше  поверхностей  Монжа  по- 
казываетъ,  что  они  представляютъ  только  частный  случай 
ц^лаго  класса  взаимныхъ  поверхностей,  которыя  также  мо- 
гутъ  быть  выражены  аналитически  и  которыя  съ  геометри- 
ческой точки  зр^шя  суть  взаимныя  поляры  по  отношешю 
Еъ  какой-либо  поверхности  втораго  порядка. 
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Жаль,  что  мемуаръ  этотъ  остался  ненавФстекь.  Бнжо  бы 
интересно  угнать  путь,  воторнЁ  нрнвелъ  Монжа  въ  опфн- 
пю  взаилшыхб  поверхностей  н,  икь  бевянсженнаго  множества 
другихъ,  именно  гЬхъ,  аналитическое  ввражеше  которнп 
есть  самое  простое;  интересно  бн  бнло  внать,  не  теор1ею 
ли  оолюсовъ  поверхностей  втораго  порядка  руководствовал- 
ся велишй  геометръ,  и  въ  особенности  важно  быяо  бы  ви- 
дФтЬу  какое  употреблен1е  д^лалъ  онъ  ивъ  равсмотр^шя  сво- 
ихъ  взаимннхъ  поверхностей. 

Мн  внаемъ,  что  взаинныя  ^дтеыя  лити  служили  ему  сред- 
ствомъ  для  проивведешя  вь  ввадратурамъ  интегрировашя 
дифференц1альннхъ  уравнешй  съ  двумя  переменными  вида 
у  =  х.Р{р)  -ь  Др),  гд*  Р{р)  и  Др)  означаютъ  кашя  угодно 

Естественно  по  этому  догадываться,  что  Монжъ  для  та- 
кой же  ц^ли  изобр'Ьлъ  и  вваимныя  поверхности  и  что  отА 
служили  ему  для  интегрировашя  уравнешй  съ  частными 
дифференц1алами  для  случая  трехъ  перем^нныхъ.  ДШстви* 
тельн0|  нетрудно  вид'Ьть,  что  онЪ  могутъ  быть  пригодны 
для  этого.  Если  нужно,  наприм'Ьръ,  интегрировать  уравнеше 
съ  частными  дифференщалами 

-^(а?,  У,  ^,  Р,  я)  =  О, 

то  мы  будемъ  разсматривать  дто  уравнеше,  какъ  относящее- 
ся къ  поверхности  А,  т.-е.  предположимъ,  что  интеграгь 
его  есть  уравнеше  поверхности  Л. 

Данному  уравнешю  соотв'Ьтствуетъ  другое,  относящееся 
къ  поверхности  А\  взаимной  съ  А;  это  уравнеше  будеть 

Р{р\  а%  9^'  -ь 2'у -^',  ^\  у')  =  О- 

Если  это  новое  уравнеше  интегрируется,  то  послД  интегра- 
цш  получимъ  /*(а?',  у\  1з')=^0  и  это  будеть  конечное  уравне- 
Н1е  поверхности  А\ 
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Отъ  8Т0Г0  уравнены  путехъ  иеслючешя  перейдеиъ  къ 
урюнешю  поверхноств  Л,  вваинной  съ  Л'^  и  это  будетъ 
янтегралъ  преддоженнаго  уравнени. 

Если  данное  уравнеше  еодержитъ  дифференцхальнне  коэф- 
фи1центн  втораго  порядка 

^  Л^^г  ^ 

то  и  тогда  снособъ  остается  тотъ  же*  Мы  переходимъ  къ 
дифферевцхадьному  уравяеиш  иелАух\у\  л\р\  я'^'^\  ^\  ^' 
заменяя  дифференц1аяьнне  коэффиц1енты  г,  а,  I  ихь  выра- 
жешями  въ  фуякщи  /  а'  1\  Для  этнхъ  выражен1й  находкмъ 


5'  / 


^ ""  'УТГ'      :71>    ^-—^4/         «га»     ^  — 


гГ  — «''^   "— /^  —  в'з'    "  — /^_^^^ 


и  обратно 


""  ~г1  —  а''  ^  -гЬ  —  8''  ^      г<-з«     ^- 


'^  Вычясдеше  атихъ  внрахенгй  очень  просто.  Диффереяцкфуемъ 
урАваеи1я  х^явр'  я  у  ^^д[  посхЬдоватедьно  отвосвтельно  о?  и  у,  раа- 
снмгрнвая  р'  н  ^»  кахъ  фунвцЕи  д;'  н  у^\  такикъ  обравонъ  вожучае]» 
С1^Д7ЮЩ1Д  четыре  уравнен1д, 

1===*'     ^'     ?^'     ^' 

0  =  ^'     ^^*'     ^' 
йо/*   й/у       ду''   йу 

йКд'     ^      ^'     ^' 
*'-.'.  *!-^'-,'    ^-*' 

?Ё!— ^  =  г     ^==^  =  в-    — =1^  =  «-   ^==^  =  ^ 
Лс      €1а        ^    дх      Лу       '    ^      ду       '    с1у       ^ 

Т.  X,  вшь  Ш,  отя.  П.  5 


Но 
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Точно  таЕже  можно  поступать  съ  уравненимн,  содерш* 
щими  диффереяцхальные  коэффвцгентн  васшяхъ  порядвовъ. 

Но  этотъ  способъ  интеграровани  не  достаыаегь,  нажег- 
ся, полнихъ  интеграювъ,  содержащих^  прооввольння  фунБ- 
Ц1И,  допускаемня  данныиъ  дифференщадьныкъ  уравневхехъ* 
Если  бы  въ  интеграяъ  уравнен1я,  содержащаго  перемЪнння 
х\  у\  г\  и  относящагося  къ  поверхности  А^  входили  про- 
н8вольныя  функцхи,  то  он'Ь  помешали  бы  переходу  къ  урав- 
нен1Ю  вяаинной  поверхности  путемъ  исключетя. 

Это  ватрудненхе  заставляетъ  особенно  сильно  сожадФть 
объ  утрате  сочинен1я  Монава,  который  такъ  много  епосеб- 
ствовалъ  усп^Ьхамъ  науки  въ  отой  деликатной  части  анализа. 
[  Мы  скавади  выше,  что  между  взаимными  полярными  по- 
верхностями поверхности  Монжа  отличаются  самыкъ  про- 
стымъ  аналитичесвимъ  выражевхемъ  ихъ.  Мы  должны  при- 
бавить, что  есть  другой  разрядъ  поверхностей,  сходныхъ  сг 
поверхностями  Монжа  и  тавъ  же  просто  выражаемыхъ  ана- 
литически, но  эти  поверхности  не  относятся  къ  подярныиъ. 

Соотношеше  между  этими  новыми  взаимными  поверхно- 
стями состоитъ  въ  слЪдующемъ. 

Если  череяъ  Ху  у,^4г  означимъ  координаты  точки  первой 
ловерхяости  и  черевъ  о/,  у",  / — координаты  еоотвФтетвеи- 
ной  точки  взаимной  поверхности,  то  им^емъ: 

и 

а?  =  а'»   у  =  -У»   ^  =  — 1>^  —  с[у' "^ у. 

Эти  формулы,  подобцо  формудамъ  Монжа,  могутъ  слу- 
жить для  интегрирован1я  уравнен1й  съ  частными  дифферен- 


Позтону  предыдущш  уравнения  обращаются  въ 

1  ==  г'г  ч-  в'в 
О  =.  г'в  ч-  ьЧ 

0  =3  в'г  -ь  Г  8 

1  =  в'в  -4-  1% 

откуда  и  подучаемъ  выражее1а  г,  5,  X  черезъ  г'  $'  V  и  на  оборотъ. 
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Ц1алами  и  ножегъ  случпьеЯ|  что  одн^Ь  иаъ  еихъ  окажутея 
прни^нимыхи,  тогда  какъ  другихъ  употребить  нельзя,  т.«е« 
когда  друш  не  ведутъ  къ  интегрируемому  уравненш.  Если 
даоное  уравнев1е  будегь: 

то  по  формуланъ  Монжа  оно  преобразуется  въ 

г 

а  по  новынъ  фориулакъ — 2ъ 

^2', -/, -|>^  -  2'У' -ь /,  -  у>')  =  0. 

Воеможвн  елунаи^  что  это  второе  уравненш  интегрируется 
легче  ч^мъ  первое. 

Соотношее1я  между  дифференщальнымц  ковффицхевтами 
втораго  порядка  такъ  же  просты^  какъ  и  въ  формулап 
Монжа.  Мы  получимъ  ихъ,  дифференцируя  уравненгя  х^^^ 
у:^  —  р  последовательно  относятедьно  х  яу^  равсматривая 
при  этомъ  ^'  и  р\  какъ  фувкцш  х^  и  у.  Такимг  обрааом!Ь 
по^^учаемъ  четыре  уравнеша,  изъ  которыхъ  три  условлива- 
ютъ  собою  четвертое  и  изъ  ниъ  находимы 


г1  —  8^'  г1  —  8*'  Н  —  з' 


г 8 < 

Наши  новыя  поверхности  имЪютъ  между  собою,  также 
какъ  м  поверхности  Монжа,  изв^Ьстное  геометрическое  со- 
отношеше,  которое  можно  выразить  различнымъ  образомъ. 
Ограничимся  однимъ  изъ  подобныхъ  выражен!^: 

Если  дана  первая  пов^тюсшь^  то    ей  можно   сообщгть 

безконечш)  малое  деиоюенге  такого  рода^  что  плоскостщ  пер- 

пендгиоулярныя  къ  направленгямъ  движенгя  различныхъ  ея  то- 

5* 
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нек^  Судутъ  касателшыми  плоскостями  взаимной  поща^ 
$§ости. 

Сообщаемое  деиженге  есть  резулыпатъ  двухь  одноеремемпых^ 
элементарныхь  движенШ^  изъ  которыхъ  первое  есть  вращав 
тельное  двиокенге  около  неподвиоюной  оси  ^,  а  второе — по- 
ступательное по  направлеигю  этой  оси. 

Взаинныя  поверхности  Монжа  и  новыя  поверхноетж,  ко- 
торыхъ аналятнческое  выражевхе  н  геометрЕчесЕое  постро- 
еше  мы  только  что  изложили,  представлаютъ  только  част- 
ные случаи  другихъ  поверхностей,  им^Ьющихъ  бол^е  общее 
аналитическое  выражеше  и  способныхъ,  подобно  первынъ, 
служить  для  интегрировавоя  уравнен!!. 

Вогь  вФкоторвя  обпця  формулы,  относямцяся  къ  отимъ 
поверхностямъ. 

Если  озвачимъ  черевъ  х,  у,  0  координаты  точки  первой 
поверхности  и  черевъ  р,  ^ — два  дифференщальные  ковффи- 

щента  Т1у  Т'  9  '^^  координаты  вваимйой  точки  второй  по- 
зерхиости  будугь: 

_ ^'"  (рХ'^ду~а)^Л''-Л'д-Ар 
^  ~  В"'  (рх-^  ду  —  г)  ^В"  —  В'д  —  Вр 

^,_В''  (рх -«-  ду  —  л^)  -^В'-Вд  —  Вр        ... 
У  ~  В'''(рх^ду-1:)ч^В'-В'д-Вр        ^^ 

^  _  С' (рх^ду  —  г)  ^-  С"  —  Сд—Ср 
~  В'''{рх-^ду  —  г)—В"—В'д^Вр'    - 

Л,  Д  С\  В,  А\  В,  С,  В\  Л",  В',  С\  В\  Л'",  Б"',  СГ\ 
В"^  суть  произвольные  коэффвц1енты. 

.Точно  также  обратно 


арим«чАВп. 
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х^ 


Щр'х'   -+^у—^У^С    ^Вд'   —Ар' 


У  = 


Щр'х'  ч-а'у'— /)-«-(У  —В'^  -Л'р' 


(2) 


,   д"  (рун-ау— /)-4-с^  '-в'^  —л'у 

"  ~  В"'{р'х'-*-д'^^—^)-^С"—В"д[-А!"р'  ' 


Внражешя  р\  ^  черезъ  х,  у^  г  "я.  р^  ц^  черезъ  я/,  у',  «'  тре- 
бують  довольнв  длинннхъ  внчислешВ.  Чтобы  составить  ихъ, 
озн&ЧЕМъ  символонъ  {Ж  Т3>'  С")  хногочленъ 

А'{В'С"—в"а')^А"{в^"с-'Ва")ч-А"'{вс'—в'С), 

черезъ  {В  С  А'")  иногочлеаъ,  аолучаемнв  ивъ  перваго 
чрезъ  замену  А'  на  В,  В'  на  С",  С"  на  А'",  и  по- 
добннмъ  же  образомъ  друпе  кногочленн,  которые  кожво 
составить  изъ  16  коэффищентовъ  А,  Д  С,  В;  А',  В,  (7, 
В;  Л'\  В',  С",  В";  *А"',  В",  С",  В"\  взятыхъ  по  три. 
При  помощи  этихъ  соЕращенШ  получаехъ  для  р',  ^  и  для 
р,  д  сл1(дующ1я  выражен!»: 


Р  = 


{ва'В"')х  —  (В'С"В)у 

{В'А"В")х  —  {В"А"'В)у 


(В"СВ')я  —  {ВС'В")\ 


,_       {<ТВ"А'")х  —  {С'В"А)у 
*  "~       {В'А"В")я  —  (В"А'"В)у 


{В'"АВ)г  —  {В  а:  В') 
{(Г"ВА')г  —  (СВ'А") 


{В"'АВ)$  —  [В  А' В') 


!>  = 


в  = 


__  {,Ва'В"')х'—{СВ"А"')^-*-{В'А"В'У'-{А'В'С")\ 
{Д"СВ')х!  —{С"'ВА!)^  -*•{!)"'' АВУ  —(А"'В(Г) 

{ВСГ'В"')х'  —{СВ"А"')у'  ч-{ВА"В")/  —{АВ'С") 
{В"СВ')х^  —{С"'ВА')у'МВ"АВу-^{А"'ВС) 

Чтобы  удобнее  заметить  соотношев!я,  существуюпця  меж- 
ду внражеи1ями  р\  д[,  р,  ^,  означимъ  различные  многочлены, 
входаоце  коэффициентами  въ  эти  выражешя,  буивами  а,  Ъ,  с, 
<2,  а',  Ъ\  с',  Л'  и  пр.  именно: 
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а     =е 


о'     =:  — 


.»» 


а    =5 
а'"  в 


с"  = 


с'"  = 


(^В'  С"!)'") 

(В"  С"  В  ) 
(^5"'С  I)'  ) 
(В   С  В" ) 

{В'  А"  В'") 
{В"Л"'В  ) 
{В"'Л  V  ) 
ф  Л'  В' ) 


Ь"    = 
6'"  = 

(Г    с= 
(Г    == 


—  (С  2)"  Л! 

—  ((Г"1)  и!' 

—  {С  В'  Л' 


{А'  В"С' 
—  {А"  В" С 

и"' В  с 
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Тогда  внражешя  р\  ^[^  р,  ^  будутъ 


Р   =  — 


а  X 


а'у 


—  а 


Р99 


2'=:- 


р   =  — 


с'  Я  -*-  (^  у  ■+-  с" г 

—  С" 

Ъ  X  -*-Ь'у  -*-Ь"г 

—  У" 

с  X  -*-  с*  у  -«-  с"^г 

-(!*" 

а  я^  •*-Ъ  ^ -*-с  / 

—  <Г 

а"!»'  ^  Ь'У  -ь  с"/ 

—  Г 

а' а;' -♦- Ь' У -^  с  V 

(Г 

Въ  формудахъ  Мояжа  вам'Ьчается  ооднаа  взаимность  кеас- 
ду  внражетяни  о?',  у^  ;в^,  р\  ^'  черезъ  х^  у,  ^9 1>|  9  и  вира- 
ЯБетяхи  о?,  у,  я,  |),  ^  черезъ  о;",  у\  /,  |}\  д',  т.-е.  внражешя 
эти  внДюп  не  тояьво  одинаковую  форму,  но  и  одиваковве 
1|0эффиц1ентн.  Тоже  вам^чается  и  въ  гЬхъ  формуяахъ,  во- 
торыя  мн  вывели  посл^Ь  формулъ  Моняса.  Но  такой  полной 
вваимности  уже  н^тъ  въ  общихъ  формулахъ;  въ  нвхъ  вира*' 
жетя  а^^  у\  /,  р%  ^  ^  х^  у^  ^^  р^  д,  имЬютъ  также  одина- 
ковую форму,  но  воэффищентн  равдичные.  Чтобы  придать 
втнмъ  общимъ  формуламъ  полную  взаимность,  достаточно 
располагать  шестью  изъ  16  произвольннхъ  коэффиц1ентовъ 
Д  Д  Су  1),  А\  Б'  и  т.  д.  и  положить 


I 
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1)=^'",  ТУ=В'\  В"=С",  В=:Л',  С=Л",  С=В"; 
отсюда  подутамъ 


(|=:а"',  (1'=Ь"',  (1"«с"',  Ь«в',  €в=а",  с'^Ь"', 

тогда  >враже11{а  х*,  {^,  ^гг',  ^р',  $'  останутся  бевъ  перек^вн, 
внражешя  же  я;,  у,  ^»,  р,  д  будутъ: 

*  ~"  1)"'(р'а;'-ндУ — «')-»-2)"— 1)'2'— Ру 

^  ""  1)"'(1)'а!'— зУ-«')-*-1)"-1)'2'— 1)у 


« 
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При  8Т01гь  доджно  ПОМНИТЬ,  что  И8Ъ  шестнадц&ти  КОдф- 
фищентовъ^  заключающихся  въ  формулахъ  (1)  и  (3),  только 
десять  остаются  произвольными ,  всл1дств1е  допущенннхъ 
шести  равенствъ  В'  =  Л'''  ТУ  =б  В"  и  пр.  Этими  десятью 
произвольными  коэффицхентами  можно  располагать  такъ, 
чтобы  формулы  упростились,  или  подходили  бы  къ  задачамъ, 
въ  воторнмъ  мн  аселаемъ  ихъ  применить* 

Чтобы  получить  формулы  Монжа,  нужно  всЪ  коэффиц!- 
енты,  кром'Ь  А^  В^  С'\  сделать  равными   нулю  и  положить 
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ПРИМЪЧАШЕ  XXXI. 

(Пятая  тоха^  п^  48). 

Новые   свойства  поверхностей   втораго  дораджа, 
ооотв!Ьтств7В)Щ1а  свойствамъ  «охтсовъ  хониче- 

скихъ  с4|чен1й. 


§  1.  Свойства  лин1й  эксцентрицитетовъ  въ  повкрхвостяхъ 

втораго  порядка. 

1.  < Касательная  и  нормаль  во  всякой  точк^  коннческаго 
с'Ьчен1я  пресекаются  съ  каждой  взъ  главняхъ  осей  кривой 
въ  двухъ  точвахъ,  гармонически  еопряженнвхъ  относитель- 
но двухъ  постоянныхъ  точекъ;  эти  постоянный  точки  всегда 
действительный  на  одной  оси^  это   именно^  фокусы,  и  мни- 

мыя  на  другой >  ^*\ 
Въ  поверхности  втораго  порядка  этой  теорем'Ь   соотв^т- 

ствуетъ  сл'Ь дующая: 

Нормаль  и  касательная  плоскость  въ  каоюдой  точюь  по- 
верхпооти  етораго  порядка  переспнаютъ  каждую  главную 
плоскость  поверхности  ~")  первая  в^  точкп»,  вторая  по  пря- 
мой лиши: 

Точка  есть  всегда  полюсь  этой  прямой  относительно  из- 
впстнаго  коническаго  стьченгя,  леоюащаго  въ  главной  плоскости^ 

Вь  плоскости  наибольшей  и  средней  оси  это  коническое 
сгьченге  есть  эллипсъ; 

Вь  плоскости  наибольгией  и  наименьшей  оси  оно  есть 
гипербола. 


^  Эти  1в^  точки  даютъ  аа  второй  оси  два  мпмке  фокус4,  такъ 
что  можно  сказать,  что  коническое  С']^чен1е  ии^етъ  четыре  фок^^са,  нзъ 
которыхъ  два,  1ежащ1е  на  большой  оси,"— д'Шствительвке,  а  два,  лежа- 
Щ1е  на  малой  оси, — ^всегда  ивиине. 

'^)  Мы  предполагаемъ,  что  поверхность  им^Ьетъ  центръ,  но  теорема, 
внскавнваемая  нами,  сама  собою  прилагается  также  и  къ  параболоиду. 
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Иаштецъ  &б  плоскости  средней  и  наименьшей  оси  оно  все^а 
мнимое. 

2:  Моано  также  разсиатривать  следующую  теорему,  вакъ 
соответствующую  вышеприведенному  свойству  коническнхъ 
<ИЬчешй: 

Жсли  вь  каоюдой  точкгь  поверхности  второю  порядка  про- 
ведемб  нормаль  къ  пов^тюсти  и  деть  касательныя  къ  линг- 
яна  «ргмюмы  еъ  этой  точ9С9ь,  то  эти  три  прямыя  будутъ 
вотрпАмться  съ  каждою  иэъ  главныхь  дгаметралыныт  плоска^ 
стей  въ  такиосъ  трехъ  точкахъу  чт^  поляра  каждой  изь  нихъ 
относительно  извштнаго  коническаго  сгьченгЯу  лежащаю  вь 
той  же  плоскости^  проходить  черезъ  деть  друпя  точки. 

3.  Три  коническ1я  сЬченхя,  получаеиыя  на  основаши  той 
иди  другой  изъ  предыдущихътеоремъ,  совершенно  опред^ены 
и  легко  видеть,  что  между  каждымъ  изъ  •нихъ  и  поверх* 
костью  существуютъ  сл'Ьдующ1я  весьма  простыя  соотноше- 
ши,  достаточныя  для  построен1я  этихъ  кривыхъ;  именно: 
каждое  изъ  коническихь  сгьченгй,  о  которыхъ  мы  ^говоримг^  ле- 
жишь въ  плоскости  одною  изъ  главныхь  сгьченгй  поверхности; 
оно  имгьеть  фокусами  фокусы  этого  спменгя  и  вершинами — 
фокусы  двухъ  другихь  главныхь  сгьченгй  поверхности. 

4.  Отсюда  сд'Ьдуетъ,  что  большая  ось  эллипса  и  попереч- 
ная ось  гиперболы  лежать  по  наибольшей  оси  поверхности 
и  ^то  вершины  эллипса  суть  фокусы  гиперболы  и  наобо- 
рогь,  откуда  выходить,  что  квадраты  двухъ  другихъ  глав- 
ныхъ  осей  этихъ  кривыхъ,  осей  перпендикулярныхъ  одна  къ 
другой) — равны  по  величин'^,  но  не  по  вааку. 

Что  касается  третьяго,  мнимаго,  коническаго  с%чен1я,  то 
оно  имФетъ  два  д'бйствительные  фокуса,  лежащхе  въ  концахъ 
малой  оси  эллипса.  Квадраты  двухъ  мнимыхъ  главныхъ  осей 
его  равны,  ва  исключешемъ  внаха,  квадратамъ  большой  оси 
аллнпса  и  поперечной  оси  гиперболы. 

5.  Если  допуствмъ,  что  коническое  с^чеше  им'Ьетъ  че- 
тыре фокуса,  леасащихъ  по  два  на  об'Ьихъ  главныхъ  осяхъ 
и  изъ  которыхъ  ;^ва  д'бйствительные,  а  два  мнимые,  то  со* 
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отяошей1е  нежду   этвмн   трехя   крнвши  можно   вирмпь 
такъ! 

Если  дана  одна  изь  треть  кривым,  то  каждая  иав  двуп 
другим  лежитъ  т  плоскости^  перпендикулярной  к$  плоскости 
первой  кривой  и  проходящей  чере&ь  одну  ивь  ея  главным  ооей^ 
и  ишшм  вершинами  инь  фокусы  и  фокусами  тгь  вершимы 
первой  кривоЛу  которыя  лео1сат%  т  ^той  главной  плоскости. 

Этого  достаточно  для  получетя  двухъ  коническвхь  еЪче- 
шй,  когда  третье  дано. 

6.  Пусть  будетъ  дяя  ясности 

?!     у1     ?!-1 

уравнете  поверхности;  тогда  уравнешя  трехъ  конический 
сочетай,  о  кото{1шъ  и&  говоримъ,  будутъ 

а^—с^Ь^—с*~ 


х^  я?« 


а«_Ь«  ^  ^^=5^  —  ^ 


Ъ'—а^с'-а'~' 


Если  а>&>с,  то  первая  кривая,  лежащая  въ  плоскости 
ту^  будетъ  еллипсъ,  вторая,  въ  плоскости  хг^  —  гипербола 
и  третья,  въ  плоскости  уя, — кривая  минная. 

7.  Эти  три  кривня  мы  вазовемъ  лингями  жсцентригщтб- 
товъ^  или  фоммшыми  коническими  с^ченгями.  '". 


^^)  Я  буду  употреблять  первое  назвая1е,  хотя  я  предпочедъ  бн  вто- 
рое  по  прячян^  его  полной  аналоНн  съ  на8вав1ехь  ф(нп^  кояяческаго 
с'Ьчен1я.  Но  Кетле  далъ  ухена8вав1е  фокамнызл  лтй  вривниь  треть- 
яго  порядка,  представ1яющимъ  «"Ьсто  фркусовъ  всЬхъ  плоскихъ  с1че- 
Н1Й,  обравуеинхъ  изв']^стныиъ  образомъ  на  конус!  втораго  порядка,  я 
потону  я  не  ногу   употреблять  то  же  слово  для  обозначен!я  дцрягь 

КрИВЮЕЪ* 
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К&къ  коншческое  сИете  шжкеть  дв4  парн  фокусовъ,  яли 
два  аксцентрицитета,  иаъ  которыхъ  одинъ — ^ннимнй,  точно 
также  воверхностн  втораго  порядка  нм^ютъ  три  факалшыл 
кртыя  или  линш  эксцентрицитетовь^  игъ  которнхъ  дв'Ь 
дЪйствительныя^  а  третья  мнихая.  ^^^) 

8.  Ивъ  предложеннаго  доетроегая  лин1й  вксцентриците- 
товъ  поверхвости  втораго  порядка  видихъ: 

Если  ьшаш^^я  сгьче1Ня  де^хь  поеерхностей  (торам  порядка 
описалт  гш  однит  и  тпаъ  оюе   фокусовъ,  то  ать  имптп» 


Эти  фокальный  1нн1я  третьяго  порядка  я  преддожнлъ  бн  называть 
РооМкв,  влн  еще  лучше  1'о€а(еае,  согласво  съ  идеяхн  Дювеяа  о  но* 
мевкла1|ур1|  въ  геокетр1и  (^ёV€^орретепв  Не  вёотф'1е^  орви^чанае  хъ 
четвертому  невуару).  Тогда  икя  факалшыхь  паническихь  а^четй,  вли 
проето  фокалылил  мипй  (Роса1е),  получили  бн  дкЬ  вривкя,  играюоця 
въ  поверхностяхъ  втораго  порядка  ту  же  роль,  какъ  Фокусы  въ  кони- 
чеекнхъ  е^Ьчев!яхъ.  И  когда  вти  кривыя  разсматриваются  въ  икъ  вза- 
имной связи»  безъ  всяваго  отношеи1я  къ  поверхности,  къ  которой  ошк 
иринадлежатъ,  ихъ  иожно  бн  называть  сопряоюенншм  фошшалитл  ли* 

Н1ЯМИ.  ' 

^  Можетъ,  безъ  сомн'ЬшЯу  показаться  страннымъ,  когда  мы  гово- 
римъ,  что  изъ  двухъ  знсцентрицитетовъ  коническаго  сЬчешя  одинь  есть 
мнимый^  или,  что  изъ  трехъ  линШ  вксцентрицитетовъ  поверхности  вто- 
раго норядка  одна  липшая^  тогда  какъ  извФстяо,  что  мнимня  величины 
являются  не  иначе,  какъ  попарно.  Но  мн  можемъ  сказать  на  вто,  что 
коническое  с'Ьчен1е  им^етъ  еще  третью  пару  фокусовъ,  воторне  всегда 
мнимые  и  лежать  въ  безконечностп.  На  эти  фокусн  еще  не  обращали 
вниман1я,  потому  что  при  изсл§дован1и  ионическихъ  сЬчешв  не  стара* 
лись  открыть  настоящее  пропсхожден1е  ихъ  обыкновенвыхъ  фокусовъ 
и  усмотреть  авалоги,  еущеетвуюнця  между  ихъ  особыми  свойствами 
и  общнин  свойствами  всякой  другой  точки  въ  плоскости  кривой.  Точно 
также  кавдая  поверхность  втораго  порядка  им^етъ  четыре  линш  ввсцеп- 
трицитетовъ,  изъ  которыхъ  одна  всегда  мнимая  и  лежитъ  въ  без* 
конечности. 

Зд1еь  намъ  бевиолезио  разсматривать  третью  пару  фокусовъ  кови* 
ческаго  с'Ьчен1Я  и  четвертую  лив1ю  вксцентрицитетовъ  воверхнооти. 
Откладываемъ  до  другаго  времени  изсл^Ьдоваше  общихъ  свойствъ  конв- 
чесвихъ  с1чен1й  и  поверхностей  втораго  Ъорядка,  изъ  которыхъ  про- 
ястекаютъ   относительный    свойства   фокусоеь    и   лмтй  вкщектрил^ 

И1ЙЯ0оЯ* 
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одн$ь  и  тпаюе  млти  жсцентрыцитетоп;  и  сбратпа,  если 
дть  поверхмосшш  импютъ  одшь  и  тпже  мшш  дксцентрици- 
тетолу  то  главныя  елчетя  иал  опцсаны  ип  оОнихь  и  тпая 
оюе  фокусоеъ. 

9.  Объяснивъ  достаточно  опред'Ьлеше  и  построеше  лин1В 
мсцентрицвтетовъ  въ  поверхностяхъ  втораго  порядка,  мы 
ивложимъ  теперь  мнош  свойтсва  этихъ  крнввхъ  ж  укажемъ 
авалогш)  ихъ  съ  ивв'Ьстяыш!  свойствами  фовусовъ  въ  конн- 
ческжхъ  с4чен1яхъ. 

<Бсли  около  коническаго  сбченЫ  описанъ  уголь,  то  дв% 
пряиыя,  д^^ляпця  пополамъ  самый  уголъ  и  его  дополнев1е, 
пересеваются  съ  каждой  изъ  двухъ  главннхъ  осей  1фиво& 
въ  двухъ  точкахъ,  гарионяческн  сопряженныхъ  относительно 
фокусовъ,  лежащихъ  на  этой  оси.> 

Точно  также 

Если  <том  поверхности  впьораю  порядка  описа/нь  комл^ 
то  три  глаоныя  оси  ею  переспкаютъ  као^едую  изв  трехь  глав- 
ныоп  дгаметральныхъ  плоскостей  поверхности  вг  такиовъ 
трегь  точ$саа^^  что  поляра  каждой  изъ  нтвъ  относительно 
линги  жсцентрицитетовь^  лежащей  въ  этой  же  дгаметраляг 
ной  плоскости^  проходить  чере^  деть  оотальныя  точки. 

10.  <Бсли  Н8ъ  какой-нибудь  точки  въ  плоскости  кониче- 
скаго с^ченгя  проведемъ  въ  фокусамъ  его  дв%  прямня,  то 
онФ  будутъ  одинаково  наклонены  къ  прямой,  д^блящей  по- 
поламъ уголъ  между  двумя  касательныии,  проведенными  въ 
кривой  изъ  той  же  точки>. 

Для  поверхностей  имЪемъ  такую  соответственную  теорему: 

Если  примела  какую  нибудь  точку  пространства  за  общую 
вершину  двухъ  конусовъ,  изъ  которыхъ  одинъ  описанъ  около 
поверхности  втораю  порядка^  а  другой  имп^ет»  ооновашем 
одну  изъ  лин$й  эксцентрицитетовъ  этой  поверхности^  то 
два  такк  конуса  будутъ  иммпь  одни  и  тп^  же  главныя  спг 
четя  и  тть  оюе  фокальния  линги. 

11.  <Если  изъ  какой-нибудь  точки  коническаго  сЬчешя  про* 
ведемъ  две  прямыя  къ  его  фокусамъ,  то  оне  будутъ  едина* 
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ковы   наклонены   какъ  къ  нормали^  такъ  и  къ   касательной 
коннческаго  сЬяетя  въ  этой  точк'Ь». 

Это — одно  И8ъ  самыхъ  древнвхъ  своВствъ  коническихъ  с%- 
чев1й;  ему  соотвЪтствуетъ  для  поверхности  следующая  те- 
орема: 

Если  будемь  разслищривать  тачку  поверхности  втораго 
порядка,  мкь  вершину  конуса,  иммощаго  основатемь  одну  ивь 
лттк  жсиентрицитетовъ  пов^рооноотщ  то  нормаль  къ  по* 
верхности  и  касательныя  къ  двумв  лингямъ  кривизны  въ  этой 
точкгь  будутъ  главными  осями  конуса  ^^'). 

Если  поверхность  есть  гиперболои/дъ  съ  одною  полостью, 
то  деть  образующая  ею,  проходящгя  черезъ  веришну  конуса, 
будутъ  фокальными  лингями  конуса. 

12.  Изъ  первой  части  этой  теорекы  завлючаемъ: 

Если  черезъ  касат^ельную  лиит  въ  какой-нибудь  тотгь  по 
верхности  втораго  порядка  проведемъ  дв1ь  касателмшя  плос- 
кости  къ  одной  изъ  лингй  жсцентрипщтетовъ,  то  онть  бу- 
дутъ одинаково  наклонены  къ  той  касательной  плоскости  по- 
верхности, которая  проходитъ  черезъ  упомянутую  касательную 
лгтио. 

18.  Изъ  теоремы  10  можно  вывести  многк  сл^дств1Я. 

Такъ,  если  два  конуса  втораго  порядка  им^ютъ  общ1я 
главный  оси  и  т%  же  фокальный  лиши,  то  они  перес']&ка- 
ются  между  собою  подъ  прямыми  углами  ^^^)  и  изъ  теоремы 
10  заключаемы 

Для  глаза,  помплценнаго  въ  какой  угодно  точкгь  простран- 
ства, будетъ  казаться,  что  внптнШ  контуръ  поверхности 
второю  порядка  и  одной  изъ  ея  линлй  эксг^ентригтпетовъ 
пересткаются  между  собою  подъ  прямыми  углами. 


^')  Такъ  что,  еслн  коническое  с^чеше,  служащее  основашемъ  ко- 
нусу, принимается  за  дншю  эксцентрицитетовъ  поверхности  втораго 
порядка»  проходящей  черезъ  вершину  конуса,  то  поверхность  ата  6у« 
детъ  нормальна  къ  одной  изъ  трехъ  главннхъ  осей  конуса. 

*•*  Метвгге  зиг  Ш  ргоргШёз  дёпЛгсЛев  ёеа  едпез  Зи  зееопй  дед- 
гё^  р.  28. 
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14.  Два  конуса,  нн^юпие  общую  вершину  и  основаваянв 
которымъ  слуаватъ  дв'Ь  лйи1в  вкецеитрнцЕтетовъ  поверхности, 
нмФютъ  однЪ  н  т'Ь  же  главный  оси  и  фокадьннж  лннхи;  с^НЬ- 
довательво  втв  вовусы  пересеиваются  подъ  црв]шмв  углами 
и  мы  ноженъ  выразить  это  такъ: 

Изъ  какой  бы  течки  'пространства  мы  не  разсматривсии 
дть  лити  ^ксцентрин^тетт  поверхности  второю  порядка, 
он9ь  вее^а  будутл  казаться  пореспаса/1(щимися  подь  прямыми 
углами.  "^) 

15.  Если  вместо  коЁуса  опишемъ  около  поверхности  ци- 
ЛЕНдръ,  то  теорема  10  обратится  въ  такую: 

Если  около  поверхности  вшораго  порядка  опишемв  цилиндръ 
ичерезъ  одну  изъ  лингй  жсцентрицитетовъ  поверхности  про- 
ведемъ  другой  цилиндръ^  образующгя  котораго  параллельны 
образующимб  п^аго,  то  основатями  этихъ  цилш1дроеъ  въ 
плоскости,  перпендикулярной  к$  ихг  образующими^  будутъ  два 
коническгя  спменгя,  описанныя  изъ  однихв  и  тгыь  же  фо- 
кусовъ. 

16.  Отсюда  заключаемъ: 

Прямоугольныя  прожцги  двухъ  литй  з/ксцентртл/итетювъ 
поверхности  втораю  порядка  на  какую  угодно  плоскость  суть 
два  коническгя  сгьченгя^  описанныя  изъ  одним  и  тлхь  же 
фокусовь. 

17.  Таже  теорема  10  могла  бы  доставить  еще  хвого  сд1^д** 
ствШ,  относящихся  къ  систем'Ь  поверхностей,  имЬющяхъ 
одн^  и  гЬ  асе  лиши  эксцентрицитетовъ;  но  въ  настоянную 
минуту  мы  должны  ограничиться  свойствами  только  самыхъ 

этихъ    ЛИН1Й. 


**')  я  имФлъ  уга  случай  высказать  зту  теорему  въ  Мёто^^е  зиг  1ез 
ргорНйёз  дёпегЫез  йез  зиг^асвз  Ле  гё1юШг(т  въ  У  тон^  N(тV.  Мет, 
4е  1'ЛеаЛ.  с2в  ВплхеИез^  1829;  тамъ  а  зам^тидъ,  что  два  вон1чесж1Я 
с§чев1я,  о  хоторваъ  вдеть  рЬчь^  обладаютъ  вногвин  другввв,  еще  яе 
откртнвв»  овоВстваии»  И  дЫствительно»  въ  вастоащемъ  ПрнмФчавго 
изло&евы  МВ0Г1Д  свойства,  которыя  жеЬ  кажутся  воввив. 
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318«  Фокусы  кояическаго  сЬчеш  обшдАютъ  однамъ  общикъ 
свойствомъ/  которое,  какъ  отличительное,  могло  бы  служить 
опред^ешемъ  фокусовъ;  именно: 

.  <Ёсли  черезъ  произвольную  точку  ъъ  плоскости  кониче- 
скиго  с^Ьчешя  проведемъ  двЪ  взаимно  перпендикурння  пра- 
мна  такъ,  чтобы  полюсъ  одной,  относительно  коническаго 
сФчешя,  лежалъ  на  другой,  то  эти  нрамыя  перес^кутъ  каж- 
дую изъ  главныхъ  осей  въ  двухъ  точкахъ,  гармонически  со- 
праженныхъ  относительно  двухъ  постоянннхъ  точекъ.  Эти 
точки  будутъ  д&йствительныя  на  большой  оси  кривой,  имен- 
но— фокусы,  и— мнимый  на  малой  оси>. 

Для  поверхностей  им'Ьемъ  подобнымъ  же  образомъ  слЪ- 
дующее  характеристическое  свойство  лин1й  эксцентрици- 
тетовъ: 

Если  ч^^езъ  $1]роизвмьную,  точку  въ  п/ространствп»  провег 
демь  три  ваагшно  перпендгисулярныя  прямыя  тша^  чтобы 
поляра  каждой  гт  нихъ^  взятая  относительно  домной  по- 
щхшости  втораго  порядка^  леоюала  въ  плоскости  двухъ  дру- 
гихъ^  то  эти  три  прямыя  будупиъ  1Щ9ссшсать  каждую  гт 
трехъ  главныхъ  плоскостей  поверхности  въ  то/кмхь  трехъ 
точкам,  что  поляра  каждой  ивъ  нихъ^  относительно  литт 
жсцентрицитетовЪу  леоюащей  въ  той  же  плоскости^  прой^ 
детъ  черезъ  дол  друия  точки. 

19.  Чтобы  видеть  аналопю  между  изв^Ьстными  свойствами 
фокусовъ  и  некоторыми  свойствами  линШ  эксцентриците* 
товъ,  о  которыхъ  мы  хотимъ  говорить,  нужно  разматривать 
двойной  эксцентрицитетъ  коническаго  с:Ьчешя,  т.*е«  пря- 
мую^ соединяющую  два  фокуса,  какъ  коническое  с^чеше, 
малая  ось  котораго  равна  нулю.  При  этомъ  каждую  прямую, 
ироведевную  черезъ  фокусъ,  мы  можемъ  разсматривать,  какъ 
касательную  къ  такому  коническому  с^чешю. 

20.  Известно,  что  <полюсъ  всякой  секущей»  проведенной 
черезъ  фокусъ  коническаго  сФчетя,  лежитъ  на  перпендику- 
ляре, возставлевномъ  изъ  фокуса  къ  дтой  секущей>. 

.   Точно  также^  каждая  сткущая  плоскость^  касающаяся  ли- 
нш  жс^ентрицитетоеъ  поверхности  вт^ораго  порядка,  имл- 
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етг  полюсь,  относителшо  этой  поверхности^  на  перпендияу^ 
ляргь  т  плоскости^  возставленномв  'изг  точки  ея  приноомо- 
венгя  м  лгтш  жсцентрицитетоеъ. 

21.  Предыдущая  теорема  относитежьно  Еонитескигь  сЬче- 
тй  есть  частный  случай  следующей  теоремы,  которая  мо- 
жетъ  быть  никбмъ  еще  не  замечена,  но  которую  нетрудно 
доказать: 

«Если  въ  нлоскостя  коническаго  с&ченхя  проведемъ  про- 
извольную .  секущую,  затЬмъ  возьиемъ  ея  полюсъ  относи* 
тельно  этой  кривой  и  еще  точку,  гармонически  сопряженную 
относительно  фокусовъ  съ  тою  точкою,  въ  которой  секущая 
перес^каетъ  большую  ось,  то  прямал,  соединяющая  эти 
дв4  точки,  будетъ  перпендик^ярна  къ  секущей». 

Точно  также,  пусть  дана  поверхность  втораю  порядка  и 
проведена  какая-нибудь  аысущая  плоскость;  если  возьмемь  по-' 
ЛЮСЬ  плоскости  относительно  *  поверхности  и  полюсб  линт 
переспметя  этой  оюе  плоскости  съ  плоокостт  одной  гт  ли- 
М1й  эксцентрицитетовь  относительно  этой  лшпщ  то  пря- 
мая^ соединяющая  два  полюоау  будетъ  перпендикулгу^  кь  слг 
кущей  плоскости. 

22.  <11рои8ведеше  разстоятй  фокусовъ  коническаго  с4- 
чета  отъ  всякой  касательной  постоянно*  Если  череаъ  фо* 
кусы  проведемъ  дв'Ь  прямыя,  параллельная  касэтельной,  ко* 
торыя  мы  будемъ  разсматривать,  согласно  съ  т^мъ,  что  было 
сказано  выше  въ  п^  19,  какъ  касательныя  къ  двойному 
эксцентрицитету,  то  произведете  разстоянхй  этнхъ  прямнхь 
отъ  касательной,  будетъ  постоянно. 

Точно  также:  вь  поверхности  втораю  порядка,  произведете 
разстоянгй  всякой  касательной  плоскости  отъ  тпав  двух$ 
точекь  лити  эксь^ентриг^петовь,  въ  которыхъ  ея  касатель- 
ныя'параллельны  этой  плоскостщ — постоянно. 

23.  <11роизведеше  разстоянгй  фокуса  коническаго  с&чешя 
отъ  двухъ  параллельныхъ  касательныхъ  постоянно. 

Точно  также^  произведенге  разстоятй  каоюдой  точки  линг» 
эксцентрицитетов^  поверхности  втораю  порядка  отъ  двухъ 
касательныхъ  плоскостей^  параллельны/хъ  калсъ  между  собою, 
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такъ  и  сь  лингею^  которая  касается  этой  кривой  въ  разсмат- 
риваемой  точ9аь^ — постоянно. 

24.  <Бсли  черезъ  фокусъ  воническаго  с%чен1я  проведемъ 
прямую,  пар&ллельную  какой-нибудь  касательной,  то  раз- 
ность квадратовъ  разстоятй  этихъ  прямыхъ  отъ  центра  ко- 
ническаго  сЪчетя — постоянна>.  Это  прямо  сл'^&дуетъ  изъ 
того,  что  произведете  разстояшй  фокусовъ  отъ  касатель- 
ной постоянно. 

Точно  также,  если  проведемъ  касательную  плоскость  къ 
поверхности  втораго  порядка  и  параллельную  ей  касатель- 
ную плоскость  къ  одной  изъ  лингй,  тсг^ентргщитетовъ,  то 
рааность  квадратовъ  разстоятй  этихъ  плоскости  отъ  центра 
поверосности  будетъ  постоянна. 

Эта  и  предыдущая  теоремы  могутъ  служить  для  построе- 
Н1Я  дитй  эксцентрицитетовъ  поверхности. 

25.  «Вершина  прямаго  угла^  котораго  одна  сторона  скодь- 
зетъ  по  коническому  С']&четю,  а  другая  проходить  черезъ 
фокусъ,  описываетъ  окружность,  построенную  на  большой 
оси,  какъ  на  д1аметр'Ь>. 

Точно  также,  вершшш  треграннаю  угла,  составленнаго 
изъ  треть  прямыхъ,  копюраго  одна  грань  скользитъ  по  поверг- 
насти  втораго  порядка^  а  деть  друггя  по  двумъ  ея  лингямъ 
жси^трицутетовъ^  описываетъ  пов^хность  шара,  постро- 
еннаго  на  наибольшей  оси,  какъ  на  дгаметргь. 

26.  ДвЪ  грани  треграннаго  угла,  составленнаго  изъ  пря- 
мыхъ плоскихъ  угловъ,  могутъ  скользить  по  поверхности,  а 
третья  по  одной  изъ  линШ  эксцентрицитетовъ;  или  дв'Ь  грани 
по  одной  ЛИН1И  эксцентрицитетовъ,  а  третья  по  поверхности, 
или  по  второй  лиши  эксцентрицитетовъ; — во  вс^хъ  этихъ 
трехъ  сдучаяхъ  вершина  треграннаго  угла  описываетъ  шаръ, 
но  во  всЬхъ  случаяхъ  различный. 

27.  По  изложеннымъ  нами  уравнешямъ  и  построен1яма^ 
легко  узнатъ  въ  лишяхъ  эксцентрицитетовъ  поверхностей 
втораго  порядка  кривыя,  уже  давно  найденный  многими 
геометрами.  Дюпенъ  нашелъ  ихъ^  какъ  геометрическое  м^ксто 
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центровъ  безчисденнаго  множества  шаровъ,  касающихся 
трехъ  данныхъ  шаровъ  *^)  и  потомъ  какъ  пред'1^лъ  рядовъ 
поверхностей  втораго  порядка,  опред^Ьдающихъ  взаимно  ор- 
тогональный тра8Ктор1и  *^');  Бине  встрЪтилъ  ихъ,  какъ 
м^ста  точекъ  въ  пространств'Ьу  въ  которыхъ  два  главные 
момента  инерщи  твердаго  т^ла  равны  между  собою  *'*); 
Амперъ — какъ  м'Ъста  точекъ  въ  твердомъ  тФлЪ,  черезъ  ко- 
торый проходить  безчисленное  множество  постоянныхъ  осей 
вращен1я  '**);  Кетле  '*'),  а  потомъ  Демонферранъ  *'^)  и 
Мортонъ  *'"),— какъ  мФсто  вершины  вс^Ьхъ  конусовъ  враще- 
Н1Я,  которые  можно  провести  черезъ  данное  коническое  от- 
чете; Штейнеръ  ''')  и  поздн'Ье  Бобялье  '^^)— какъ  м^сто 
вершины  конусовъ  вращешя,  описанныхъ  около  данной  по- 
верхности втораго  порядка. 

Но  въ  разнообразныхъ  изысканхяхъ  отихъ  геометровъ,  какъ 
мн%  кажется,  нЪтъ  ничего,  что  могло  бы  навести  на  мысль 
объ  аналопи,  обнаруженной  нами  между  свойствами  н  этихъ 
кривыхъ  относительно  поверхностей,  къ  которымъ  он^^  при- 
надлежать^  и  между  свойствами  фокусовъ  въ  коническихъ 
сЬченгяхъ. 

Мног1я  изъ  свойствъ  этихъ  кривыхъ  представляютъ  болФе 
полноты,  нежели  свойства  фокусовъ;  причина  этого  заклю- 
чается въ  большей  общности  поверхностеП  втораго  порядка^ 
которыя  имЪютъ  три  изм^решя  и  обращаются  въ  коничесв1Я 


■•■)  СоггезропЛапсе  виг  Vгс6^еро^у^есНп^^x^е,  1. 1,  р.  25,  е!  1.  II,  р.  424. 

*••)  ^ёVе^орретеп^  ск  ОёотёЬгге^  р.  280. 

*•*)  ЛитаХ  Ле  Гёсо1е  ро1у1есЬп%дие^  XVI,  р.  63. 

••')  Мётогге  виг  1ев  ахев  регтапепв  с1с  гоШит  йев  согрз,  р.  55. 

'**)  NоиVваиx  Мётоггев  ^  ГАсасктге  йе  Вг^ихеИез,  1820,  1;.  II,  р- 
151  еЬ  СоггевропЛтсе  тЫНётаЩие,  I.  III,  р.  274. 

*^)  ВиИеПп  йе  1а  зосгё^ё  рНИатаИдие^  1825. 

■•*)  ТгапвасИопв  о(  гЬе  рЫШорЫсаХ  восШу  о/*  СатЬгИде 
1.  Ш,  185. 

*••)  МаХНет,  ^<>^па^  топ  СгеИе,  1.  I,  р.  38,  е!  В%1аШп  Ле  Гегизаас 
1827,  р.  2. 

***)  Соггезропскигсе  та^кётаН^ие  с1е  ^ае(е^е(,  Ь.  IV,  р.  157. 
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с^чешя  только  тогда,  когда  утрачиваютъ  одно  ивм'Ьреше. 
Отсюда  сл^дуетъ  также,  что  я^Бкоторыя  сд%дстб1я  и  частные 
случаи  общихъ  свойствъ  лин1й  эксцентрицитетовъ  не  могутъ 
ЕЖ^тъ  себ']^  соотв'Ътствующихъ  между  свойствами  фокусовъ; 
это  именно  тогда,  когда  въ  общемъ  характере*  утрачивается 
именно  то,  что  составляло  ихъ  аналопю,  или  ихъ  связь,  съ 
свойствами  фокусовъ. 

Прибавлеиге:  Миадннгъ,  докторъ  Берлинсваго  университета,  въ 
мемуар'Ь  подъ  заглав10мъ:  ЛпЬегзисЬипд,  ЪеЬге1]^епА  Не  Жгаде 
пасЪ  егпет  МШе1рипЫе  тсЫ  рагаИеХег  Кга^1е,  доказадъ  за- 
м']^чательБую  теорему,  доставляющую  новое  свойство  лиши  экцен- 
трицитетовъ  въ  поверхностдхъ  втораго  порядка.  Вотъ  эта  те- 
орема: 

„Если  силы  системы  таковы,  что  не  находятся  въ  равновлстр 
и  если  будемь  гюсъ  обращать  около  точекыгриложенгя,  не  излпьняя 
ихъ  взаимнаго  наклонетя,  то  будетъ  безчисленпое  множество  поло- 
жеишу  въ  котсрыхъ  $тц  силы  могутъ  быть  зам^ьнекы  однор  состав- 
ной, Направленк  тахой  составной  силы  всегда  пресекается  съ 
эАлгтсомъ  и  ъгтерболой,  лежащими,  вь  двухь  взагшно  перпендику- 
лярныхь  плоекоетяхъ  и  импаощими  друп  кь  другу  такое  соотшпие- 
Нее,  что  фокусы  одной  кривой  совпадаютъ  съ  вершгшами  другой. 

Обратно,  каждую  прямую,  соединяющую  точку  эллипса  съ  точ- 
кою гиперболы,  можно  разсматривать,  какъ  на/правленге  составной 
для  швгьстнаго  положения  системы  силъ^.  (См.  СотрШ  гепЛиз 
Лез  зеапсез  йе  ГЛса^етге  бе  зсгепсез  бе  Раггз,  1835,  р.  282,  и 
Ма1К  ^ои^п,  СгеИе,  1.  14.) 

Разсматривая  етн  дв'Ь  кривыя,  какъ  перед^лъ  ряда  поверх- 
ностеб  втораго  порядка,  вписанныхъ  въ  одну  обертывающую 
поверхпостЬ|  мы  прпходимъ  къ  догадке,  что  теорема  Мивдинга 
есть  только  частный  случай  бол'Ье  общей  теоремы,  въ  которой 
роль,  подобную  роли  вовнческихъ  сЬченхй,  играютъ  поверхности 
втораго  порядка. 

НаоримФръ,  вместо  того  цредаодоженхя,  что  сады  еястемы, 
обращаясь  около  точекъ  придожен1я,  принимаютъ  положен1е|  при 
которомъ  ов±  им'1ютъ  одну  составную,  можно  допустить,  что 
наименьгиая  пара  при  пзв'Ьстномъ  положен1и  им']^етъ  данную  ве- 
личину (въ  случа\  одной  составной  8то-*нуль),  и  искать,,  каково 
должно  быть  при  втомъ  въ  пространстве  положен1е  оси  втоВ 
наименьшей  пары,  или  центральной  оси  моментовъ,  (См.  ЕХётепз 
бе  зШ^^ие^  раг  Рош8о1,  6-е  ёс1.  р.  359.)  Результатъ  такаго 
11зыскаи1я  долженъ  необходимо  вести  къ  обобщев1ю   прекрасной 

6* 
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теоремы  Мивдивга  и  можетъ  бкггь  при  этокъ  значительную  роль 
будутъ  ът^лть  поверхности  втораго  порядка. 

Теор1Я  системы  сидъ,  вращающихся  окодо  своихъ  точекъ  при- 
логешя,  при  чеиъ  ихъ  величина  и  относительное  положен1е 
остаются  безъ  перем']&ны,  становится  значительно  обширнее  и 
можетъ  вести  къ  очень  многимъ  интереснымъ  задачамъ,  если,  не 
ограничиваясь  случаемъ  одной  составной,  мы  будемъ  въ  вей 
разсматривать  центральную  ось  моментоеъ.  Такъ  наприм^Ьръ: 

1]  Если  центральная  ось  моиентовъ  остается  параллельна 
одной  и  той  же  прямой,  то  какую  цилиндрическую  поверхность 
она  описываетъ? 

2)  Если  она  остается  параллельна  одной  плоскости,  то  какой 
кривой  поверхности  касается  опа  во  вс']&хъ  своихъ  положев1яхъ? 

3)  Если  она  должна  всегда  проходить  черезъ  одну  точку,  то 
какова  описываемая  ею  коническая  поверхность? 

4)  Если  она  остается  постоянно  въ  одной  плоскости,  то  какую 
кривую  огпбаетъ. 

Въ  настоящее  время  мы  не  можсмъ  заниматься  подобными 
изыскан1ями  и  указываемъ  на  вихъ  то^ько  потому,  что  наде- 
емся возбудить  иптересъ  къ  н^которыхъ  читателяхъ. 

28.  Вс^мъ  свойствамъ  коническихъ  с^ченШ  существуютъ 
соотв^тственныя  въ  конусахъ  втораго  порядка,  въ  которнхъ 
роль  фокусовъ  играютъ  фокальныя  лиши.  Но  и  конусы  ии%- 
ютъ  одно  отличительнее  свойство,  которымъ  мы  польвова- 
лясь  для  нзучешя  фокальныхъ  прямыхъ  ^*),  Боторое  однако 
не  можетъ  имЪть  м-бста  въ  коническнхъ  сЬчешяхъ,  хотя  оно 
и  ведетъ  непосредственно  ко  многимъ  свойствамъ  фоиусовъ 
этихъ  кривнхъ.  Это  свойство  состоитъ  въ  томъ,  что  као§сдая 
плоскость,  пертндгисулярная  къ  фокальной  лгтгщ  пересгькаетъ 
конусъ  по  коническому  сгьченщ  одинъ  изъ  фокусоеь  котораго 
есть  точка  переопменгя  этой  плоскости  сь  фокальной  лин%ей. 

Естественно  думать,  что  этой  теорем'Ь  должна  существо- 
вать соотв'Ьтственная  въ  поверхностяхъ  втораго  порядка.  И 
д'Ьйствительно,  находимъ: 

Каждая  лингя  жсцетлрш^ьтетовь  поверхности  второю 
порядка   им^ьетъ  то  свойство^  что  нормальная  плоскость  вь 


^<**)  Мёто1ге    зиг  1е8  ргорпё1ё8   8ёпёга1е8  дез  сбнез  йи  весодй  йек 
гё  р.  13. 
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каждой  ея  точк1ъ   перестькаешъ  поверхность  по  коническому 
сгьченгЮу  имтощему  фокусъ  еь  этой  точюь. 

Теорема  представдяетъ  полную  аналог1Ю  между  дин1ямц 
эксцентрицитетовъ  поверхности  втораго  порядка  и  фокаль- 
яыми  лишями  конуса  того  же  порядка. 

29)  Есть  еще  одно  основное  свойство  коническихъ  с^че- 
яхйу  которое  существуетъ  также  въ  конусахъ,  но  соотв^т 
ственнаго  которому  мы  не  укавали  еще  въ  поверхностяхъ 
втораго  порядка.  Именно:  «сумма  или  разность  рад1усовъ 
векторовъ,  проведенныхъ  и^  точки  коническаго  с^чешя  къ 
двумъ  его  фокусамъ^  постоянна>.  Мы  долгое  время  старались 
найти  что-нибудь  подобное  для  поверхностей,  но  напрасно. 
Мы  искренно  желаемъ,  чтобы  предметъ  этотъ  показался  до- 
статочно интереснымъ,  чтобы  вызвать  новыя  и8СД'Ъдован1я. 
Хотя  мы  им'Ьемъ  н^которыя  основан1я  предполагать,  что 
искомая  теорема  не  можетъ  выражаться  такь  же  просто 
(ехрИсИе)^  какъ  для  коническихъ  сЪченШ,  но  т^Ьмъ  не  мен'^&е 
думаемъ,  что  »д'1сь  остается  еще  открыть  н']^что  новое  и 
что  эта  задача  заслуживаетъ  внимашя  и  труда   геометровъ. 

§  2.  Свойство  двухъ  или  трехъ  поверхностей,  им^ющихъ  однъ 

и    Т«   ЖЕ  ЛИН1И    ЭКСЦЕНТРИЦИТЕТОВЪ. 

30.  Мы  разсматривали  до  сихъ  поръ  соотношешя,  суще- 
ствующ1я  между  поверхностями  втораго  порядка  и  ихъ  ли- 
н1ями  эксцентрицитетовъ.  Теперь  будемъ  говорить  о  свой- 
ствахъ,  принадлежащихъ  двумъ  и  тремъ  поверхностямъ,  им'Ь- 
ющимъ  одн'Ь  и  т%  же  лиши  эксцентрицитетовъ. 

«Черезъ  каждую  точку  можно  провести  два  копическхя  с']^- 
чен1я,  1ш%ющй  общими  фокусами  двЪ  данныя  точки;  одно 
изъ  нихъ — ^эллипсъ^  другое — гипербола;  они  пересекаются 
подъ  прямыми  углами  и  касательныя  къ  нимъ  въ  каждой 
точке  пересбчетя  д^лятъ  пополамъ  два  дополнительные 
угла,  составляемые  лишями,  проведенныии  изъ  ^той  точки 
къ  фокусамъ  кривой>. 

Точно  также:  черезъ  каждую  точку  пространства  мож* 
но  провести  три  поверхности   втораю   порядка^   имплощгн 
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общею  Аптею  ^ксцентриг^тетовь  данное  коническое  сгьченге^ 
одна  изь  этихь  поверосностей  есть  эллипсоидъ,  другая— гипер- 
боАоидъ  съ  одною  полостью  и  третья — гиперболоидъ  сь  двумя 
полостями.  Эти  три  поверхности  пересгькаются  попарно 
подъ  прямыми  углами;  три  каеательныя  кь  лингямъ  ихъ  пере- 
аъченгя  еъ  оби^ей  точкть  суть  глаеныя  оси  конуса^  вершина 
'котораго  лежитъ  въ  этой  точшь  и  основангемъ  которому  слу- 
оюитл  'лингя  жоцентрищипетовг;  фокальныя  линхи  этмо  ко- 
нуса суть  дв1ь  образующгя  гиперболоида  съ  одною  полостью^ 
проходящгя  черезъ  вершину  конуса. 

Прибавимъ  Бъ  этому,  что  Еривыя  перес^^чен!»  поверхно- 
стей суть  ихъ  линш  кривизны;  это  уже  доказаио  было  Дю- 
пеномъ  н  Бине. 

31.  Изъ  этой  теоремы  выводятся  разнообразныя  сл^дств1я 
на  томъ  основанш,  что  большая  часть  свойствъ,  относя- 
щихся къ  одной  поверхности  и  ея  лин1ямъ  эксцентриците- 
товЪ|  ведетъ  къ  свойствамъ  двухъ  или  многихъ  поверхностей, 
им^ющихъ  одн'Ь  и  т%  же  линшэксцентрицитетовъ. 

32.  Такимъ  образомъ  изъ  теоремы  пМ1  заключаемъ: 

Если  двп»  поверхности  втораю  порядка  им^ьютъ  однгь  и 
тгь  же  линги  экснентрицитетовъ  и  если  какую-нибубь  точку 
пространства  примемъ  за  общую  вершину  двухъ  конусовъ, 
описанным  около  поверхностещ  то  эти  конусы  будутъ  им^ьшь 
однгь  и  тгь  оюе  оси  и  тп^  же  фокальныя  линги.  Главныя  оси 
конусовъ  будутъ  нормали  къ  тремъ  поверхностямъ^  проееден" 
ньшъ  черезъ  общую  вершину  конусовъ  и  имкшщимъ  съ  данны- 
ми поверхностями  одинаковыя  линги  эксцентрицитетовъ. 
Двгь  фокальныя  линги  будутъ  образуюищми  одной  изъ  этихъ 
трет  поверхностей,  именно  гиперболоида  съ  одною  полостгм. 

33.  Изъ  этой  теоремы  выводимъ: 

Если  деть  поверхности  втораю  порядка  ^м1\Аотъ  одн^ь  и 
тп)  же  линги  эксцентрицитетовъ,  то  видимые  контуры  ихъ 


0РИМ&ЧАН1Я.  '    391 

изь  какой  угодно  точки  пространства  будутъ  казаться  пере- 
спканщимися  подь  прямыми  умсши.  ^^') 

34.  И  потому  двп^  татя  поверхности  моьутг  представ- 
Аять  двП}  полости,  составляющгя  вь  совокупности  мп>сто 
центровь  кривизны  одной  определенной  поверосности. 

35.  Если  вершина  конуса  удалена  въ  безконечность,  то 
теорема  п®  32  доставляетъ  сл-Ь дующую: 

Если  деть  поверхности  втораю  порядка  импютъ  однгь  и  тп> 
же  линги  эксцентрецитетовв  и  если  представим^  себгь  два 
г^линдрау  описанные  около  этихъ  поверхностей  и  иммощге 
параллельныя  обравуюиф1у  то  сгьченге  этихь  цилиндров»  плос- 
костгю,  перпендикулярною  къ  обравуюищмъ,  будетъ  состоять 
изъ  двухъ  коническихъ  спменШу  имяшщшхъ  одинаковые  фокусы. 

Мы  видимъ,  что  свойство  двухъ  тавихъ  поверхностей,  со- 
стоящее въ  томъ,  что  главныя  сЬчетя  ихъ  описаны  ивъ 
однихъ  и  т^хъ  же  фокусовъ,  есть  частное  сл^дствхе  этой 
теоремы. 

36.  «Если  касательную  и  нормаль. въ  какой-нибудь  точк'Ь 
коническаго  сЪчешя  примемъ  за  главный  оси  и  построим'Ь 
два  друг1я  коническ1я  сФчеп1Яу  проходящ1я  черёзъ  центръ 
даннаго  и  соотв'Ьтственно  нормальный  къ  его  главнымъ 
осямъ,  то 

1.  Оба  дти  коничесшя  сЪчен1Я  будутъ  имФть  одни  и  т% 
асе  фокусы. 

2.  Оси  ихъ,  направленный  по  нормали  къ  данному  кони- 
ческому с%чен1ю,  будутъ  соответственно  равны  тФмъ  глав- 
нымъ осямъ  его,  къ  которымъ  вти  кривыя  нормальны>. 

(Точно  также 

Если  нормаль  и  двп^  касательныя  къ  лгтгямб  кривизны  въ 
какойгнибудь  точкгь  поверхности  второго  порядка  примемъ  за 


^  Эту  теорему  я  доказалъ  уже  для  двухъ  поверхностей  вращен1я 
въ  иоеиъ  мемуар^^  объ  общихъ  свойствахъ  этяхъ  поверхностей,  и  Д1я 
двухъ  какихъ-ннбудь  поверхностей,  какъ  изложено  здФсь,  въ  иемуар^ 
о  построен1И  нормалей  къ  разлячнвмъ  мехавическнмъ  кривнмъ,  пред- 
ложевномъ  фнюматическому  обществу  въ  аор&л^  1830  г. 
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глаеныя  оси  трехъ  други^^  поверхностей  второго  порядка, 
проходящихг  чреаъ  центра  дамной  и  соотвптствемю  тр* 
мальныосъ  Кб  тремъ  глаенымь  осямь  еяу  то 

1.  Этп  три  поверхности  будутъ  им^ьть  тгь  оюе  линги 
эксцентрицит  етовъ. 

2.  Дгаметры  тшхь  поверхностей^  направленные  по  норма- 
ли къ  данной,  равны  соотвптственно  тгьмъ  тремъ  ея  дгамеш- 
рамЪу  которые  нормальны  кь  этимъ  тремъ  поверхностямъ. 

37.  ПризЕакъ,  посредствомъ  котораго  въ  анализе  выраг 
жается,  что  главные  с1чбН1а  двухъ  поверхностей  описаны 
и8ъ  однихъ  и  т^хъ  же  Фокусовъ^  заключается  въ  томъ,  что 
разность  квадратовъ  главннхъ  дааметровъ*— постоянна. 

Если  а^  &',  с^  будутъ  квадраты  полуосеЗ  первой  поверх- 
ности и  а^^,&'%  с'^ — квадраты  полуосей  второй,  то  мы  им^^емъ 

Это  соотношевхе  между  двумя  поверхностями,  выражаю- 
щее, что  он%  им^^ютъ  однФ  и  т^  же  лиши  эксцентриците- 
товъ,  можетъ  быть  двоякимъ  образомъ  обобщено  и  выведено 
изъ  свойствъ,  относящихся  не  только  къ  вершинамъ,  но  ко 
вс^^мъ  другимъ  точкамъ  этихъ  поверхностей. 

Одво  изъ  этихъ  общихъ  свойствъ  можно  выразить  следу- 
ющей теоремой: 

Если  кь  двумъ  поверхностямъ  втораго  порядка,  имгмощимъ 
однгь  и  тгь  оюе  линги  жсцентръщгипетовъ,  проведемъ  деть  па- 
раллелькыя  между  собою  касательныя  плоскости,  то  раз- 
ность квадратовъ  ихъразстоянш  отъ  цеитровъ  ^говерхностей 
будетъ  постоянна,  каково  бы  ни  было  положенье  этиасъ  кат- 
тельныхъ  плоскостей. 

38.  Отсюда  сд-Ьдуотъ: 

Если  эллгтсоидъ  и  ги/перболоидъ  имтотъ  одинаковыя  линги 
вксцентрицишетовь,  то  касательныя  плоскости  эллипсоида, 
параллельныя  касательнымъ  плоскостямь  къ  асимптотическому 
конусу  гиперболоида,  будутъ  есть  находиться  на  одинаковомь 
разстоянги  отъ  общаго  центра  поверхностей. 
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39.   Второе  И8Ъ   ОбЩИХЪ  СВОЙСТВЪ   относится  ЕЪ   ДВуМЪ   ПО' 

верхностамъ  одного  рода,  т.-е.  къ  двумъ  гиперболоидакъ  съ 
ОДНОЮ  или  съ  двумя  полостями.  Чтобы  его  выразить,  вазо- 
вемъ  соФпегьшствептши  точками  поверхностей  дв'Ь  так1я 
точки,  координаты  которыхъ  по  направлешю  главныхъ  осей 
пропорцшвальны  полуд1аметрамъ  поверхности,  направлен- 
ннмъ  по  этимъ  осямъ.  Тогда  найдемъ: 

Если  деть  поверхности  втораго  порядка  и  одною  рода  имкь- 
ютъ  одинаковыя  лгти  эксцентрицитетоеь,  то  разность  квад- 
рсиповъ  полудгаметровъ,  проведенныхъ  въ  соотвтьтственныя 
точкщ  — постоянна, 

40.  Изь  этой  теоремы  выводится  для  поверхностей  с% 
одинаковыми  лишями  эксцентрицитетовъ  другое  замечатель- 
ное свойство,  которое  въ  прим'Ьнеши  къ  эллипсоиду  слу- 
жить основашемъ  прекрасной  теоремы  Эйвори  о  притяже- 
ши  этого  гЬла.  Именно: 

Если  деть  поверхности  втораю  порядка  и  одною  рода  илт- 
ютъ  однгь  и  тгь  же  линги  эксцентрицитетовъ,  то  разстоя- 
нге  двухъ  какихъ^ибудь  точекъ  на  этихъ  поверхностям  равно 
разстоянгю  соотвптственныо1^  течет. 

41.  Закончимъ  этотъ  параграфъ  двумя  теоремами,  кото- 
рый подобно  предыдущей,  им^ютъ  приложеше  къ  теор1и 
притяжешя  эллипсоидовъ. 

Маклоренъ  доказалъ,  что  «если  два  эллипса  имЪютъ  одни 
и  гЪ  же  фокусы  и  если  черезъ  точку,  взятую  на  одной 
И8Ъ  ихъ  главныхъ  осей,  проведемъ  дв^  сЪкущ1я^  составлаю- 
Щ1Я  со  второю  осью  углы,  которыхъ  косинусы  относятся 
между  собою  какъ  Д1аметры,  направленные  по  этой  второй 
оси^  то  отр'Ьзки  с^кущихъ,  образуемые  соответственно  дву- 
мя эллипсами^  относятся  между  собою  какъ  дхаметры,  на- 
правленные по  первой  оси>.  (ТгеаНзе  о/*  (1ихгоп8^  аг1.  648.) 

Соответственная  теорема  для  поверхностей  втораго  по- 
рядка можетъ  быть  выражена  въ  более  пространной  и  пол- 
ной форме;  именно: 

Если  деть  поверхности  втораго  порядка  имгмотъ  однгь  и  тиь 
оке  линги   эксцентриг^ит^етовь  и  если  черезъ  какую^ибудь 
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точку  у  взятую  на  одной  изъ  и(съ  глаеныхъ  осей,  проведет  про- 
извольно сшсущую  Кб  первой  поверхности,  потомъ  вторую  стыку- 
щуюу  опредп>ляемую  ткьмь  условгемьу  что  косинусы  угловЪу  обра- 
зуемыхъ  двумя  сшсущими  съ  каждою  изъ  двухь  остальныхъ 
главныссъ  осей,  относятся  между  собою' какь  дгаметры  поверх- 
ности, направленные  по  этимъ  осямь,  то 

1)  Отргьзкщ  образуемые  на  этиа^  ашущихь  соответствен- 
но двумя  поверхностями,  будутг  относиться  между  собою 
какь  дгаметры  поверооностей,  направленные  по  первой  оси; 

2)  Синусы  угловъ,  образуемыхъ  стькущими  съ  первой  осью, 
будутъ  относиться  какь  два  дгаметра  поверхностей^  проходя- 
щге  черезъ  тгь  томски,  вь  кошорыхъ  сгькущгя  встртьчаются  съ 
дгаметральною  плоскостью,  перпендикулярною  къ  первой  оси; 

3)  Оба  эти  дгаметра  двухь  поверхностей  будутъ  со  от-' 
в чьт  от  венные. 

42.  Съ  П0М0Щ1Ю  этой  теоремы  легко  доказать  теорему 
Маклорена  о  притяженш  эллипсоида  на  точку  его  главной 
оси  {ТгеаНве  о(  (1ихгопв,  аг(.  653).  Доказательство  будетъ 
прямое  и  не  потребуетъ,  какъ  доказательство  Маклорена, 
предварительнаго  знашя  притяженк  эллипсоидомъ  вращевхя 
точки,  лежащей  на  оси  вращешя. 

43.  Легко  доказать,  что  <еслн  два  коннчесшя  с']&чешя 
им-^Ьють  одни  и  г\  же  фокусы  и  если  изъ  точки,  взятой  на 
одной  изъ  главныхъ  осей^  проведемъ  двЪ  касательныя,  то 
косинусы  угловъ,  образуемыхъ  ими  со  второю  осью,  отно- 
сятся между  собою,  какъ  Д1аметры  коническвхъ  с^чешй,  на- 
правленные по  этой  второй  оси». 

Точно  также:  если  деть  поверхности  втораю  порядка  имь- 
ютъ  однть  и  тгь  же  линги  эксцентрицитетовь  и  ес^ги  черезъ 
прямую,  лежащую  въ  одной  изъ  из^ъ  главныхъ  плоскостещ  про- 
ведемь  двп>  касательныя  плоскости,  то  косинусы  угловъ,  обра- 
зуемыхъ ими  съ  осью^  перпендикулярной  къ  этой  главной  плос- 
кости, будутъ  относиться  меоюду  собою,  какь  дгаметры  по- 
верхностещ  направленные  по  этой  оси. 
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44.  Теорема  8та  могла  бы  вытекать  изъ  анализа,  изложен- 
наго  Лежандромъ  въ  его  мемуар^  о  притяжен1и  эллипсов- 
довъу  ^^')  если  бы  этотъ  знаменитый  геометръ  старался  найти 
геометрическое  значенхе  формулъ,  которые  онъ  получалъ, 
стремясь  къ  прямому  р'Ьшешю  этой  трудной  задачи.  Мы  мо- 
жемЪ)  кажется,  сказать,  что  подобный  переводъ  формулъ  Ле- 
жандра  на  обыкновенный  языкъ,  могъ  бы  вести  также  ко 
многимъ  другимъ  интереснымъ  результатамъ.  Такимъ  обра* 

« 

зомъ,  оказалось  бы^  что  коническ1я  поверхности»  которыми 
онъ  пользовался  при  интегрировавая,  им'&ютъ  главными  ося- 
ми оси  конуса,  описаннаго  около  притягивающаго  эллип- 
соида, и  что  одна  изъ  этихъ  осей  есть  именно  та  прямая, 
которая  обладаетъ  свойствомъ  таа^тит  и  которая  играетъ 
важную  роль  въ  этомъ  предмет']^.  Это  свойство  таосгтиш 
выражено  у  Лежандра  посредствомъ  уравнен1я  третьей  сте- 
пени;  въ  геометр1и  же  бно  означаетъ,  что^  если  около  при- 
$пягиваемой  точки  будемъ  вращать  спнущую  и  будемъ  брать 
рогэность  величгшъ,  обратныхъ  разстоятямв  этой  точки  отъ 
двухъ  точекъ  переспменгя  сгькущей  съ  поверхностью  эллипсоида, 
то  эта  разность  будетъ  тахтит^  когда  направлеше  аькущеа 
есть  одна  изъ  треосъ  главныосъ  осей  конуса,  описаннаго  около 
эллипсоида  и  имтмощаго  вершину  въ  притягиваемой  то^тгь. 
Если  требуется,  чтобы  разность,  вм-Ьсто  того,  чтобы  быть 
тахгтит,  оставалась  постоянна^  то  находимъ,  что  секущая 
должна  для  этого  описывать  конусъ  втораго  порядка.  Та- 
кими то  конусами  и  пользовался  Лежандръ.  Ихъ  общее  свой- 
ство состоитъ  въ  томъ,  что  всЬ  они  проходятъ  черезъ  кри- 
выя  двоякой  кривизны  втораго  порядка,  получаемыя  отъ  пе- 
рес%чен1я  изв^стнаго  гиперболоида  съ  двумя  полостями  съ 
системою  концентрическихъ  шаровъ. 

45.  Обратимъ  еще  внимате  на  то,  что  вс^Ь  изложенныя 
до  сихъ  поръ  теоремы,  за  исключенхемъ  двухъ  послёднихъ, 
ии^ютъ  весьма  большую    общность;  т.-е.  точки,    плоскости 


^^^)  См.  Метоьгез  с1е  ГЛсас1етге  с^ез  шепсез,  1788, 
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и  прямыяу  которня  мы  разсматривали  по  отношешю  къ  по- 
верхностямъ  втораго  порядка,  им§ди  въ  этвхъ  теоремакъ 
совершенно  провввояьыое  положев1е. 

Въ  двухъ  аге  посл'^Ьднихъ  теоремахъ,  напротивъ,  точка, 
черевъ  которую  проводятся  с^кущ!»,  берется  необходимо 
на  одной  И8ъ  главннхъ  осей  поверхности  и  прямая,  черезъ 
которую  проводятся  васательвыя  плоскостИ|  лежитъ  въ  одной 
И8ъ  главныхъ  плоскостей.  Интересно  было  бы  знать  обпця 
теоремы,  въ  которыхъ  эта  точка  я  эта  прямая  им^ли  бы  со- 
вершенно проиввольныя  положен1Я  въ  пространстве,  теоре- 
мы, И8ъ  которыхъ  вышеприведенныя  (п*  п^  41  и  43)  вы- 
текали бы  какъ  частные  случав. 

Мы  указываемъ  на  этотъ  предметъ  дла  изысканхй  въ  ня- 
тересахъ  геометр1и  и  думаемъ,  что  это  могло  бы  повести  къ 
прямому  геометрическому  р'Ьшевт,  беаъ  помощи  теоремы 
Эйвори,  вопроса  о  притяжев1и  эллипсоидомъ  какой  угодно 
вн'1{шней  точки,  подобно  тому,  какъ  указанная  нами  теорема 
(п®  41)  даетъ  притяжешедля  точки,  лежащей  на  главяой  оси. 

Прибавленк,  Уже  пос1^  того,  какъ  это  Прин']^чан1е  было  ва- 
печатаво,  я  дошелъ  до  обобщев1я  двухъ  теоревъ  п9  п^  41  и  43  и 
уб^^диюя,  какъ  и  прежде  ожида1ъ,  что  вторая  изъ  этнхъ  теоренъ 
ведетъ  къ  синтетическому  и  везависимону  отъ  всякихъ  Форнужъ 
доказательству  прекрасной  теоремы  о  прит1<жев1и  внешне!  точки 
двумя  эллипсоидами,  главныа  с'1чен1я  которыхъ  им'Ьютъ  одни  и 
т^  же  фокусы. 

Знаменит'Ьйшниъ  геометрамъ  казалось,  что  подобное  доказа- 
тельство должно  представлять  затруднешя  и  можетъ  быть  пре- 
восходитъ  средства  синтеза  *). 

Об'Ь  обобщенный  теоремы  можно  получить  изъ  частннхъ  слу- 
чаевъ,  изложенныхъ  въ  п^  п9  41  и  43,  при  помощи  одной  теоре- 
мы, которая  также  представляетъ  прекрасное  свойство  поверх- 
ностей втораго  порядка,  им'бющихъ  оди^  и  т1&  же  лив1и  эксцен- 
трицитатовъ.  Зд']Ьсь  мы  ограничимся  изложешемъ  только  этой 
посл']&дней  теоремы. 


*)  Ьедеп^е,  Мётогге  зиг  ГаИгасНоп  йез  еХирзоНе^  въ  Метоггел 
(1в  ГЛсс^тге  йез  зсгепсез,  1788,  р.  486. — Ро1380п,  Ко1е  зиг  1е  тоиее- 
теЫ  йе  гоШгоп  сГип  согрз  зоТШу  1834. 
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Если  нласолько  поверхностей  етораго  порядка  А,  А',  А",  и 
т.  д.  гшматъ  а&инаковыя  лиит  жсцентрт^тетовъ  и  если  около 
неподвиэнтой  точки  8  будемь  вращать  слкущую,  которая  переспка- 
етъ  поверхость  А  въ   точкахъ  а,  а',  и  откладывать   на   ней  отъ 

В* 
точки  8  атргьзки  8т=Ь.  „ ^^  „   %д1ь  Л  означаеть  дгаметрь  по- 
верхности А,  параллельный  хордп»  аа'  и  Ь  есть  величина  постоян- 
ная, то  канецъ  этого  отр1ьзка  т  будетъ  лежать  на  поверхностгь 
Т,  импющей  центръ  въ  точкл  8; 

Для  др^ихъ  поверхностей  А\  А'\  и  т,  д.  получг1Л€ь  подобнымъ 
оке  обравомъ  др1^  поверхности  I',  ^"ит.  д.  сь  др^^ими  посто- 
янными Ъ',  Ь"  и  т.  д. 

Всгь  поверхности  I,  I',  I"  и  т.  д.  будутъ  плтть  одинаковыя 
по  направл€н{ю  %лавныя  оси; 

И  постоянныя  Ь\  ь"  и  т.  д,  можно  выбрать  такь,  чтобы  отъ 
имими  также  одинаковыя  лити  эксцентрицитетовь. 

§  3.  Системы  повврхноотеВ  втораго  порядка,  имфющихъ 
однъ  и  га  ЖЕ  линш  экоцентрицитетовъ. 

46.  «На  плоскости  можно  про]вести  безчисленное  множе- 
ство коническихъ  сЪченШ,  им'Ьющихъ  общими  фокусами  дв% 
данный  точки;  они  обравуютъ  два  ряда:  эллиасовъ  и  гипер- 
бодъ;  каждый  элдипсъ  съ  каждою  гиперболой  пересекается 
подъ  прямымъ  угдомъ  въ  четырехъ  точкахъ  >. 

Точно  также:  можно  провести  безчисленное  множество  по- 
верхностей  втораго  порядка^  имтощиосъ  общею  лингею  эксцен- 
триг^тетовъ  данное  коническое  спченге:  есть  эти  поверхности 
распадаются  на  три  группы]  первую  сосшавляютъ  эллипсои- 
ды^ вторую — гиперболтды  с?  одною  полостью,  третью— ги^ 
перболоиды  съ  двумя  полостями. 

Еаоюдыя  двп>  поверхности,  при/надлеоюащгя  къ^ различнылп 
группамь,  пересшсаются  меоюду  собою  подъ  прямымъ  угломъ  и 
кривая  пересгьченгя  есть  лингя  1дривизны  для  обгьихъ  поверх- 
ностей. 

Еаждыя  три  поверхности,  принадлежащгя  къ  тремъ  груп- 
памъ,  переспнаются  меоюбу  собою  въ  восьми  точкахъ. 

Въ  каждой  такой  точкп^  нормали  трехъ  пооутюотей  суть 
глаеныя  оси  конуса,  вершина  котораго  лежитъ  въ  этой  точ- 
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К7ь  и  который  проходхтъ  чрезъ  одну  изъ   общитъ  трет   по- 
верхиосшямъ  лингй  эксцентрицитетовь. 

Деть  образующгя  гипербмоида  съ  одною  полостью^  проходящЫ 
черезъ  эту  точку ^  суть  фокальиыя  линги  кануса. 

47.  <Коннчесшя  С']&чен1я,  описанных  изъ  одннхъ  и  тЪхъ 
же  фоЕусовъ,  обладаютъ  вс^ми  свойствами  системы  кони- 
ческихъ  сЪчев1й,  впнсанныхъ  въ  одикь  к  тать  же  четы- 
реугольнвкъ:  стороны  четыреугольника  зд'Ьсь  кшшйя,  но 
дв']^  пзъ  нротивоноложенныхъ  вершинъ  его — ^д'Ьйствителыш: 
это  именно — фокусы;  прямую,  соединяющую  эти  точки,  можно 
разсматривать,  какъ  одно  изъ  коническихъ  с^Бчешй,  впнсао- 
ныхъ  въ  четыреугольникъ». 

Это  основное  свойство  коническихъ  с'Ьчен1й,  их^юп^ихъ 
одни  и  тЬ  же  фокусы,  уже  было  употребляемо  Понселе  и 
можегъ  служить  источникомъ  множества  свойствъ  кривыхъ 
этого  рода;  изъ  посл1зднихъ  же  свойствъ  могутъ  вытекать, 
какъ  частные  случаи,  свойства  фокусовъ  въ  отд']&льаыхъ  ко- 
ническихъ С']^ЧСВ1ЯХЪ. 

Точно  также:  поверхиостщ  илтющ'ья  однть  и  тгь  же  линт 
эксг^шприцитетовъ^  можно разсматриватьу  какъ  впг^санныя  еъ 
одну  и  ту  же  тибаюи^ую  поверхность.  Поверхность  эта — лни- 
мая,  но  двгь ея  линги  сшягива  нгя  (Идпез  Ле  81ггсИоп)'' 
д1ьйствитеАЬны:  это — двгь  общгя  всгьмъ  поверхностямд  лиши 
эксцентрицитет^овъ;  дтьдруггялинги  стягивангя — мнимыя:  одна 
изъ  ни'хъ  есть  третья  лингя  эксцентрицитетовь  поверхностей 
(та,  котороя  лежитг  въ  плоскости  наименьшей  и  средней 
глаоной  оси),  другая  же  находится  въ  безконечности. 

Прибавимъ  къ  этому,  что  дгьйствительныя  линги  стягива- 
нгя можно  разсматривать,  какъ  поверхности,  имтмощгя  одну 
изъ  осей  равную  нулю  и  принадлежащгя  къ  системгь  данным 
поверхностей, 

48.  Такймъ  образомъ: 

Поверхности  втораго  порядка,  им^мощм  однп>  и  т^ь  же 
ли/нги  жсг^ентргщитетовъ,  и  эти  деть  кривыя,  разсмат- 
риваемыя  какъ  безконечно   союатыя   поверхности,  обладам^т 
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встьми  свойсшвами  системы   поверосностек   вшораю  порядка, 
еписапнихъ  еъ  одну  (либающую  поверосноать. 

Во  всей  теор1и  поверхностей,  описанныхъ  изъ  однцхъ  и 
т^хъ  же  фокусовъ,  эта  теорема  кажется  шпЬ  сапкою  плодо- 
витою и  важною.  Изъ  нея  выводится  очень  легко  множество 
свойствъ  такихъ  поверхностей. 

49.  Такая  система  поверхностей  уже  встр']^чалась  при  раз- 
личныхъ  изсл'Ёдован1яхъ;  именно,  п  это  довольно  замеча- 
тельно, въ  вопросахъ  физики  и  механики  этогь  путь  при- 
водилъ  къ  открытш  н'Ькоторыхъ  изъ  ихъ  свойствъ.  Но  эти 
свойства,  незначительныя  по  числу,  оставались  разрознен- 
ными н  не  былопопытокъ  подвестя  ихъ  подъ  какую-нибудь  тео- 
р11>,  относящеюся  къ  поверхностямъ  втораго  порядка  вообще, 
или  подъ  какое-нибудь  другое  основное  начало. 

50.  Следующая  предложешя  суть  сл11дств1я  этой  теоремы. 

Ес/м  кь  поверхностямъ  втораго  порядка  съ  одинаковыми  ли- 
нгями  дксцептрицптетовъ  проведемъ  какую-нибудь  стькущую 
плоскость,  переспасающю  поверхности  по  коническимъ  с/пме- 
нгямъ,  и  будемь  разсматргсвать  эти  коническгя  сш1енгя,  накь 
кривыя  прикосновенья  конусовь,  соот&гьтственно  описанныхъ 
около  поверхностей,  то  вершины  вагьхъ  конусовъ  б1((^утъ  ле^ 
жать  на  прямой,  перпендикулярной  къ  спасу гцей  плоскости. 
Или,  выражаясь  иными  словами  и  съ  большею  общностью: 
Полюсы  ашущей  плоскости,  взятые  относительно  поверх- 
стей,  лежать  на  прямой^  перпиндикулярной  къ  этой  плос- 
кости. 

51.  Такъ  какъ  дин1и  эксцентрнцитетовъ  можно  разсмаг- 
ривать  также  какъ  двЪ  безконечно  сжатыя  поверхности,  то 
отсюда  выводимъ  сл'бдующее  свойство  этихъ  кривыхъ: 

Если  къ  двумъ  литямъ  жсг^нтрицитетовъ  поверхности 
втораго  порядка  проведемъ  спкущую  плоскость  и  возьмем^  по- 
люсы прямыхъ  пересгьченгя  ея  съ  плоскостями  этихъ  кониче- 
скихъ  стьченгй  относительно  этихъ  оюе  кривыщ  то  щрямая, 
соединяющая  два  полюса,  будетъ  перпендикулярна  къ  сткущей 
плоскости. 
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Если  сЬщущая  плоскость  касается  поверхности  втораго 
порядка^  то  прямая  эта  будетъ  нормаль  къ  поверхности  въ 
точкЪ  прикосновешя. 

52.  Если  череэъ  какую-нибудь  прямую  еъ  пространствть  про- 
ведемъ  касательныя  плоскости  къ  поверхиостямъ  втораго  по- 
рядка^ илтющимб  одшь  и  ткь  же  линги  эксцентрицитет  овъ^ 
то  нормали  кг  поверхностямъ^  проведенныя  въ  точкахъ  при- 
носновенгяу  образуютъ  гиперболическгй  параболоидъ. 

53.  Если  прямая,  черезъ  которую  проводятся  касатель- 
ныя плоскости,  нормальна  къ  одной  изъ  поверхностеВ,  то 
парабалоидъ  обращается  въ  коническое  с^чеше  и  точки 
прикосновешя  касательныхъ  плоскостей  къ  щ)верхностямъ 
лежатъ  на  плоской  кривой  четвертаго  порядка. 

Если  же  прямая  расположена  какъ  нибудь  въ  одной  изъ 
главныхъ  плоскостей  поверхности,  то  точки  прикосновен1я 
лежатъ  на  круг%. 

54.  Если  какую  угодно  точку  пространства  будемъ  раз- 
сматривать  кань  вершину  конусовь,  описанныосъ  около  поверх- 
ностней съ  одинаковыми  лингями  жсцентрицитетовь^  то  плос- 
кости кривыхъ  прикосновенья  будутъ  оги^ть  игькоторую раз- 
вертывающуюся  поверхность,  имшощую  то  свойствОу  что 
каждая  ея  касательная  плоскость  пересгькает/ь  ее  по  кониче- 
скому сгьчепгю.  Три  главныя  плоскости  поверхностей  и  три 
главныя  плоскости  описанныхъ  конусо&ь  (п^  32)  суть  каса- 
тельныя плоскости  этт  развертывашцейся  поверхности. 

Поверхность  эта — четеертто  порядка  и  ея  ребро  возврата 
{агИе  Ле  гФгоивветепк)  есть  кривая  двойной  кривизны  треть- 
то  порядка. 

55.  Если  изъ  какой-нибудь  точки  пространства  проведет 
нормали  къ  Новерхностямъ,  иммощимъ  однгь  и  тп>  оке  лиши 
эксг^ентрицитетовг,  те: 

1.  Иорщ  ли  эти  образуютъ  конусь  втораю  порядка; 

2.  Касательныя  плоскости,  проведенныя  чрезъ  основангя  нор- 
малейу  образуютъ  развертывающуюся  поверхность  четоертаю 
порядка. 
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56.  Если  ип  тачки,  взятой  »  одшЛ  м»  г^штит  плос- 
костей поверхностей  сь  одишшовьши  лмпями  вкацсншрыци- 
тетовъ,  проведемь  нормали  кб  дптмъ  пов^тюстялау  то: 

1.  Всгь  эти  нормали  будутъ  лежать  въ  двухг  плоскостмщ 
изъ  мшорыхъ  одна  есть  эта  самая  главная  плоскость^  а  дру- 
гая— къ  ней  перпенди/кулярная. 

2.  Основангя  нормалей  въ  главной  плоскости  будутъ  лежать 
на  9{ривой  третьяго  пдрядка,  которую  Еетле  назвалъ  фо- 
кальн  ою  ли  н  г  ею  съ  узломъ  (/оссйе  й  поеиЛ)  ^^\ 

3.  Основангя  нормалей,  получаемыхъ  во  второй  плоскости, 
леоюатъ  на  окружности,  дгаметромъ  который  служитъ  пер- 
пендгисулярв,  опущенный  изъ  взятой  въ  главной  плоскости 
точки  на  поляру  ея  относительно  лгшт  жсцешприг^итетовЪу 
леоюащей  въ  той  же  плоскости. 

4.  Еасательныя  плоскости^  проведенныя  череэъ  основангя 
первы/хъ  нормалей^  огибашпъ  параболическгй  цилиндръ,  а  тгь^ 
которыя  проведены  череьб  основангя  вторыхг  нормалей,  про- 
ходятъ  всп>  черезъ  одну  прямую^  лежащую  въ  главной  плос- 
кости. 

Если  черезъ  взятую  неподвижную  точку  вообразимъ  ко- 
ническое с^чеше,  концентрическое,  подобное  и  подобно  рас^ 
положенное  съ  лишаю  эксцентрицитетовъ,  то  плоскость,  въ 
которой  лежать  вторыя  нормали,  будетъ  нормальна  къ  этому 
коническому  с^Ьчетю. 

57.  Если  къ  поверхносшямъ,  имгтщимъ  однгь  и  тгь  же 
лиши  дксцентрицитетовъ,  проведемъ  параллельныя  между 
собою  нормали,  то  основангя  этихъ  нормалей  будутъ  лежать 
на  равносторонней  гиперболть,  одна  асимптота  которой  па- 
раллельна  направленгю  нормалей. 

58.  Если  къ  поверхностямъ,  имтщимъ  однгь  и  тгь  же 
лиши  жсцентрицишетобъ,  проведемъ   какую-нибудь  сгькущую 


*^)  Кетле  наше1ъ  эту  кривую,  какъ  геометрическое  ш^сто  въ  кривыхъ 
получаемыхъ  на  прямомъ  конусЬ  отъ  перес'Ьчен1Я  его  плоскостями, 
проходящими  черезъ  одну  и  ту  же  касательную  конуса,  перпендику- 
лярную къ  его  образующей. 

Т,  X,  ВВП.  IV,  отд.  П.  7 
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плоскость  м  по(щшт  ест  нормали   пощ>хиостиу  который 
лежшт  оь  тмЛ  плоскостм,^  то: 

1.  Н.(урмаАи  эти  будутъ  огибать  коническое  сгьченге. 

2.  Еасательныя  плоскостщ  проведениыя  чрезъ  ооновашя 
этихъ  нормалей,  будутъ  проходить  черезъ  одну  прямую. 

3.  Основангя  нормалей  образу юшъ  на  поверхностяа^ъ  кривую 
третьяго  порядка,  именно  фокальную  лингею  съ  узломъ. 

59.  Изв'Ьстно,  что  вершина  прямаго  угла,  сторонк  кото- 
раго  скользятъ  по  двунъ  коническимъ  еЪченигхъ,  опиеан- 
ннмъ  ивъ  однихъ  и  тЪхъ  же  фокусовъ,  ооисываетъ  окруж- 
ность; точно  также: 

Если  три  взаллмно  перпендикулярмыя  плоскости  каса/ктся 
соотептственно  трехъ  поверхностей  втораго  порядка^  импг 
ющихъ  одшь  и  т1гь  оюе  лити  жсь^ентрицитешоеь,  то  точка 
пере&ьченгя  этиосъ  трехъ  плоскостей  леоюитъ  на  поверхности 
шара. 

Бобилье  уже  доказалъ  аналитически  это  свойство  трехъ 
поверхностей,  главныя  сЬчепш  которыхъ  описаны  изъ  од- 
нихъ и  тЬхъ  же  фокусовъ.  {ЛппаЫ  Лез  та^НётаИдиез^ 
*.  XIX,  р.  329).  ^ 

60.  Изложенныа  въ  этомъ  Прин'Ьчанхи  теоремы  суть  на- 
ибол'Ье  важныя  изъ  найденныкъ  нами  относительно  линШ 
жсцентрицитетовъ  въ  поверхностяхъ  втораго  порядка.  Нанъ 
оставалось  бы  еще  показать,  что  эта  новая  теорхя  дрлжва 
сделаться  полезнымъ  элементомъ  рацаональноб  гэометрш;  но 
Прим^чаше  это  вышло  уже  слошкомъ  длинно  и  потому, 
изъ  числа  вопросовъ,  въ  которыхъ  теор1я  эта  можегь  им^ть 
примЪвенхе,  мы  ограничимся  зд^сь  указашемъ  только  трехъ 
сл'Ьдующихъ,  изъ  которыхъ  безъ  труда  можно  получить  мно- 
жество различныхъ  предложен1й: 

1.  РаспредЪлеше  въ  пространстве  гЛавныхъ  осей  и  фо- 
кальныхъ  ЛИН1Й  вс^хъ  конусовъ,  проводимыхъ  черезъ  одно 
коническое  сЪчеше,  или  описываемыхъ  около  одной  поверх- 
ности втораго  порядка. 
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2.  Ра€нред&1бше  ъъ  просхравсткЬ  гшвнвхъ  осей  м^хъ 
мдиисоидовъ,  центры  котарнхъ  дежатъ  9ъ  раиипнхъ  точ- 
кахъ  пространства,  а  три  соцраженные  дхаметра  окацчива- 
ются  въ  трехъ  данннхъ  точвахъ. 

.  3.  Наконецъ,  распред1^ден1е  въ  пространстве  вс&съ  по- 
стоянннхъ  осей  вращен1я  твердаго  т'Ьла  и  величннн  момен- 
товъ  инерщи  т^ла  относительно  этихъ  осей. 


ПРИМЪЧАШЕ  XXXII. 

(Пятая  тоха^  п^  49). 

Теоремы  о  поверхноотахъ  втораго  порядка,  соот- 
в1тств7н>1щя  теоремамъ  Паоваля  и  Вр1аншока  въ 


1.  Представимъ  себ^  шестиугольнивъ,  вписанный  въ  ко- 
ническое сЬчете.  Три  еро  стороны  нечетнаго  порядка,  бу- 
дучи продолжены  до  перес^чешя,  образуютъ  треугольникъ; 
три  же  стороны  четнаго  порядка  представляютъ  три  корды 
коническаго  с^ченхя,  лежащхя  въ  трехъ  углахъ  этого  тре- 
угольника. Теорема  Паскаля  выражаетъ,  что  три  эти  хорды 
переопма/ются  съ  прот11воположньши  стсронами  треуюльника 
въ  трехъ  точкаап,  лежащихъ  на  одной  прямой. 

Такинъ  обравомъ  въ  йаскалевой  теореме  можно,  вместо 
шестиугольника,  разсматривать  треугольникъ,  начерченный 
въ  плоскости  коническаго  сЬчешя. 

Смотря  на  теорему  Паскаля  съ  атой  точки  яр'бшя,  ны 
распространимъ  ее  на  поверхности  втораго  порядка  и  эта 
соотв']|^тственная  теорема  будетъ  выражать  собою  свойство 
тетраэдра,  ребра  котораго  перес^каютъ  поверхность  втораго 
порядка. 

2.  Вотъ  въ  чемъ  ваключается  эта  теорема:  . 

7* 
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1Хус1М  шесть  ре/кръ  па9ипоч^ыбу^ь  тетраэдра  переаыитат- 
ся  сь  поееротост)ью  етараи)  порядка  еш  двлнадцати  тачкаал; 
тогда  эти  точки  лео/сатл  п<?  три  еъ  чет/ырет  плоекостяоЛу 
кзг  которыол  каждая  закмонаетл  въ  ЬеОгь  три  тотсиу  при- 
надлежащгя  треть  ребралоу  оыходящилл  шъ  одной  щ-шины 
тетраэдра. 

Эти  четыре  плоскости  переслкаются  соотвлтственно  а 
гранями  тетраэдра,  протиеополоо/сными  выи^еупомянутылл 
вершитшьу  по  четыремь  прямыми,  представляющимб  четыре 
обраэующгя  одной  системы  гиперболоида  еь  одною  полостью. 

Подобныхъ  системъ  четырехъ  плоскостеВ,  заключающихъ 
въ  се&к  по  три  точки  перес%чен1я  реберъ  тетраэдра  съ 
поверхностью^  будетъ  несколько  и  для  каждой  изъ  нихъ  6у- 
деть  справедлива  эта  теорема.  Если,  наприм']Брг^  четыре 
вершины  тетраэдра  лежатъ  внутри  поверхности,  то  четыре 
вышеупомянутыя  плоскости  можно  взять  такъ,  чтобы  каж- 
дая изъ  нихъ  заключала  въ  себ^  точки  встр'Ьчи  съ  поверх- 
Н0СТ1Ю  самихъ  реберъ,  выходящихъ  изъ  одной  вершины,  а 
не  продолжен1й  ихъ. 

Это  свойство  тетраэдра  въ  отношеши  кь  поверхности  вто- 
раго  порядка  соотв^тствуетъ,  какъ  намъ  кажется,  свойству 
треугольника,  начерченнаго  въ  плоскости  коничесваго  с1- 
чешя,— свойству,  выражаемому  теоремою  Паскаля.  Съ  атой 
точки  зр^н1я  мы  разсматриваемъ  предыдущую  теорему,  кавъ 
соотв']&тствующую  теоред!']^  Паскаля. 

Когда  шесть  реберъ  тетраэдра  касаются  поверхности  вто- 
раго  порядка,  то  существуетъ  только  одна  система  четы- 
рехъ плоскостей,  заключающихъ  въ  себ^Ь  по  три  изъ  шестн 
точекъ  прикосновешя,  и  теорема  изменяется  въ  сл'бдующую. 

3.  Пусть  шесть  реберъ  тетраэдра  касаются  пов^рооности 
втораго  порядка^  тогда  плоскостьу  содержащая  три  течки 
прикоеновенгя  реберъ,  еыходящиосъ  изъ  одной  верши/ны^  пересе- 
кается съ  гранью  тетраэдра,  противоположной  этой  верши- 
Н1ь,  по  прямой  лити  и  четыре  такимъ  образомъ  опредтыле»^ 


тм  я|млшд  еут%   Ы^шуюыфи1  одного  гчперболтда  сь  одною 
по^юстью.  '•*^. 

4к.  Ёедк  тетраэдръ  вдвсанъ  въ  поверхность  втораго  по* 
рядЕа,  то  каждую  вершину  его  можно  разсматривать,  какь 
лежащую  ввЪ  поверхности  на  безвонечно  блнзвомъ  разсто* 
вши  отъ  неа;  три  точкн^  встречи  съ  поверхноспю  трехъ 
реберъ,  выходящвхъ  изъ «вершины,  опредЪвяютъ  въ  втомъ 
случае  касательную  плоскость  въ  вершвн'Ь  и  отсюда  хн  вы- 
водимъ  сл'Ьдующую  теорему: 

Если  тетроддрь  еписат  въ  поверхность  втораго  тряд- 
ка^  то  касательныя  плоскости  въ  ею  вершинахъ  пересе- 
каются сь  протммположными  гранями  по  четырет  пря- 
мымбу  представляющими  образующгя  гиперболоида  съ  одною 
полостью  '*^*). 

5.  Теорема  Бр1аншона  состонтъ  въ  томъ,  что  еь  каждому 
шестщюльниккь^  опги^анпомъ  около  коническаю  СIМОн^я^  три 
дгагонали,  соединяющгя  противополооюныя  вершгмщ  проходятъ 
черезъ  одну  и  ту  оюе  точку.  Вершины  нечетнаго  порядка', 
разсматриваемыя  отдельно,  опред'Ьляютъ  собою  треугольнивъ» 
юЛютй  совершенно  произвольное  положеше  относительно 
коническаго  сЬчешя.  Каждая  вершина  четнаго  порядка  бу- 
детъ  при  этомъ  точкою  пересЪчешя  двухъ  касательныхъ, 
проведенныхъ  изъ  двухъ  вершинъ  треугольника;  соединяя 
каждую  такую  точку  съ  третьего  вершиною  треугольника, 
получимъ,  сл'Ьдоватедьно,  три  прямыя^  проходяпця  черезъ 
одну  точку.  Эта  теорема  есть  только  другое  выражеше  те- 
оремы Бр1аншона  и  въ  этомъ  вид'Ь  она  представляетъ  свой- 
ство  какого  угодно  треугольника  въ  плоскости  коническаго 
еЬчешя. 

6.  Точно  также  въ  пространстве  им^емъ  теорему: 


'^  Въ  ЛппаШ  без  т(иНёпии4ог1е$  Т.  XIX,  р,  79,  я  вывелъ  эту  те- 
орему изъ  бол'Ье  общей,  отличающееся  отъ  предыдущей.  « 

*^)  Эта  теорема  уже  была  хоказана  разлнчнымъ  образомъ  Штейне- 
рамъ  и  Бобилье  (АппаШ  (Лез  та^Нёта^^^ие8^  Т.  ХУП1,  р.  ЗЗв)  и  по- 
томъ  вами  (1Ы4.  Т.  XIX»  р.  67). 
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Долоо/симъ,  что  ч^резъ  ребра  тетраэдра,  помтценнаю  ка$п 
угодно  еь  пространствть^  проведены  двтьнадцать  касательмып 
$москоотей  нл  поверхности  вторам  порядка;;  эти  детюдцать 
плоскостей  переепкаются  меоюду  собою  по  три  въ  четырехъ 
т/очмалу  изъ  которым  каждая  есть  точка  переатетя  трех^ 
плоскостейу  проведенным  черезъ  ребра^  принадлеоюащЫ  къ  од^ 
ной  грани  тетраэдра. 

Дрямыя^  соедгмяющЫ  эти  четыре  точки  аь  верши/нами^ 
противоположными  выгнеупомянутымь  граняМъ,  представляв 
чоть  четыре  обраэующШ  одной  группы  въ  тькоторомъ  гипер- 
болаид9Ь  сь  одною  полостью. 

Эту  теорему  ио&но  разсхатривать  какъ  соответствующую 
въ  1!ространствФ  теореасЬ  Брханшона. 

Зд^сь  можно  различнымъ  образомъ  составить  систему 
четпрехъ  точекъ,  представляющихъ  точки  пересбченхя  каса- 
тедьннхъ  плоскостей  поверхности  втораго  порядка. 

7.  Если  ребра  тетраэдра  касаются  поверхности,  то  систе- 
ма четырехъ  точекъ  будетъ  только  едва  и  теорема  превра- 
тится въ  следующую: 

Полоонпшьу  что  шесть  реберъ  тетраэдра  касалотся  поверх- 
ности втораго  порядка;  касательныя  плоскостщ  проведенныя 
черезъ  ребра^ '  принадлежащгн  къ  одной  гранщ  пер' стькаются 
меоюду  собою  еь  нтькоторой  точкть;  если  подобный  точки  сО' 
единимъ  съ  вершинами,  противоположными  соотвтьшственнымъ 
гранямъ,  то  получимъ  четыре  прямыя,  предсшавляющгя  обра- 
зующгя  одной  группы  въ  нгькоторомъ  гиперболоид7ь  съ  одною 
полостью, 

8.  Если  данный  тетраэдръ  описанъ  около  поверхности,  то 
общая  теорема  приводитъ  къ  такому  частному  предложенш: 

Если  тетраэдръ  описанъ  около  поверхности  втораго  пО' 
рядка,  то  прямыя,"^ соединяющгя  его  вершины  съ  точками  при- 
косновенгя  противоположныхъ  граней,  суть  четыре  образующая 
Ъдной  у^ппы  еь  нгькоторомъ  гиперболоида  сь  одною  полостью. 

9.  Сопоставлеше  тетраэдра  п  поверхности  втораго  по- 
рядка,  помЪщенныхъ    какъ  угодно  въ  пространстве,  ведетъ 


еще  ко  хногимъ  другякь  свбйешакк,  охлншюормса  оп. 
тЪхъ,  которая  ввраженв  жь  общвхъ  теоремахъ  п^2  и  «% 
и  сооФВ'Ьтствующвмъ  также  изв^тявмъ  теоремАмъ  геомет^ 
р1а  на  пдоскоетв.  Приведемъ  зд'Ьсъ  следующую  двойную 
теорему,  которую  мы  доказали  въ  Аппа1е8  <1е  Ое]^1шв 
(Т.  XIX,  р*  76)  и  которая,  кажется,  богаче  по  свопъ  сл'Ьд* 
ств1ямъ,  негели  теоремы  п^  и  91^6: 

Лредстаеимь  себгь^  что  въ  просшранствгь  даны  тетраэдръ 
и  поеерхносшь  0тораго  порядна;  тогда: 

1 .  Дрямыя,  соединя1Ющгя  вершимы  тетраэдра  съ.  пол(Кюаг; 
ми  протмвошшююилАОсъ  граней,  взятыми  относительно  поверх^ 
нести,  будутъ  четыре  образующгя  одной  'группы  одного  гипер- 
болоида. 

2.  Линш  пересгьченгя  граней  тетраэдра  съ  полярными  плос- 
костями противополооюныхъ  в^ргиинъ  будутъ  четыре  образу^ 
ющгя  одной  группы  другого  гиперболоида. 

10.  Къ  этой  же  теорш  можно  отнести  еще  сл^Ьдующее 
общее  свойство  тетраэдра. 

ДоАожимь^  что  о»  проетранотв^ь  даны  тетраэдра  и  по- 
верхность втораю  порядка;  тоьда: 

1.  Полярная  плоскость  каждой  еергтшы  тетраэдра  отно- 
сительно поверхности^  перестькается  съ  тремя  ребрами,  исхо- 
дяищми  изъ  этой  вершины,  въ  трехъ  точкахд^  такгшъ  обра- 
зомъ  на  ребраа^  тетраэдра  получаемъ  двгьнадтть  точенъу  ко- 
торыя  будутъ  лежать  на  одной  поверхности  втораго  по- 
рядка. 

2.  Если  черезь  полюсь  каждой  грани  тетраэдра,  взятый 
относгипельно  поверхности,  проведемб  три  плоскоотщ  про- 
ходящгя  черезъ  три  ребра  этой  грани,  то  получимъ  двгьнад- 
цать  плоскостей,  коморыя  будутъ  касаться  одной  поверх- 
ности  втораго  порядка. 

11.  Изъ  четырехъ  общикх  теоремъ,  п^п^2,  6,  9  и  10,  на« 
ходащихся  въ  атомъ  ПримЪчанш,  дв'Ь  послЪдн1я  суть  дво&' 
ныя,  такъ  вакъ  каждая  изъ  нихъ  заключаетъ  въ  себ']Ь  дв^ 
части,  который  можно   разсматривать   какъ   отдЪльныя   те- 
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оремц.  Двк  первая  теореша  хн  мохемъ  иахожить  еъ  гшяшю 
«е  П01Н0Т0Ю,  есжш  только  не  вахпшжк  огрянн«вмьс&  со* 
вершенною  авадогЕею  яхъ  съ  теорешосн  Паскаш  и  Бр1ая« 
шона.  Для  по&олнев1я  этяхъ  теоремъ  мы  вводима  въ  каждой 
нвь  някъ  другой  тетраэдръ^  грани  и  вершинн  котораго  бшш 
ба  соотв^тственн]^пси  съ  гранями  и  вершинамн  даинаго; 
тогда: 

1.  Соатвмпственныя  грани  двухъ  тетраэдровь  попарно  не- 
респнаются  по  четырела  прямымву  представляющимв  о(^к»у- 
ющ1я  одной  группы  ншитораю  гиперболоида. 

2.  Соопмьтотеенныя  вершины  двут  тетраэдровь  лежать 
попарно  на  четь^рехъ  прямыхъ^  предсшавлтощихь  о1^мэующ9я 
одной  группы  другом  гиперболоида. 


ПРИМЪЧАШЕ  ХХХШ. 

(Пятая  дпоха^  п^  50.) 

Соотношен1е  менвдт  шестью  точками  вривой  дво- 
якой кривизны  третьего  порядка.  Раеяичиня  на- 
да'П,  въ  хоторнхъ  вотр^к'чается  нта  кривая. 


1«  9ереэт  шесть  данных^  въ  прострЫапвп»  точекь  можно 
провести  кривую  двоякой  кривизны  третыпо  порядка. 

Въ  самомъ  ^^,^л%  ни  хоаенъ  разсматривать  одну  изъ  дая- 
ныхъ  точекъ  какъ  вершину  конуса,  проходящаго  черезъ  пить 
его  образующнхъ.  Точно  также  можно  построить  другой 
конусъ,  нм^ЬющШ  вершину. въ  какой-нибудь  двугой  язъ  дан- 
нвхъ  точекъ  и  проходяицй  черезъ  пять  остальнахъ.  Оба 
конуса  будутъ  нн^ть  Х)бщую  образующую,  именно  прямую, 
соединяющую  дв^  точки,  принятия  за  вершинн;  следова- 
тельно они  будутъ  пересекаться  по  кривой  двоякой  врнвнзнв 
третьяго  порядка,  которая  вместЬ  съ  вышеупомянутою  пря* 
мою  составляегь  полную  лншю  четвертаго  порядка,  пред- 
ставляющую аерес^чеше  двухъ  конусовъ.  Кривая  пройдетъ 
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чореп  шмп  дшшЕСП  ммвт»  вотервя  жеаап  на  обошжъ 
конусахъ:  теорема  тапмъ  обраммъ  доказана.    . 

2.  Зам^тинъ,  1Т0  всяпй  другой  конусъ,  врон^  этнхъ 
двухъ,  жшЬющЛ  вершину  на  кривой  двоякой  кривизна  треп* 
ЯГО  порядка  и  проходящШ  черевъ  ату  кривую,  будетъ  тапке 
конусъ  втораго  порядка.  Это  потону,  9то  всякая  плоскость, 
проведенная  черезъ  его  вершину,  будемъ  пересеваться  съ 
кривою  еще  въ  двухъ  тошах%»  т.*е.  съ  конусонъ  по  двунъ 
обравующимъ,  а  вто  и  докавнваетъ,  что  конусъ  будетъ  вто- 
раго порядка. 

И  такъ,  можемъ  сказать,  что 

Геометрическое  мпсто  вершины  кднусовъ  тпмраю  порядка^ 
прааюдящихъ  череп  шесть  данныхъ  &ь  пространствгь  тачекъу 
есть  1д^ая  двоякой  1д9ивизны  третьяю  порядка,  опредлАяе- 
мая  этими  шестью  точками. 

3.  Равсхотримъ  на  кривой  двоякой  кривизны  третьяго  по- 
рядка,  онредФяяемой  шестью  точками,  какую-нибудь  седьмую 
точку;  пусть  а,  2»,  с,  с7,  е,  /*,  будутд  шесть  данныхъ  и  д — 
седьмая  точка.  Эти  семь  точекъ,  взятыя  въ  вакомъ  угодно 
порядк]^,  представдяютъ  вершины  косаго  семиугольника 
(ер1адопе  даискеХ  въ  которомъ  каждой  стороне  противопо- 
лояша  вершина  соотв^^тственнаго  угла.  Представимъ  себЪ, 
что  вершины  идутъ  въ  томъ  же  порядке  какъ  нзобраяшо- 
Щ1Я  ихъ  буквы  а,  &,  с,  Лу  в,  /)  д]  тогда  четвертая  сторона 
(2е  будетъ  противоположна  первой  вершине  а,  пятая  сто- 
рона в/* — ^второй  вершвн^Ь  &  и  т.  д. 

Скютношешя,  которыя  должны  существовать  между  семью 
точками  а,  Ь,  б,  и  нр.  чтобы  эти  точки  принадлежали  кри- 
вой двоякой  кривизны  третьяго  порядка,  выражаются  следу- 
ющей теоремой: 

Если  ватины  косаго  семиугольника  а,  6,  с,  и  т.  д.  ле- 
жатб  па  кривой  двоякой  кривиты  третьяго  порядка^  то 
плоскость  кашзщо-нибудь  г/гла  а  семщ/гальншса  и  плосмнти 
деухь  рядамь  лежащшсъ  уьловь  Ь  и  д  переспкатп  пративу- 
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ле(4еащья  стороны  в$  трет  тсчксисъ,   нааодящихся  въ  1мос« 
костщ  проходящей  черезъ  еершиму  переаго  угла  а. 

4.  Достаточно,  чтобы  это  своЯство  семяугольннка  вписш- 
наго  въ  крхвую  двоякой  кривизвы  третмго  порядка  ём'Ьло 
еЪсто  для  двухъ  уповъ;  тогда  оно  будетъ  справедливо  я 
для  остальныхъ  угловъ.  Отсюда  заключаежъ: 

Если  косок  семщголыткь  таковь,  что  плоскость  однто 
угла  и  плоокостц  деухъ  ближайшим  ухлюеъ  переспмаются  ел 
противоположными  сторонами  вь  трехъ  точнааъ,  лежащих^ 
въ  плоскости,  проходящей  че]^езъ  вершину  перваго  угла^  и  если 
то  оюе  самое  имкьетъ  м1ьсто  еще  для  одного  изъ  остсиьныхъ 
шести  у1ловъ\  то  это  же  будетъ  справедливо  д.гя  пятидру- 
гихъ  угловъ  и  черезъ  семь  вергиинъ  семиугольника  мооюно  тогда 
провести  кривую  двоякой  кривизны  третьяю  порядка. 

5.  На  основаши  этой  теоремы  легко  построить  по  точ- 
камЪу  при  помощи  только  прямыхъ  лиши,  кривую  двоякой 
кривизны  третьяго  порядка,  проходящую  черезъ  шесть  дан- 
янхъ  точекъ.  Для  этой  цгЬли  опред'^Ьляемъ  именно  точку  пе« 
рес^четя  съ  кривою  каждой,  плоскости,  проходящей  черезъ 
дв^  И8ъ  даннвхъ  шести   точекъ. 

Таже  теорема  ведетъ  къ  р'Ьшенхю  многихъ  другнх'ъ  га- 
дачъ,  напр.  къ  опред']^лешю  касательныхъ  лин1й  и  соприка- 
сающихся плоскостей  кривой  въ  каждой  изъ  данныхъ  то- 
чекъ и  т.  п. 

Мы  не  будемъ  входить  въ  подробности  относительно  по- 
строешя  кривой  двоякой  кривизны  третьяго  порядка,  а  ука- 
жемъ  только  на  н'&которыя  задачи,  въ  которыхъ  она  встре- 
чается. До  сихъ  поръ  на  нее  не  обращали  почти  никакого 
вниман1я  при  геометрическихъ  изыскашяхъ  и  предлагаемые 
нами  прим'Ьры  того  важваго  значешя,  которое  им'Ьетъ  эта 
кривая  во  многихъ  вопросахь,  докажутъ,  можетъ  быть,  что 
было  бы  очень  полезно  обратиться  къ  ея  изучешю  и  что  мед- 
лить этимъ  не  сл^дуетъ. 

6.  Есл/и  четыре  грани  подеижнаго  тетраэдра  до.^жны  про- 
ходить чераш  четыре  прямыяу  данныя  гдть  угодно  вь  проотран* 
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ствгьу  и  если  три  вершины  ею  доложены  лежать  на  трехь 
другихъ  прямыт^  раепаложенныхг  такоюё  прошеолшо  еь  про- 
ешранетть^  то  четвертая  вершина  тетраэдра  б^етъ  отыг 
сивать  кривую  двоякой  9(ривиты  ,третыпо  порядка. 

Этой  теорем'Ь  еоотв'Ьтствуетъ  въ  геометр1И  на  плосвост1Г 
та  построен1е  воничеекихъ  сЬченШ,  которое  было  доказано 
Маклореномъ  и  Брайкенриджемъ  и  изъ  вотораго  выводит- 
ся теорема  Паскаля  о  шестиугольник^^. 

7.  Представила  себгь  въ  пространствть  три  произвольныя 
течки  и  три  произвольныя  плоскости;  ч^евъ  данную  непод- 
вижную прямую  будемъ  проводить  стькущую  пАОско^ть^  кото- 
рая  будетъ  перестькаться  сь  тремя  данными  плоскостями  $ю 
тремъ  прямыми,  если  черезъ  эти  три  прямыя  проведемь  три» 
новыя  плоскости,  проходяуф1  соот^екьтсшвенно  че^зъ  три  данг 
ныя  точки,  то  геометрическимъ  М1ьстх>мь  переаъиенгя  такиал 
трехъ  плоскостей  будетъ  кривая  двоякой  кривизны  третьяю 
порядка. 

Эту  теорему  можно  разсматривать,  какъ  соответствующую 
тому  же  нредложен1ю  геометрщ  на  плоскости,  какъ  и  пре- 
дыдущая. 

8.  Если  три  двугранные  угла,  ребра  которыхъ  имплотъ  не- 
измтьнное  положенге  въ  пространствть^  вращаются  около  сво- 
ихъ  реберъ  такъ,  что  точка  перестьченгя  трехъ  граней  лежитъ 
постоянно  на  данной  прямой^  то  точка  перестьченгя  трет 
остальныхъ  граней  описиваетг  кривую  двоякой  кривизны 
третьяго  порядка,  опирающуюся  на  ребра  трель  данныхъ  под- 
вижныхъ  угловъ. 

Теорема  эта  аналогична  съ  теоремою  Ньютона  объ  орга- 
ническомъ  образованзи  коиическихъ  сЬчетй  посредствомъ 
перес1|чен1я  сторонъ  двухъ  подвиакныхъ  угловъ.  И  подобно 
тому,  какъ  тес^рема  Ньютона  есть  только  частный  случай 
бол^е  общаго  построен1Д  коиическихъ  с'Ьчен1й,  нокаваннаго 
нами  въ  Прим^чавш  ХУ, — вышеприведенная  теорема  ести 
тольиа  частный  случай  бол'Ье  обн^аго  предлои(ен1я  объ  ебряр 
воваши  кривыхъ  двоякой  кривизны  третьяго  порядка. 
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9.  Предложение  это  таково: 

Пршемл  три  хорды  кривой  двоякой крыФизны  п1ретьягоп&' 
рядка  за  ребра  трет  дв^рран/имал  уио«ц  про(иввамншсъ  по 
величинп^  и  вращса1Кщ%кося  оком  своихь  реберш;  если  тачка 
переслченгя  трехъ  граней  втихъ  углоеъ  будешь  двилатьсл  по 
данной  кривой  двоякой  крививны  третьяло  порядка^  то  тючка 
переспменгя  трехъ  остальнихь  граней  будешь  описывать  др^ 
гую  кривую  двоякой  кривизны  третьяго  порядка^  опирающую 
юся  на  три  взятия  хорды  первой- 

10.  К»  той  же  теор1и  отноеитса  еще  ел^Ьдующая  теорема. 

Предетавилп  себ1ь^  что  три  точки  двиокп^тся  по  трела 
прямымв  вь  пространствп  с%  произвольными  постоянными 
скоростями;  если  черезъ  9ти  точки  и  черезь  еоатвптственно 
имь  взятия  три  произвомныя  неподвиоюния  прямыя  будем 
проводить  плоскости^  то  точка  пужпменгя  такихъ  плос- 
костей будетъ  описивстгь  ^дтвую  двоякой  9д^ивизни  третыпо 
порядка^  опирающуюся  на  три  прямыя^  черезъ  которыя  про- 
водятся эти  плоскости. 

11.  Излагаеыыя  далЪе  теоремы  относятся  къ  разяи^ннмъ 
другимъ  теор1ямъ. 

Если  нгьсколько  поверхностей  втбраго  порядка  проходятъ 
черезъ  восемь  данныхъ  точекъ,  то  центры  ихъ  лежать  на  1^- 
вой  двоякой  1дтвизны  третьяю  порядка. 

Иди  ббщ'Ье:  полюсы  всякой  плоскости,  взятие  относител1г 
но  втихъ  поверхностей,  лежать  на  1дп1^ой  двоякой  кривиз- 
ны третьяю  порядка. 

12.  Дредставимв  себгь  т1ьло,  находящееся  вь  двглэюенгщ  тре- 
буется  найти  тп^  точки  пимбц  которыя  вь  данное  мтовемк 
импвотъ  движешяу  направленния  къ  какой-нибудь  данной  точ' 
тьу  т. -е.  такгя  точки,  для  которыхъ  касательния  кь  траак* 
торгямъ  проходять  черезъ  данную  тЬчку:  иокомыя  точки  рас- 
полоо1сены  по  кривой  двоякой  кривизны  третьям  порядка  и 
касательния  къ.  ихъ  травкторгямъ  образуют^  кошусь  второю 
порядка. 


413 

13.  Предетаввмъ  себЬ  систему  сиг,  ^фйетжрощшжъ  на 
т&1о;  ди  каждой  точки  т  ореетранстм  вообраанмт  паи» 
ную  шосхость  этой  системы  сидъ  отвосительмр  этой  точки 
и  перцеидвкушръ  иаъ  т  на  гшввую  плоскость:   тогда 

Луменды9сумры^  проходящее  череэл  данную  мочку  ^ероетралФ- 
сшшц  образуютл  штусь  втораго  порядка  и  течки  яц  ч^е» 
который  они  проводятсяу  расположены  на  1д^ивой  двоякой  1фм- 
еизны  третьяю  порядка. 

14.  Басательныя  въ  раиичннхъ  точкахъ  1фивой  двоякой 
кривиэвы  третьяго  порядка  образуютъ  развертывающуюся 
поверхность  четвертаго  порядка.  Обратно:  каждая  разеер- 
тывающаюся  поверхность  четвертаю  порядка  имгьетъ  реб- 
ромъ  возврата  (агё1е  Ле  тЛгоиззетеиЛ)  9дривую  двоякой 
кривизны  третьяю  порядка. 

Поэтому  можно  къ  этой  же  теорхи  отнести  различные  во- 
просы, въ  которыхъ  входитъ  развертывающаяся  поверхность 
четвертаго  порядка;  наприм'Ьръ  сл'Ьдующхе: 

15.  Бъ  пространствть  дето  шесть  произвольно  расположен- 
иыхь  плоскостей;  требуется  построить  коническое  спмете, 
которое  касалось  бы  этихъ  шести  плоскостей;  требовангю 
удоелетворяетъ  безчисленное  мнооюество  коническихъ  окьченгй 
и  ихъ  плоскости  огибаютъ  развертывающуюся  поверхность 
четвертаго   пор^(дка. 

16.  Если  четыре  вышины  измгьняющагося  тетраэдра  деи- 
тюутся  по  четыремъ  неподвижнымъ  прямымь,  а  три  грани 
ею  проводятся  черёзъ  три  друггя  даиныя  прямыяу  то  четвер- 
тая грань  скользить  по  разгибающейся  поверхности  четвер- 
таю порядка. 

Л.  7.  Въ  пространствть  даны  три  точки  и  три  плоскости; 
если  вершина  треграннаю  угла,  ребра  котораго  вращаются 
около  трехъ  дашшхъ  точекбу  движется  по  прямой  линги,  то 
точки  переаьченгя  этихъ  реберъ  съ  тремя  данными  плоскос- 
тями леоюатъ  въ  плоскоста^,  скользящей  по  разв^тывающейся 
поверхности  четвертаго  $юрядка. 

18.  Если  три  точки  движутся  по  тремъ  прямыми  съ  про- 
извольными,  но   пост/оянными,    скоростямиу    то   плоскость, 
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опреёлля0ман  9штмм  точками,   снальмпт  по  ра$%ы6ающейся 
■по$ерхтеошш  четвутам  порядка, 

19.  Представим^  еебгь  рядь  поверхностей  втерто  порядка^ 
каса1вщш)бся  восьми  данным  плоскостей;  если  какую^ибудь 
течку  пространства  примет  за  верышну  конусовЪу  описан- 
ным около  етихъ  поверхностей,  то  плоскости  кривыхъ  11ри- 
кооноветя  будетъ  отбать  развертывающуюся  повера^ность 
четвершаго  порядка. 

20.  Около  поверхности  втораго  порядка  можно  описать 
безчисленное  мпооюество  конусов^  если  будемь  искать  тот 
конусы^  одна  изъ  главным  осей  котюрым  проходитг  ч^резв  дан- 
ную точку,  то  окаоюетсяу  что  есть  эти  главныя  оси  образу- 
ютъ  конусъ  втораго  порядка  и  что  плоскостщ  проведенныя 
черезъ  вершины  огибающим  конусовь  перпендикулярно  къ  этила 
осямъу  огибаютъ  развертывающуюся  поверооность  четвутаю 
порядка. 

21.  Представимъ  €66*6  данное  твердое  т^ло;  чрезъ  каждую 
точку  пространства  можно  провести  три  прямыя,  которыя 
будутъ  постоянными  осями  вращешя  т'бла  относительно  этой 
точки,  и  безчисленное  множество  другихъ  прямыхъ,  пред- 
ставлякщихъ  постоянныя  оси  вращешя  '^Ълд^  относительно 
различныхъ  точекг,  взятыхъ  на   этихъ  прямыхъ;  тогда: 

1)  Вс1ь  эти  прямыя  образую^т  конусъ  втораго  порядка. 

2)  Плоскости^  проведенныя  перпендикулярно  къ  этимь  пря- 
мымь  черезь  тгь  точки,  для  которыхь  онть  слуаюатъ  постоян- 
ными осями  вращенгя^  огибаютъ  развертываюгцуюся  пов^^- 
ность  четвертого  порядка. 

22.  Когда  твердое  гЬло  находится  въ  движеши,  каждая 
плоскость,  взятая  въ  т^л'Ь,  скользить  по  разгибающейся  по- 
верхности, прикасаясь  къ  ней  посл'Ьдовательно  оо  различ- 
нымъ  ея  образующимъУагв^^;  эту  поверхность  мы  назовеиъ 
развертывающеюся  траэкторгей  плоскости.  Въ  каждый  мо- 
ментъ  движешя  всЬ  плоскости,  проводнмыя  въ  тЪл^,  им%- 
ютъ  съ  своими  развертывающимися  траэкторхями  общую 
прямую. 
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Жали  б^емь  искать  т«^  изъ  этихъ  щтмыхъ,  кшшршя  для 
даннаю  лиштта  дштисетя  лежатв  въ  датшЛ  плосмети,  то 
отжФтеЯу  что  вел  так^я  прямыя  ошбтапт  парабму  и  всяь 
плоскости^  каторыя  прилсассипся  къ  сваимв  раав^тывшвщимея 
П1^^кт€ргямь  по  ^тимъ  прямьшъу  обвертывшшпъ  развертыва- 
ющеюся поверомооть  четвертою  порядка. 

23.  Жсгда  ттло  находится  въ  движенм,  касательныя  кб 
тражторгямъ  таченв,  располооюепныхъ  на  прямой  линщ  оброг 
ауюшг  %ипербол/аческ^й  параболоидъ;  касателмшя  эти  вь  раз- 
сматриваемое  мгновете  двиоюутся  вг  плоскостящ  огнбающихь 
развертывающуюся  повератость  четвертаго  порядка. 

И  т.  д.  и  т.  д. 


ПРИМФЧАНШ  XXXIV. 

(Глава  шестая^  п^  10.) 

О  двойственности  въ  матенатнк^Ь.    ПрнлгЬры  нзъ 
товарнаго  нсвуства  и  нзъ  начадъ  динаннвн. 


1.  Между  различными  способами  преобразовашя,  на  ко- 
торнхъ  основываются  важн'Ьйш1я  учешя  новой  геометрхи, 
мы  особенно  должны  отличить  способъ,  приводящШ  въ  ма- 
тематическому закону  двойсп^ешюсти.  Не  говоря  уже  о  вы- 
годахъ  этого  способа,  какъ  средства  для  открыт1й,  мы  зам'Ьча- 
емъ,  что  начало,  служащее  ему  основашемъ,  представляетъ 
собою  постоянное  соотношенхе,  при  помощи  вотораго  связыва- 
ются попарно  вс%  геометрическ1я  истин»,  и  всл^дствхе  этого 
являются,  если  можно  такъ  выразиться,  два  рода  геометр1и. 
Эти  двЪ  геометр1и  отличаются  между  собою  обстоятельство  мъ, 
на  которое  весьма  важно  обратить  внимаше.  Въ  одной — еди- 
ницей, элементомъ,  или,  такъ  сказать,  атомомъ,  для  Ьостав- 
лешя  вс^хъ  другихъ  формъ  пространства  служитъ  точка; 
такое  воз8р'1^н1е  лежитъ  въ  основанш  философш  древнихъ  и 
аналитической  геометр1и.   Въ  другой   геометр1и   за  перво- 


416  ]1Па№1АЯ1Ж« 

обраю  нл  за  едвжацу  щи  обравомшл  другвхъ  форхъпро- 
странства  дриштаетея  прашм  жжтш  ил  пдоеюеп,  сшо/г^ 
потому  относатса  Л1  нмФдован1я  къ  одной  плоское»,  жл 
ко  всему  мространству. 

Это  равдфлете  ве4|хъ  свойства  пространства  на  два  класса, 
основанное  на  двухъ  существенно  разлнчннхъ  ясходннхъ 
нашшхь,  им'Ьетъ  по  вядямому  весьма  вначителное  вдхяше  на 
геометрш,  какъ  его  асно  показан  Жерговнъ  н  Пояселе  '*^. 
Но  по  нашему  мн'Ьтю  ето  вл1яв1е  распространяется  тшже 
и  на  мнопе  другхе  отд^лн  математическихъ  знашй  м  намь 
кажется^  что  въ  нихъ  мы  можемъ  придти  къ  подобнвмъ  же 
закдючея1ямъ,  если  будемъ  основываться  на  прекрасномъ 
законе  двойственности  и  руководствоваться  т^мъ  дуализ- 
момъ,  который  можно  считать  основнымъ  началомъ  п  исход- 
ною точкою  геометр1и, 

Прим^ръ  этой  двойственности  можно  вид'Ьть  въ  издан- 
номъ  нами  сочинев1и  о  новой  аналитической  геомешргщ  ко- 
торая подобна  геометр1и  Декарта,  но  въ  которой  рол  точки 
играетъ  плоскость  ^^^). 

Таже  идея  двойственности  можетъ  найти  приложеше  и 
въ  механик'Ь.  Въ  самомъ  дЪл'Ь,  первоначальный  элементь 
т^ла,  къ  которому  прилагаются  первыя  основашя  этой  на- 
уки, также  какъ  и  въ  древней  геометрш, — есть  математиче- 
ская точка.  Не  въ  прав^  ли  мы  ожидать,  что,  принявъ  за 
элементъ  протяжен1я  не  точку,  а  плоскостЬ|  мы  придемъ  къ 
новымъ  теор1ямъ,  составляющимъ,  такъ  сказать,  новую  на- 
уку? И  если  найдется  единственный  лрхемъ  для  перехода 
отъ  этой  новой  науки  къ  старой,— подобно  теореме  геомет- 
р1и  о  взаимности  свойствъ  пространства, — то  онъ  послужить 
основнымъ   началомъ    двойственности   въ  наукЪ  о  движеши 


^)  Аппа1е8  йев  таШтаОдиез^  1;.  XVI,  р.  209  е1  1.  XVII,  р.,  265. 
'^)  ЮсновЕня  начала  этой  новой  системы  Еоординамъ  мы  изло21Ш1и 
вратво  въ  СоггезропЛапсе  та1ЪётаИ^ие  раг  ^11е1;е1е^,  %.  VI,  р.  81. 
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2.  Два  юшеукамниве  прим^Кра  двойетвенносп  основв- 
ваются  ва  двоВстве&нонъ  способе  представлять  се&к  1НЬло, 
какъ  совокупность  илж  точекъ,  или  москостей.  Но  въ  рав- 
шчннхъ  отд'Ьшхъ  математвка  могутъ  найтись  друпе  вавонв 
двойственностн,  основаввве  на  шшжъ  началах^;  я  я  дума», 
что  дтимъ  путемъ  мн  приведена  будемъ  к%  возвр^шю  уже 
внскаванному  нами  по  поводу  опред1лев1я  гее][етр1н  въ  Прн» 
нФия1н  У,  т.  е«  кь  убФждешЮ|  что  $11остаттая  двайствт- 
$§оеть  есть  велнкШ  ваконъ  природы,  господствующи  во  всЬхъ 
частяхъ  8нан1я,  во  всЪхъ  проявдешяхъ   человЪческаго  духа. 

Ограничиваясь  вдФсь  только  областью  геометри!,  мв,  для 
подтвер»ден1я  выскаванныхъ  идей,  укажевъ  еще  на  два  весь- 
ма различные  примера  двойственности. 

3.  Первый  примФръ  представляется  при  выд']&лк'Ь  форкъ 
П0М0Щ1Ю  токарнаго  станка. 

Для  всякой  формы,  ввд'Ьлываемой  токаремъ,  мы  моа&емъ 
себФ  представить  двояшй  способъ  обработки:  мы  можемъ 
укр']Бпить  матерхалъ  и  заставить  орудхе  вращаться,  или  мо- 
жемъ»  какъ  поступаетъ  тоьарь  на  самомъ  д'Ьл^,  укрепить 
оруд1е  и  сообщить  вращательное  движен1е  матерхалу. 

Такимъ  образомъ  мы  видимъ  въ  пр1емахъ  этого  искуства 
ясно  выраженную  и  постоянную  двойственность.  Притомъ 
знаемъ,  что  эти  пр1емы  во  всякомъ  случае  основываются 
на  геометрическихъ  началахъ;  поэтому  и  въ  теор1яхъ  этвхъ 
двухъ  способовъ  обработки  будетъ  существовать  также  по- 
стоянная двойственность. 

Весьма  интересенъ,  по  нашему  мн'Ьнш,  вопросъ  о  мате- 
матическихъ  законахт,  связывающихъ  между  собою  дв']Ь  эти 
теор1и,  т.  е.  о  законахъ,  которые  одни  были  бы  достаточны 
для  перехода  отъ  изв'бстнаго  даннаго  прхема  обработки  по- 
мощ1ю  токарнаго  ставка  къ  другому  соответственному. 

Задача  эта  пугала  насъ  сначала  значительными  трудно- 
стями, но  потомъ  привела  насъ  къ  одному  въ  высшей  сте- 
пени простому  закону  двойственности,  взъ^котораго,  во  пер* 
выхъ,  вытекаетъ  теорхя  токарнаго  станка  и,  во  вторыхъ,  по- 
лучается средство  описывать  помощ1ю  этого  снаряда    всЬт!» 

г.  X.,  МО.  1У,  отд.  1Ь  8 
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кривня,  хоторыя  до  скхъ  поръ  чертяянсь  обнхвовеано  по- 
средствомъ  цодвв|кааго  остры.  Этотъ  способъ  образовюя 
хривыхъ  основнвается  на  елФдующемъ  начад& 

Если  плоская  фигура  п^емплцатся  еъ  с&оей  плоскостщ 
то  всякая  питка  ея  описываешь  $дфивую.  Движенге  фигуры 
опредшАяется  нпкоторыми  постоянными  соотношетями  ея 
сь  неподвио9сными  точками  и  лингями  на  плоскости.  Совокуп- 
нося9ь  этихь  тачвт  и  литй  представляютъ  вторую  фигуру, 
которая  остается  неподвиоюною  во  время  движешя  первой 
фигуры. 

Разсмотримъ  первую  фигуру  еъ  одномб  и^  полооюетй  и  сдгь- 
лаемъ  ее  неподвиоюною;  вторую  оюе  фигуру  заставимъ  дви- 
гаться  такь,  чтобы  сохранялись  преоюигя  условгя  вь  ея  отно* 
сительномъ  положети  къ  первой  фигурть. 

Тогда  пеподвиоюное  острге^  помньгцеиное  вь  какой^^г^^^ 
точкгь  первок  фигуры,  будешь  чертить  на  подвиокной  плос- 
кости второй  фигуры  кривую  лингю^  тооюдественную  сь  той 
(за  исключетемъ  положенгя)^  которую  описывала  бы  взятая 
точка  первой  фигуры,  если  бы  эта  фигура  продолжала  дви^ 
гаться. 

Это  и  есть  то  единственное  начало,  которое  связываетъ 
между  собою  два  способа  образованхя  плоскихъ  кривихъ, 
посредствомъ  подвижнаго  и  неподвижнаго  остр1я. 

Чтоб»  показать  првложен1е  этого  начала,  разсмотримъ 
черчен1е  эллипса  помощхю  точки,  представляющей  вершину 
неизм']&няемаго  треугольника,  дв^&  друг1я  вершины  котораго 
движутся  по  двумъ  неподвижнымъ  прямымъ. 

ЗдЪсь  подвижная  фигура  есть  треугольникъ;  дв4  же  дан- 
ныя  прямыя  представляютъ  фигуру  неподвижную.  На  осно- 
ван1и  нашего  начала  мы  должны  перем<6п(ать  эти  пря- 
мыя такъ,  чтобы  он^  постоянно  проходили  черезъ  гЬ 
дв'Ь  вершины  треугольникя,  которыя  первоначально  сколь- 
зили по  нимъ.  Отсюда  выводимъ  сл'Ьдующую  теорему: 

Если  стороны  подвижнаго  угла  постоянной  величины  опнг 
роются  на  деть  пеподвиоюныя  точки^  то  неподвижное  острге^ 


пйнпщенное  еъ  какой  угодно  тачкп>у  будешь  чертить  на  дви-^ 
жущейся  пАО€$соети  этою  угла  эллипсб. 

И  мы  действительно  зам^чаемь,  что  механизиъ  при  то- 
карномъ  станке  для  выд'Ьлки  оваловъ  инФетъ  ц^лхю  со- 
общить плоскости  такое  движете,  при  которомъ  сторонн 
угла,  иаходящагося  въ  этой  плоскости,  постоянно  проходили 
бы  черезъ  дв^  неподвижныя  точки.  Это,  следовательно,  и 
есть  геометрическое  основате  сказаннаго  механизма,  изо- 
брётеннаго  знаменитымъ  живоаисцемъ   Леонардо-да*Виичи. 

Также  просто  объясняется  нзъ  нашего  начала  механизмъ, 
7Потр.ебдяемый  въ  токарномъ  искуств^  для  эпициклоиды. 
Мы  приходимъ  именно  къ  следующей  теореме,  на  которой, 
по  нашему  мвенхю,  и  основывается  этотъ  механизмъ: 

Если  кривая  лингя  катится  въ  плоскости  по  другой  1фи- 
войу  то  каждая  точка  первой^  описмаетъ  эпгщиклоиду,  ко- 
тсрую  можно  получить  такоюе  другимъ  способом^  именно, 
заставляя  катиться  вторую  кривую  по  первой;  при  этомъ 
острге,  укргьпленное  въ  прежней  точть  первой  кривой,  будете 
чертить  на  подвижной  плоскости  туже  самую  эпициклоиду ^ 
какъ  и  прежде. 

Эллипсъ  и  эпициклоида,  сколько  мне  известно,  суть  един- 
ственный кривыя,  выделываемыя  на  токарномъ  станке  по- 
М0Щ1Ю  особо  приспособленныхъ  механизмовъ.  При  помощи 
изложеннаго  выше  способа  черчешя  кривыхъ  можно  полу- 
чить подобное  же  построен1е  безконечнаго  множества  дру- 
гихъ  лиши. 

Такъ  напримевъ,  для  конхоиды  Никомеда  приходимъ  къ 
такому  построешю: 

Представимъ  себгь  уголъ  неизмтьияемой  величины,  одна  сто- 
котораю  постоянно  проходить  черезъ  неподвижщю  точку  у  дру- 
гая  же  скользить  своимъ  концомъ  по  данной  прямой^  проведен- 
ной черезъ  эту  точку;  неподвижное  острге^  укргьпленное  въ 
какойгнибудь  точкть  послчьдней  прямой^  будетъ  чертить  на 
плоскости  подвижнаго  угла  конхоиду  Никомеда. 

8* 
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ЕслЕ  прямая,  по  которой  движется  конецъ  одной  шгь 
сторонъ  угла,  не  будетъ  проходить  череяъ  неподвижвую 
точку,  черезъ  которую  проводится  другая  сторона»  то  укр4Ьп- 
ляя  остр1е  въ  надлеакащемъ  м^ст^,  получимъ  циссоиду 
Дхоклеса;  при  другомъ  полохеши  острхя  получается  лишя 
Еетле  (/осЫе  д,  поеиЛ)\  вообще  же  при  этимъ  будутъ  полу- 
чаться кривыя,  представляющгя  геометрическое  мгьсто  осмк^ 
вангй  перпепдикуляроьъ^  опущенны7:ъ  изъ  какоИгнибуь  тачки 
на  касательныя  кь  параболгь. 

Этотъ  способъ  построен1я  мы  прилагали  ко  многимъ  дру- 
гимъ  вривымъ,  разсматриваемыхъ  не  только  какъ  последо- 
вательность безконечнаго  множества  точекъ,  но  даже— какъ 
обвертка  ихъ  касательных!» •  Въ  посл^&днемъ  случа'6  кривая 
получается  уже  не  посредствомъ  острея,  оставляющаго  сл^дъ 
своего  пути  на  подвижной  плоскости,  а  посредствомъ  ножа, 
обр^бвающаго  движущуюся  плоскость  по   желаемой    кривой. 

Подобные  же  прхемы  могутъ  прилагаться  и  къ  фигурамъ 
трехъ  изм'Брев1й. 

Такимъ  образомъ  въ  учен1яхъу  служащихъ  основангемъ 
двоякаго  способа  механической  выд'блки  формъ,  обнаружи- 
вается двойственность^  которая  также  какъ  и  двойственность 
свойствъ  пространства  основывается  на  одной  теорем'Ё. 

4.  Второй  прим'Ьръ  двойственности  мы  заимствуемъ  изъ 
системы  м1ра  и  иаъ  законовъ  механики. 

Ъ(А  небесныя  т'Ъла  им^ютъ  двоякое  движете,  поступатель- 
но II  вращательное  около  оси.  Тоже  двойственное  движе- 
н1е  мы  находимъ  въ  элементарномъ  перем1щен1и  твердаго 
1'Ёла,  т.  е.  во  всякомъ  безконечно— маломъ  движешн  его. 

Такая  совокупность  двухъ  движешй  есть  обстоятельство, 
не  представляющее  ничего  удивительнаго,  особенно  въ  наше 
время,  когда  математическая  теор1я  объясняетъ  его  и  сама 
открыла  бы  его,  если  бы  оно  не  было  уже  известно,  вакъ 
результатъ  астрономическихъ  наблюдешй. 

Но,  если  вращательное  движете  въ  глазахъ  наблюдателя 
есть  такое  же  очевидное  свойство  небесныхъ  т^дъ,  какъ  я 
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движете  поступательное,  и  столько  же  првсущее  всему,  что 
подлежитъ  дФйствю  силъ  вселенвой,  то  геохетрв  иэсл^Ьдо- 
вали  эти  два  рода  движетя  не  съ  одинавовнмъ  безсгристра- 
спенъ.  Они  начали  съ  вовзр'Ьтя,  что  естественное  и  эле- 
хентарное  движете  т^а  есть  движете  поступательное.  Въ 
духФ  этой  основной  идеи,  начало  которой  восходить  до  вре- 
пени  происхождетя  наукъ^  Д'Адамбертъ  говорить  следую- 
щее въ  предварительныхъ  захечав1яхъ  къ  Тг<Шё  Ле  Вупа- 
тгдие:  «Въ  движен1п  т^ла  мы  ясно  видииъ  только  то,  что 
т^ло  проходить  ивв'Ьстное  пространство  и  употребдяетъ  на 
это  изв'Ьстное  время.  Следовательно  это  есть  единствен- 
ная идея,  изъ  которой  должнн  быть  внведенн  вс^  начала 
механики>  и  т.  д.  Можно  думать,  что  такой  способъ  раз* 
суждетя  быль  следств1емь  привычки  разсматрввать  какъ 
элементъ  протяжетя  точку,  а  не  плоскость^  которую  на- 
противъ  разсматриваютъ  всегда  какъ  собрате  шочекз.  За- 
мена двион>енгй  силами,  введенная  Вариньономь  въ  рац10наль« 
ную  механику  и  во  многихъ  другвхъ  отношетяхь  весьма 
удачная,  существенно  содействовала  по  нашему  мн^тю  вы- 
работке учетй  современной  механики,  основывающихся  на 
первоначальномъ  понят)и  о  точке,  какъ  объ  элементе  про* 
странства. 

Но  разве  нельзя  также  допустить,  что  два  нераздельный 
движен1я  тель  вселенной  должва  вести  къ  математическимъ 
теор1ямЪу  въ  которыхъ  оба  они  играли  бы  совершенно  оди- 
иавовыя  роли?  Въ  такомь  случае  принципъ,  который  сое- 
димяль  бы  две  татя  теор1и  и  служилъ  бы  для  перехода  оть 
одной  изъ  нихь  кь  другой,  подобно  теореме,  на  которой 
мы  основали  геометрическую  двойственность  неподвяжнаго 
пространства,  н  подобно  той,  которая  намь  послужила  для 
обьедияетя  двухь  пр1емовъ  механнческаго  образованвя  тель, 
этоть  прмнцнль,  говоримь  мы,  могь  бы  бросить  яртй  светь 
на  принципы  философш  природы. 

Нельзя  даже  придвидеть,  где  остановились  бы  следствхя 
изь  такого  принципа  двойствеиности.  Связавъ  попарно 
все  явленш  природы  и  управляющ1е  ими  математичесте  за- 
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К0НБ1,  не  восходидъ  ли  бн  онъ  до  самыхъ  првчвнъ  явлешК? 
И  не  хохеть  ли  тогда  отЕрыться,  1то  закону  тягот'Ьшя  со* 
отв^тствуетъ  другой  ваковъ,  играюпцй  такую  асе  рояь  какъ 
законъ  Ньютона  я  служащи,  подобно  ему,  къ  объясненю 
небесныхъ  явдешй?  Если  же,  нанротнвъ,  окавалрсь  бн,  что 
законъ  тягот^н1Я  самъ  себЬ  соотв^тствуетъ  въ  об'Ьихъ  тео* 
р1яхъ,  какъ  ото  бываетъ  съ  предложенгями  геохетр1и  отно- 
сительно двойственности  простванственныхъ  форнъ,  то  это 
было  бн  великимъ  подтвержден1емъ,  что  законъ  Ньютона 
есть  действительно  единственной  высшШ  законъ  вселенной. 

Мы  не  скрываемъ,  что  учен1е  о  центробежной  силе  но- 
жетъ  представить  возражен1я  противъ  нашихъ  идей,  потому 
что  эта  сила  обусловливаетъ  на  практике  существенное  раз- 
лич1е  между  поступатедьнымъ  и  вращательнымъ  двнжешемъ 
тЬлъ;  но  мы  оетавляемъ  эту  силу  въ  стороне,  такъ  какъ 
равсматриваемъ  только  безконечно — малыя  движев!?.  Спе- 
шимъ  подтвердить  наши  вышеизложенкыя  идеи  некоторыми 
соображен1ями  о  томъ,  что  по  нашему  мненш  уже  сделано 
и  можетъ  быть  продолжаемо  въ  вопросе  о  предподагаемомъ 
нами  соотношен1и  между  теорЦми  постунательваго  и  вра* 
щательнаго  движешя. 

5.  Эйлеръ  первый  показалъ,  что,  если  тело  укреплено  въ 
неподвижной  точке,  то  всякое  безконечно-малое  движете 
его  есть  вращение  около  некоторой  прямой,  проходящей  че- 
резъ  эту  неподвижную  точку. 

Лагранжъ,  въ  первомъ  издаши  Мёсорщие  апа1!^црме 
(1788  г.),  далъ  формулы,  служащая  для  ра8лоасеи]я  такого 
вращательнаго  дввжевхя  на  три  другкя,  именно — на  враще- 
ния около  трехъ  црямоугольныхъ  осей,  проведенныхъ  череяь 
неподвижную  точку.  Эти  формулы  обнаруживали  замечателъ* 
ное  сходство  съ  формулами,  служащими  для  разложешя  пря* 
молинсйнаго  движешя  точки  на  три  другая  прямолинейвня 
движев1Я. 

Впоследстш  Лагранжъ,  пополнилъ  эту  аналопю»  показавъ 
во  второмъ  издавай  Мё€(т^^ые  амЛуИдие  (1811  г.)  геомет- 
рическое построеше  трехъ   вращешй,   заменяющихъ  собою 
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дшное.  Построеше  это  приводится  къ  отхладывашю  ва  осяхъ 
вращешя  дишй  пропорц10нальны1ъ  вращательяымъ  движе- 
тимъ  и  къ  такому  же  сложенхю  или  разложешю  этихъ  ла- 
В1Й,  какъ  въ  случа*!,  если  бы  онЬ  представляли  движсшя 
прамолинейныя. 

Какъ  только  стало  известно,  что  всякое  движете  гЬла, 
увр^пленнаго  въ  неподкижной  точк1,  есть  вращательное 
движеше  около  прямой  лиши, — дознано  было,  что  движете 
т^Ьла  вполн*!  свободнаго  можетъ  быть  въ  каждый  моментъ 
разложено  на  два  друпя:  на  общее  вс']&мъ  точкамъ  посту- 
пательное движеше  и  на  вращеше  около  оси,  проведенной 
черезъ  одну  изъ  точекъ.  Другими  словами  это  зна<1ило,  что 
при  безвонечно  маломъ  движенш  совершенно  свободнаго 
т^ла  можно  черезъ  каждую  его  точку  провести  прямую,  ко- 
торая впродолжеше  этого  дважета  остается  параллельна 
самой  себ^. 

Легко  зам1&тить,  что  вс^  ташя  прямыя  между  собою  также 
параллельны  и  что  одна  изъ  нихь  перемещается  по  своему 
еобстеенному  н(травлент\  это  показываетъ,  что  движенхе 
тФла  тождес1венно  съ  движев1емъ  винта  въ  гайк^  '°^). 

Вотъ,  кажется,  все,  что  сделано  въ  теорш  вращательныхъ 
дввжен1й.  Можетъ  показаться  удивительнымъ,  что  посл^ 
нзучешя  движевк  свободнаго  твердаго  т^ла,  им^ющаго  вра- 
щательное движеше  около  одной  оси,  никто  не  остановился 
на  случать,  когда  т1ло  им'бетъ  н:Ьсколько  врано(ательныхъ 
движешй  около  различныхъ  осей,  и  ва  сложбВ1и  такихъ  вра- 
щен1й. 

Р'Ъшеше  этого  вопроса  оказалось  необходимымъ  на  пер- 
выхъ  же  шагахъ  въ  взлагаемыхъ  вами  зд'Ьсь  теор1яхъ« 
Мы  вашли,  чт?,  если  птло  имп^етг  нпсколько  вращо' 
тельныт   деиоюетй   около  раз^гичныхъ   осей,   раампщенныхъ 


'^*)  Я  уже  изломидъ  эту  теорёву  вм^^гЬ  съ  другими,  касающвияся 
пербх1щен1Я  свободнаго  твердаго  т^ла  въ  пространств!.  Си.  ВМе1^%п 
ипггетзег  Лев  всгепеееу  I.  XIV,  р.  321,  1830  и  Согге'зропЛапсе  с1е  йве- 
1е1е1,  %.  УП,  р.  352. 
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мнила  б^  то  ни  было  обраэомъ  т  пространетв^ь^  то  9Щ 
систему  еращешй  есЫа  мооюмо  замлнить,  и  притомв  до 
бежонечности  разнообрсшно^  двумя  еращенгями  около  деух$ 
рмличныосъ  осей. 

Одна  И1№  осей  можетъ  быть  взята  въ  безвонечяостя;  это 
повавываетъ,  что  действительное  движев1е  тЬла  есть  вращеше 
ОЕОло  второй  оси,  которая  перем'Ьщается  по  своему  собствен- 
ному  направаенио.  Выводъ  ототъ  согласенъ  сь  тЪкъ,  кото- 
рый ны  только  что  получили  И8ъ  равсмотр'Ьтя  прямолиией- 
ныхъ  движвв1й  точевъ  т^ла. 

Сложев1е  системы  вращетй  около  нЬсволькихъ  осей  очень 
просто  и  при  этомъ  сохраняется  найденная  Лагранжемъ 
аналопя  между  сложен1емъ  вращешй  около  н'Ьсколькихъ  осей, 
проходящихъ  черезъ  неподвижную  точку,  и  сложешемъ  пря- 
молинейиыхъ  дви»ен1й  точки.  На  каждой  оси  откладываемъ 
лишю  пропорц10нальную  вращенш  около  этой  оси  и  вс^ 
так1я  лиши  равсматриваемъ  какъ  силы,  приложенныя  въ  твер- 
дому т^лу.  По  сложеши  эти  силы  приведутся  къ  двумъ,  иа- 
правлен1я  которыхъ  представятъ  оси  двухъ  вращешй,  за- 
м^няющихъ  собою  данную  систему  вращевШ,  по  величине 
же  два  вращен1я  выразятся  величинами  составныхъ  силъ. 

Предположимъ  теперь,  что  вращен1я  т^ла  около  различ- 
ныхъ  осей  суть  вращен1Я  плоскостей,  проходящихъ  черезъ 
эти  оси,  подобно  тому,  какъ  прямолинейныа  движевхя,  со- 
общенный гЬлу,  или  силы,  на  него  д^йствуюпця,  разсматри- 
ваются,  какъ  приложенныя  къ  точкамъ  тЪла,  находящимся  н  а 
направлеши  этихъ  движенхй  или  сйлъ. 

Каждая  ивъ  плоскостей*,  во  время  дМствительнаго  движе- 
шя  т^ла,  обращается  сама  около  себя  и  вокругъ  прямой,  на- 
ходящейся въ  самой  плоскости  (эта  прямая  во  время  движе- 
Н1Я  тЪла  не  выходитъ  изъ  первоначальнаго  положешя  плос- 
кости, но  вращается  въ  ней  около  неподвижной  точки).  Вра- 
щательное движеше  плоскости  около  самой  себя  мы  назо- 
вемъ  ^  дпйстеительнымь  &ращенкмъ  (гоШгоп  е^е<ЛШ),чъг 
стное  же  вращеше  т&ла  около  оси,  лежащей  въ  этой  плос- 
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костшу—вращетеж  сообщшныж  шоскоств  (гоШит  гтргтёеХ 
таквмъ  образомъ  дпйетеительное  вращен1е  плоскости  сла- 
гается идъ  сообщеннаю  ей  вра1цен]я  я  взъ  вращетй,  сообщен- 
ныхъ  другвхъ  пдоскостямъ  т'Ьда. 

Условэвшвсь  въ'этихъ  обо8начев1яхъ^пол7чае11ъ  следующую 
теорему. 

Пусть  твердое  тгмо  находится  подь  вМтлемь  нпеколькилъ 
одноереметтхь  вращемй  окало  рааличныхъ  осей;  ^^^едставимв 
еебл  плоскости,  проведенния  въ  тгьмь  черезъ  оси  еращенгй\ 
као1сдая  изъ  этихь  плоскостей  б^детъ  имлть  сеое  дпАствУг' 
тельное  вращенге. 

Если  составила  произведете  изг  дпЛствительнаго  враще- 
тя  каждой  плоскости^  изъ  еообщеншпо  ей  вращенхя  и  изъ 
косинуса  угла  между  осялт  этихь  двухъ  вращенгй^  то  сумма 
такихъ  произведешй  будетл  оставаться  постоянна^  каковы 
бы  ни  были  плоскости,  проведенныя  'черезъ  оси  вращент. 

Это  постоянное  количество  будетъ  равно  суммгь  квадра- 
товь  сообщенныхъ  вращенШ^  сложенной  съ  суммою  произееде- 
тй  этиосъ  вращенгй  попарно,  умноженныосъ  на  косинусъ  угла, 
Образуемаго  осями  этихъ  вращенгй. 

Еслв  т'блу,  имеющему  в'Ьсколько  вращешН,  находящемуся 
въ  поко%;  сообщвмъ  безконечно  малое  перемЪщеше, то плос- 
Еости,  проведенныя  черезъ  оси  вращешй,  получатъ  дЪйстви- 
тельвыя  вращен1я,  который  мы  назовемъ  возмоэюными  (ггг- 
ЬиМез)  вращешями. 

7слов1е  равнов^&С1я  т'бла  можно  выразить  посредствомъ 
уравнен1я,  представляющаго  начало  возмооюныхъ  вращенгйу 
соответственное  началу  возмооюныхь  скоростей.  -Начало  это 
выразится  тавъ: 

Представимъ  себп^  твердое  тньло,  равличныя  плоскости  ко- 
тораю  имплотъ  ерЛщенгя  около  осей,  помтц^ныхъ  вь  этихъ 
пл^осшяал;  сообщимг  т%лу  какое  угодно  безконенно — малое 
п^мгьщенге  и  составимъ  для  каждой  плоскости  произведенге 
сообщеннаю  ей  вращетя  на  дпЛствительное  ея  вращенге  и  на 
косинусъ  угла,  образуемагр  осями  этихь  двухъ   щ^щенгй;  для 
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раенов1ьЫя   дантй  системы  ^ращенгй  необосодимо  и  доетог 
тсчту    чтобы  сумма  ваьаг  этихъ  проиаоеденШ  была^  р<1ена 

Сказаннаго  досааточно,  чтобы  понять,  въ  какомъ  смнслФ 
въ  ращональной  механик'Ь  иогутъ  быть  созданы  новыя  те- 
ор1и  посредствонъ  замены  въ  существующихъ  теор1Яхъ  по 
отвошен1ю  къ  движешю  т'Ьдъ — двнженШ  прямояннейпнхъ — 
вращательными,  по  отношешю  же  къ  еамимъ  гЬлахъ— 1М(ь 
чет — пАоскостямщ  какъ  это  д'Ьлается  въ  чистой  геометр1н 
и  въ  геомбтр1и  аналитической  ^^*). 

7.  Не  будеиъ  касаться  вопроса,  иогутъ  ли  подобный  но- 
выя теор1и  съ  пользою  прилагаться  къ  вопросамъ  практи- 
ческой в  физической  астрономш;  противъ  этого  можно,  кажет- 
ся, возражать  аргюгг^  ибо  весьма  вероятно,  что  употреби* 
тельные  аналитичесше  пр1емы,  основываюпцеся  на  Декарто** 
вОмъ  способъ  координатъ,  соотв'Ьтствуютъ  сворке  существую- 
щимъ,  нежели  новымъ,  теорхямъ;  во,  мы  думаемъ,  вельзя 
отвергать  по  крайвей  м^рЪ  того,  что  введенхе  этихъ  вовыхь 
учешй  въ  рац10нальную  механику  кожетъ  бросить  новый 
свЪтъ  на  всю  обширную  ея  область  и  на  мнопе  частные 
вопросы,  до  сихъ  поръ  еще  не  вполне  изслЪдованные.  Ума- 
жемъ,  наприм^ръ,  на  любопытную  аналогш  меаиу  силами 
и  моментами  ихъ  относительно  неподвижной  точки,— анало- 
гш, такъ  ясво  выражающуюся  въ  теор1в  паръ.  Въ  динамикЬ 
такое  же  соотв^тствхе  встречается  снова  между  прямоли- 
нейными движешями  и  ихъ  моментами  относительно  тонки; 
точно  также— *въ  двухъ  началахъ  сохранев1я  движенгя  центра 
тяжести  и  площадеВ;  Бвне  обнаружимъ  тоже  самое  въ  на- 
чале  живыхъ  свлъ;  безъ  сомн^нхя   соотв']Ьтств1е   это  идетъ 


*^^  Эта  теори  ер{щотелшшл  дтхжтй  иеобходиио  должна  войти 
въ  ту  новую  отрасль  веханикн»  которую  Аннеръ  ввлючидъ  въсвею 
вдассифиващю  чедовЪческихъ  8нан1В  додъ  ихенеиъ  китматшса  (наука 
о  движенш),  какъ  науку,  вредшествуюшую  ахьтшЛ  и  обиинаюосую 
вмФст!  съ  нею  все  содер«ан1е  элеиентарной  иеханакн  (Си.  Езааг  еиг 
1а  рКИоворМе  йе9  8с%епс€$^  раг  Ашр^ге,  ш — 8,^1834). 
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еще  дальше  н  его  первоначальная,  теперь  еще  венз|ИЬстнаа, 
причина  есть  волросъ,  нм^кюлцй  глубошй  внтерееъ. 

Упонянутая  нами  теорхя  паръ  кажется  нанъ  згчетемъ,  впоя^ 
н1  согяаснннъ  съ  развиваемою  нами  мнсдш  о  соотвАтетми. 
Можно  свазать,  что  это— статика^  налагаемая  беапрнстра* 
стно  по  отношешю  кь  двумъ  указываемнмъ  нами  динам»- 
ческимъ  возар^Ьшямъ.  Действительно,  пары  повсюду  играютъ 
такую  же  роль,  какъ  и  простая  силы;  посл^дшя  кажутся 
назначенными  для  поступательнаго  движен1я,  какъ  пары — 
для  вращательнаго:  т^  и  друпя  подчиняются  одинаковымъ 
математическомъ  законамъ  сложен1я  и  разложешя.  Мы  мо^ 
жемъ  поэтому  смотреть  на  изящную  теор1ю  паръ,  какъ  на 
учеше  въ  высшей  степени  удачное  и  считать  его  необхо- 
днмымъ  введешемъ  въ  полную  теорхю  той  двойственной 
динамики,  о  которой  только  что  говорили. 

7.  Посд'Ь  того,  какъ  мн%  пришло  на  мысль  разсматри- 
вать  вращательный  движен1я  подобно  поступательнымъ  и 
связать  этотъ  вопросъ  съ  деойственносштю  формъ  прострам* 
ства,  я  прочелъ  превосходный  размышлешя  моего  товарища 
по  политехнической  школ^  Огюста  Еонта  по  поводу  теорш 
паръ  Пуансо,  высказанный  ьъ  четЕхрехъ  урокахъ  Курса  по- 
зитивной  фшюсофгщ  въ  которыхъ  говорится  о  механике. 
Мн'Ь  чрезвычайно  было  лестно  видеть,  что  мои  идеи  объ 
этомъ  предмете  подтверждаются  мн']&н1ями  этого  глубокаго 
мыслителя  какъ  вообще  о  движеши  тЪлъ,  такь  и  о  польз'Ь 
теорш  паръ  въ  вопросахъ,  сюда  относящихся. 

Закончу  это  Прим^чанхе  собственными  словами  Огюста 
Конта,  такъ  какъ  они  способны  обратить  вниман1е  геомет- 
ровъ  на  новый  учешя,  который  можно  ввести  въ  Динамику. 

9  Въ  самомъ  д'Ьле,  каковы  бы  ни  были  основный  качества 
<мыслн  Пуансо  по  отношешю  къ  статике,  нельзя  по  край- 
<ней  м'Ьре  не  прсзнать,  кажется,  что  эта  мысль  по  суще- 
«ственному  характеру  своему  назначена  для  усовершенство- 
<вав1я  динамики,  и  по  этому  поводу  я  могу,  кажется,  утвер- 
<ждать,  что  эта  мысль  до  сихъ  поръ  еще  не  оказала  све- 
жего наиболее  важнаго   вд1ян]я.  На  нее  надобно  смотреть, 
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<кжЕЪ  на  кнель,  пр1мо  способствующую  къ  усовершекство* 
«вашю  въ  весьма  важнохъ  пункте  сакнхъ  начадъ  обще  В 
«мехааикв;  благодаря  ей  понятие  о  вращательныхъ  деиоке- 
<шям  становится  такоюе  естественно^  также  обыкноеенно 
*и  почти  также  99росто,  какъ  и  понятле  о  деиоюенгяхъ  по- 
«етупотедмъш^  потому  что  на  пару  можно  смотрпть  какь 
<на  такой  же  естественный  элементь  вращательнаю  дви- 
<жешя,  кат  сила—еъ  движети  поступатмьномъу . 

Когда  Прнм'Ьчашб  это  бвио'  уже  ^написано,  явилось  не- 
большое сочинен1е  Пуансо  ТНёопе  поиоеИе  е2в  1а  гоШит  Лёв 
согрз*  Въ  отомъ  сочинея1н  осуществляются  наши  идеи  о 
вовиожности  и  подьз'Ь  ввести  въ  динамику  прямое  разсмот- 
рФше  вращательныхъ  движенШ,  по  обравцу  двнженШ  посту- 
пательныхъ.  Этотъ  пр1емъ  авторъ  прилагаетъ  къ  д^Ьлу  съ 
зам^чательнымъ  искуствомъ  и  разр'Ьшаетъ  помопцю  его,  пу- 
темь  простаго  разсуждешя,  сложный  и  трудный  вопроеЪ| 
поддававш1йся  до  сихъ  поръ  только  самому  высшему  ана- 
лнву,  и  даетъ  несколько  прекрасныхъ  теоремъ,  ускользав- 
шихъ  отъ  анализа  и  представляющихъ  ясную  картину  всЪхъ 
обстоятельствъ  рращательнаго  дважен1я  т'Ьлъ. 
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